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PRÉFACE 


Il existe de nombreux formulaires de résistance des matériaux, dont certains 
fort "bien faits. Leur emploi permet, sans d’ailleurs rien comprendre, par la substi¬ 
tution de nombres à des lettres dans les formules toutes faites, d’arriver aux 
résultats cherchés. 

Les formulaires ont soin d’indiquer soigneusement en quelles unîtes doivent 
être exprimés les nombres, pour éviter tout effort intellectuel. 

Le rôle du dessinateur d’études est ainsi ramené à celui de manœuvre spé¬ 
cialisé dans les calculs. 

Si remploi systématique des formulaires conduit à L’utilisation d'un per¬ 
sonnel de qualité médiocre, il ne permet pas d'attendre de. ce personnel de faire 
acte d’initiative. Le Chef du bureau d’études ne peut compter sur lui pour redres¬ 
ser une erreur éventuelle ou lui apporter des suggestions. 

Au surplus, dans le cas particulier de l’aviation et de ses problèmes spé¬ 
ciaux de résistance, où les coefficients de sécurité, c'est-à-dire d’ignorance, doivent 
être réduits au minimum, la plupart des formulaires usuels deviennent insuffisants. 

On peut penser, au contraire, que dans un bureau d’études, cerveau qui 
matérialise les conceptions, réalisées ensuite à grands frais et dont dépend la 
valeur même de la production, l’esprit d’équipe est nécessaire, plus peut-être encore 
que dans les autres compartiments de l’usine. Etant donné la nature même du 
travail, cet esprit d’équipe ne peut avoir comme base que la coopération intel¬ 
lectuelle. 

A un autre point de vue, le Français moyen, doué d’esprit critique, aime 
à connaître les motifs de son action. Il s’intéresse à un travail dont il comprend 
la raison beaucoup plus qu’à une besogne cherchée machinalement. Sans compter, 
que parmi le personnel dessinateur il en est que les conditions de l’existence : 
raison de santé, de fortune, ont empêché de recevoir une formation qu’ils sont aptes 
à acquérir et qu’ils ont l’ambition d’atteindre. Leur permettre d’arriver a ce but, 
c’est-à-dire de s’élever socialement, tout en effectuant leur travail quotidien, est 
un moyen efficace de lutter contre le mandarinat qui tend à fixer, pour la vie, les 
valeurs relatives des individus d’après les diplômes de scolarité n’ayant qu un 
rapport lointain avec la carrière ultérieure. 

L’ouvrage de M. Vallat, Ingénieur à la S.N.C.A.S.E: « Résistance des Maté¬ 
riaux appliquée à Vaviation » vient heureusement combler une lacune. 

En fait, il s’agit du cours professé par M. Vallat aux praticiens de sa Société 
et que celle-ci avait fait imprimer pour ses besoins. 

On a suffisamment critiqué les Sociétés nationales pour qu’il me soit permis 
ici de rendre hommage à l’effort persévérant qu’a fait la S.N.C.A.S.E. pour élever 
le niveau des connaissances techniques de son personnel. 

Ce traité est. donc bien plus une œuvre didactique qu’un simple formulaire. 

Les relations entre les contraintes et les déformations, pour les cas élémen¬ 
taires, sont établies au moyen de considérations simples, pour chaque cas particu¬ 
lier, sans recourir à un appareil mathématique compliqué. 

Il est évidemment élégant de partir des théories générales de l’élasticité et 
de déduire chaque cas élémentaire rl’une théorie générale ; mais, en dehors du 



VI 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


fait qu’une telle manière de procéder nécessite une formation mathématique supé¬ 
rieure, elle revêt une forme abstraite qui ne laisse pas dans l’esprit la même trace 
que l'étude concrète de chaque cas particulier. 

Pour les cas plus compliqués, et qui sont la norme en matière d’aviation, 
l auteur se trouvait en présence d’une difficulté : d’une part, il ne pouvait donner 
les démonstrations théoriques nécessitant une formation préalable que ne pos¬ 
sèdent pas, en général, ceux auxquels l’ouvrage est destiné, car il s’agit essen¬ 
tiellement d’un manuel à l’usage des techniciens des industries aéronautiques ; 
d'autre part, l’esprit même de ce manuel conduit, à éviter de donner des formules 
brutales sans commentaires. 

M. V allât a résolu cette difficulté en donnant sans démonstration, un certain 
nombre de résultats théoriques de base qu’il utilise pour établir les formules 
relatives à chaque cas particulier. 

C’est ainsi qu’il admet la généralisation de la formule de la déformation en 
torsion simple aux prismes creux, les résultats de la théorie de Saint-Venant, le 
théorème de Castigliano, la valeur du potentiel interne. Moyennant ces quelques 
postulats, il peut ensuite raisonner sur chaque cas particulier et en déduire les 
formules correspondantes. 

D’ailleurs de nombreux abaques et exemples d’applications numériques sont 
donnés, qui constituent le meilleur guide à la fois pour le raisonnement et 
l’ordonnancement des calculs. 

En résumé, I ouvrage de M. Vallat remplit pleinement le Lut proposé de 
réaliser un manuel à l’usage des techniciens et, spécialement des techniciens des 
industries aeronautiques. Il mérite une large diffusion dans tous les bureaux 
d’etudes auxquels il permettra des gains de temps appréciables, une augmentation 
de rendement et une amélioration de la valeur individuelle du personnel. 

Les ingénieurs de haute culture mathématique ne perdront pas leur temps 
en le lisant. L’examen des cas concrets, traités avec des calculs simples, leur fera 
peut-être percevoir des réalités que les notions symboliques et le calcul tensoriel 
dissimulent dans leurs abstractions généralisatrices. 

Je ne saurais trop féliciter M. Vallat d’avoir rappelé au début de son ouvrage, 
la correspondance qui existe entre l’unité de force du système courant et celle du 
système légal, depuis 1919, qui n’est pas seulement la conséquence d’un acte 
administratif, mais qui forme avec les unités électriques un système cohérent se 
reliant au système C. G. S. employé internationalement par les savants. 

Que penser d’ailleurs de ce « système courant » dans lequel l’unité fonda¬ 
mentale « force ). est variable d’un point du globe à un autre, qui ne possède pas 
d unité de puissance et en est réduit à employer une unité pratique biscornue : 
e cheval-vapeur n'ayant même pas l’excuse de s’exprimer par une puissance de 10 
en fonction de l’unité de travail. 

Je sais bien la force des habitudes et qu’il a fallu cent cinquante ans et le 
bouleversement de l’économie résultant de deux guerres mondiales pour que le 
terme « sou », disparût de la circulation. Mais, tout de même, l’aviation est suffi¬ 
samment moderne pour donner l’exemple. 



Ingénieur général de l’Air (C.R.). 

Directeur de l’Ecole Nationale 
ilen moteurs à combustion et à explosion. 




INTRODUCTION 


Le succès d’un avion en service tient à un ensemble de qualités qui conver¬ 
gent pratiquement toutes vers le même but : F efficacité militaire ou commerciale 

dans les conditions réelles d’exploitation. 

Suivant la tendance du moment, je dirai même suivant la mode, 1 accent est 
donné en priorité sur l'une ou l’autre de ces qualités : la sécurité, les perfor¬ 
mances, les qualités de vol, la rotation, la capacité d’emport, les facilites d’en¬ 
tretien, etc... , 

Mais il est une qualité qui reste toujours impérative, c’est la légèreté. ■ Quel 
que soit le programme de l’avion, elle arrive toujours en tête des conditions qui 

font qu’un avion est efficace ou ne l’est pas. 

Or, le poids de la structure compte pour environ 30 % dans le poids total. 
Une économie sur ce chapitre importa.nl est donc particulièrement payante. La 
résistance des matériaux préside à la réalisation de cette économie. 

Cette dernière est d’autant plus importante que la charge militaire nu com¬ 
merciale est souvent limitée à 10 % du poids total, si bien qu’avec une ccono,- 
mie de 10 % sur le poids de structure, on peut gagner 30 % sur la charge payante. 
Le bénéfice que peut espérer une compagnie de transport en exploitant, un appareil, 
est exactement du même ordre. 

On pourrait penser que les progrès faits dans les autres branches de I Aéro¬ 
nautique pourraient dispenser d’une étude approfondie des poids de structure. Il 
en est malheureusement tout autrement ; les progrès aérodynamiques ou autres 
ne sont possibles que grâce à une étude approfondie des structures. Pour ne citer 
qu’un exemple, je rappellerai que pour augmenter les vitesses, on est conduit à 
réduire l’épaisseur relative des voitures. Si l’on ne veut pas arriver à des poids de 
structure prohibitifs, il faut parallèlement améliorer le rendement de la matière. 
Il est donc indispensable que la résistance des matériaux reste eu tête des préoc¬ 
cupations des Bureaux d’Etudes d’aviation. Pour cela, il faut disposer d’un 
traité bien adapté. 

L’avantage de l’ouvrage de M. Vallat est d’avoir été rédigé dans le but bien 
précis de l’utilisation journalière par le personnel des Bureaux d’Etudes. Il est 
particulièrement facile à assimiler, même par des dessinateurs dont la culture 
mathématique n’est pas très élevée. 11 permet quand même de résoudre tous les 
problèmes que l’on rencontre dans les avions les plus modernes. 

Il a été mis à l’éprouve pendant plusieurs années à notre B. E. et il est main¬ 
tenant bien au point, 

U constitue donc, à nos yeux, une preuve vivante du niveau élevé de la Tech¬ 
nique Française et un rayon d’espoir en un avenir prospère pour notre Industrie 
Aéronautique. 



Ingénieur en Chef 

des Bureaux d’Etudes S.N.C.A.S.E., Toulouse. 





TABLE DES MATIÈRES 


PREMIÈRE PARTIE 

CONNAISSANCES GÉNÉRALES DE MATHÉMATIQUES 

ET DE MÉCANIQUE 

PAGES 

Préface . v 

Introduction .j. vu 

CHAPITRE PREMIER 

RAPPEL DE NOTIONS DE MATHÉMATIQUES 


1. Trigonométrie . 3 

Mesure des angles . 3 

Lignes trigonométriques . 3 

Cercle trigonométrique . 4 

Relations essentielles . 5 

Valeurs usuelles . G 

Relations complémentaires . 3 

Remarque concernant les petits angles . 7 

2. Logarithmes . 7 

Logarithmes vulgaires . 3 

Logarithmes naturels ou népériens ... 3 

Propriétés des logarithmes . 3 

Règle à calculs . & 

Diagrammes en coordonnées logarithmiques. H 

. Remarque concernant les puissances de 10 .. O 

3. Fonctions, représentation, notations . 9 

Degré d’une fonction . 10 

Exemples physiques de fonctions . 10 

Représentation graphique des fonctions . 10 

Accroissement des fonctions . 11 

4. Dérivées des fonctions. H 

Définition imagée . 11 

Propriétés de la dérivée. 12' 

Représentation géométrique de la dérivée . 12 

Dérivées de quelques fonctions usuelles . 13 

Dérivées successives, notation différentielle . 13 

5. Notions sur l'intégration des fonctions . 11 

Définition . ,4 

Utilité de l’intégration .. • • 1 4 

Opération d'intégration. Symboles. Notation différentielle . 15 

Constante d’intégration . 15 

Intégrales définies . J() 

Définition, signification géométrique . 10 

Opérations graphiques. Opérations numériques. 10 

Opérations algébriques . 17 

Intégrales indéfinies de quelques fonctions usuelles . 17 


P. V allât. •— Résistance des Matériaux. 










































X 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


CHAPITRE II 

ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE 


0. 


Remarques préliminaires. 

Equation aux dimensions 
Systèmes d’unités utilisés 

Définitions principales . 

- Notion de masse. 

Forces . 


Hem-èl G nr^° rps ' Uni ,^ s de force - Eléments d’une force' 
Kepi éscntation graphique des forces .. 

Forces d’inertie. Coefficients de charge 

force centrifuge. 

Forces aérodynamiques ..’. ’ ’ ’ ' '' ‘ ' 

Moments des forces. 

Unités .. 

Représentation graphique des moments’ ! ! ! ! ! 

Travail ou énergie . 

Sens physique .!. ^ 

Unités. Energie cinétique ou force vive ....... . .. ... '. 

Puissance . 


2 . 


PAGES 

18 

18 

19 

19 

19 

19 

20 
21 
21 
22 
23 
23 
21 
25 
25 
25 
20 
27 


3. 

4. 

5. 


6 . 


7. 


Composition des forces. Résulfanîes . 

Définition .». 

Cas général •.;. 

Cas particulier de forces concourantes 

Propriétés principales de la résultante. 

Composition des forces concourantes . 

Composition des forces parallèles .. 

Cas particulier du couple. 

Composition des moments . 


8 . 


Décomposition des forces et des moments . 

Transport des forces et des moments.. 

Transport des forces . 

Transport des moments .. 

Application numérique : jambe d’atterrisseur. 

Travoil et puissance engendrés par les forces et les moments . 

Travail des forces . 

Travail des moments .... ’. '. '. ’..... 1| ' 

Centres de gravité . 

Propriétés principales des centres de gravité . 

Recherche des centres de gravité . .. ' ' 

Méthodes algébriques .. .. 

Méthodes graphiques ... 

Centres de gravité des surfaces usuelles . 

Moments d'inertie . 

Généralités . 

Notion physique des moments d’inertie . 

Energie cinétique d'un corps en mouvement de rotation, inertie 
Dimensions des moments d’inertie. Unités 

Rayon de giration . . 

Notations .. 

Produits d'inertie 



pratique des produits d’inertie des surfaces'planés' 
Propriétés principales des moments d'inertie 


Relation entre les moments d'inertie et rayons de giration 

nm Ve C p ,f r .'T 1 T rt U P deS uxey dont l’un pas™ 

pai te c. d. g. de la surface. 

Relation entre les moments d’inertie évaluéV ’pa'r rapport à dès 

systèmes d’axes rectangulaires issus du c. d. g. 


27 

27 

28 

25 
28 
30 

32 

33 
33 

35 

35 

86 

26 

37 

37 

40 

41 

42 

43 

43 

44 
44 

44 

44 

45 
45 

47 

48 
48 

48 

49 

49 

50 
50 


50 

51 























































TABLE DES MATIERES 


XI 


9. 


10 . 


l’AGKS 


Relation entre les moments d’inertie autour d’axes rectangulaires 
issus du c. d. g. et le moment d’inertie autour d’un axe 

quelconque passant par le c. d. g. . 

Axes principaux d’inertie des surfaces planes . 

Propriétés. Sens physique .. 

Ellipse centrale d’inertie . 

Cercle d’inertie .... . .. 

Moments d’inertie polaires des surfaces ... 

Modules d’inertie des surfaces .. 

Moments d’inertie, rayons de giration, modules d’inertie des surfaces 

usuelles ... 

Calcul pratique des moments d’inertie des surfaces planes quelconques .. 

Applications numériques ... 


51 

52 

53 

53 

54 


56 

57 


5,S 


Systèmes d'unités 


CHAPITRE III 

ÉQUILIBRE STATIQUE DES SYSTÈMES 


1. Généralités.;. 

Définition ..... 

Actions et réactions .. 

Problème de l’équilibrage externe . . 

Conventions de représentation graphique .. 

2. Equations d'équilibre statique extérieur d'un système . 

Equations d’équilibre d'un système à trois dimensions. 

Equations d’équilibre d’un système plan .-. 

3. Etude des différents systèmes de liaisons extérieures . 

Appuis ne pouvant donner qu’un seul sens de réaction . 

Appuis ne pouvant donner qu’un point de réaction fixe dans un plan. 

Appuis donnant un point de réaction fixe dans l’espacé . 

Encastrements sur un plan . 

Encastrements dans l'espace .... 

Degré d’efficacité d’une liaison .... 

Conventions de représentation graphique .. 

4. Distinction entre les systèmes isostatiques et hyperstatiques . 

Exemple simple .. 

Exemples de systèmes hyperstatiques courants. Degré de surabondance. 

Remarque au sujet des poutres continues sur 3 appuis . 

Analogie avec des décompositions de forces indéterminées ... 

Notion sur les systèmes hyperstatiques internes . 

Remarque au sujet des systèmes symétriques. 

5. Exemples d'équilibrages de systèmes isostatiques . 

Poutre droite sur 2 appuis simples ... 

Poutre droite sur 1 appui simple et 1 articulation . 

Poutre droite' sur 1 articulation et 1 appui dirigé obliquement par rapport 

à la poutre .. 

Arc à 3 articulations . 

Application aux constructions aéronautiques . 

Poutre reposant sur 3 appuis simples non alignés . 

6. Applications à des éléments de structure d'avions . 


63 

63 

63 

63 

64 

64 

64 

65 

65 

66 
67 

67 

68 
68 
69 

69 

76 

70 

71 

72 

72 

73 
73 


73 

73 

74 

75 

76 

77 

77 

78 


CHAPITRE IV 

STATIQUE GRAPHIQUE 


0. Introduction. 


1. Définitions, propriétés, notations. ..... ... S0 

Dynamique des forces . 80 

Pôle, rayon polaire . 81 

Polygone funiculaire. Procédé de numérotation. Désignation des échelles. SI 
Simplification des figures . 82 


2. Recherche de la résultante d'un système plan de forces 
















































XII 


RESISTANCE DES MATÉRIAUX 


3. 

4. 


5. 


6 . 


7. 


8. 


Recherche graphie des centres de gravité des surfaces planes . 

Détermination graphique des moments des forces 

Moment d’une force . 8-1 

SSI 

^ 4 rrrr. --— — ^ 

i 

Intégration graphique des fonctions . 97 

99 


DEUXIÈME PARTIE 

Résistance des matériaux générale 


0. 

I. 


CHAPITRE V 

principes généraux de la résistance des MATER,aux 

ESSAIS MECANIQUES DES MATÉRIAUX 

Introduction . . . 


103 


2 . 


3. 


4. 


E "° r p J"' 6 " 16 * ° PP ' iqués aux sections . . 

£22*?? du Problème ... . 

ReSi”. des . tatonâ- ' : : : ; ; ; ; ; : ; ; 

.» 

Appncat.cn „u mérlque : l rbre £ £j •' •' ' • ' • ■ •' •' SI 


104 

104 

104 

105 


Equilibre interne, contraintes 

Position du problème .. 

Hypothèses générales de la 


. 106 

- 107' 

. 207 

Travail Interne ^' arainces - unités . com ra i ntes _. 107 

. 108 




calcul 


Ex P ° s é imagé de la loi de Hooke, module 


d'élasticité 


Hooke 


5. Essais des métaux 


asticité . 


...... 10!) 

i fin 

> matériaux 





l i n- 



. 112 



. 113 

Al QOf 


. 113 

. 114 


Essais de traction lente . n 

Essais de fragilité- mi résilience ." ! ! ,*.£ 

. 11 


115 

116 

116 

19- 


































TABLE DES MATIERES 


Xlil 


PAGES 


Essai de dureté .•'. 122 

Essais de flexion rotative ou flexion alternée. Limite de fatigue . 124 

Essais d’endurance. Essais d’usure .. • ■ 125 

Essais de pliage. Essais d’emboutissage . 126 

Caractéristiques mécaniques des principaux métaux utilisés en construc¬ 
tion aéronautique . 126 

6. Essais des bois . l^ 

Recherche des caractéristiques physiques . 127 

Essais mécaniques de résistance ... 127 

Caractéristiques des bois utilisés en construction aéronautique . 129 


CHAPITRE VI 

TRACTION ET COMPRESSION SIMPLES 


0. Introduction 


I. Théorie de la traction ou extension simple . 130 

Equation de résistance . 131 

Equation de déformation . 132 

Travail élastique interne de traction . 132 

Remarque au sujet des allongements dynamiques . 333 


2. Théorie de la compression simple 


3. Application au calcul des éléments souples utilisés en construction aéronautique . . I-" 1 

Cordes à piano et haubans . 135 

Câbles souples et rigides . *36 

Remarque au sujet de la tension initiale des organes souples tendus .. 13/ 


4. Calcul des organes filetés tendus 


138 


5. Calcul des enveloppes soumises à une pression intérieure . 

Résultante des pressions agissant sur une section . 

Calcul des enveloppes cylindriques à parois minces . 

Calcul des enveloppes minces cylindriques à fonds sphériques . 

Calcul des enveloppes sphériques à parois minces . 

Calcul des enveloppes cylindriques à parois épaisses. Formules de Lamé. 
Enveloppes minces soumises à une pression extérieure . 

6. Pressions d'appui des corps cylindriques : matage .. 

7. Calcul simplifié de la jante d'un volant . 

Données. .. 

Equation de résistance .'. 

Vitesse limite du volant .. 

Application numérique . 

8. Tensions dues à des variations de température . 


139 

139 

141 

143 

147 

147 

149 

149 

130 

150 

150 

151 

151 

152 


9. 


Equilibre d'un fil tendu soumis à une charge concentrée normale à sa 


direction. . 


154 


CHAPITRE VII 

SYSTÈMES ARTICULÉS 


0. Introduction . 

1. Généralités ... 

2. Systèmes articulés déformables ... 

Polygone de Varignon . 

.Systèmes flexibles ...'.. 

Pont suspendu . 

Figure d’équilibre d’un iil pesant . 

Tension dans les conducteurs aériens . 

3. Systèmes triangulés plans . 

Relation entre les nombres de nœuds et de barres . 

Hypothèses générales admises pour le calcul des systèmes triangulés .. 

Méthode de Crémona .:. 

Méthode des moments ou de Kitter ... 

Ferme Polonceau à six contrefiches.. 


156 

156 

157 

157 

158 

158 

159 
159 

161 

161 

162 

164 
167 

165 
















































XIV 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Méthode des sections ou de Culmann . ' 

•Systèmes triangulés plans avec barres surabondantes lyg 

4. Systèmes triangulés dans l'espace 

Relation entre les nombres de nœuds et de barres. J, 

Résolution des systèmes triangulés dans l'espace ^ ^ ! ! ! !1 ! ! ! ! ! ; !.' ! 179 

5. Calcul des barres des systèmes triangulés. 17 .< 

6. Déformations élastiques des systèmes triangulés . 174 

Première méthode : Diagramme de Williot. . J7 , 

Deuxième méthode : Recherche du déplacement d'un nœud donné süi- 

vant une direction donnée. Généralisation .. . 177 


CHAPITRE VIII 

CISAILLEMENT 

THÉORIE ET APPLICATIONS 
0. Introduction .. 

1. Glissement . 

Angle de glissement . 

t ? es contrain tes aux ' déformations 
cisaillement simple ou cisaillage. 

2. Réciprocité des glissements . 


Déformation axiale accompagnant le 1 glissement 
Equilibre élémentaire . 


3. Condition de réolisotion du cisaillement simple 

4. Formules relatives au cisaillement simple. 

Equations de résistance et de déformation . .. 

travail élastique de cisaillement .. 

5. Contraintes admissibles au cisaillement . 

• Valeurs théoriques et expérimentales . 

6. Hypothèses générales admises pour le calcul des assemblages 

Assemblages hétérogènes et par soudure électrique . 

7. Calcul des assemblages symétriques par rapport à la direction de l'effort appliqué 

Résistance des assemblages . 

Condition de cisaillage .’ 

Condition de matage . 

Rapport du diamètre à l'épaisseur de la tôle . 

.Simple cisaillage, double cisaillage, cisaillage multiple !. 

Disposition d’un rivetage . _ . 

Compatibilité des déformations des pièces à as'senibiêr. 

Application numérique . ;;;;;;;;;; . 

8. Calcul des assemblages non symétriques par ropport à la direction de l'effort 

appliqué (calcul des nœuds) . 

Pièce infiniment rigide par rapport aux éléments de fixation, 
l îece très souple relativement aux fixations . 

9. Calcul des chapes à œil . 

Kf-Snîn 8 expérimentâtes «Misées en 'construction ' aéronautique 


Formule de Lamé _ 

Formules de Caldérini 


CHAPITRE IX * 

FLEXION PLANE 
THÉORIE ET APPLICATIONS 


0. Introduction . . 


I. Généralités sur le phénomène de flexion 

Flexion plane . 














































TAULE DES MATIÈRES 


XV 


l'AGKS 


2. Relations entré les efforis appliqués aux sections droites des poutres fléchies .... 207 

Relation entre le moment fléchissant et l’effort tranchant . 207 

Relation entre l’effort tranchant et l’ordonnée de charge en un point 

d’une poutre fléchie . 210 

3. Théorie de Jo flexion plonc des poutres droites . 210 

Fibre neutre . 210 

Equations de résistance •. 211 

Flexion plane simple . 211 

Flexion plane composée .. 213 

Equations de déformation . 217 

Flexion plane simple . 217 

Flexion plane composée . 213 

Travail élastique de flexion . 219 

Glissement longitudinal de flexion . 220 

Flexion simple . 221 

Flexion composée . 223 

Efforts de glissement par unité de longueur ou flux de cisail¬ 
lement .. '. 224 

Répartition de l’effort tranchant le long des sections droites des poutres 

travaillant en flexion plane . 224 

Cas particuliers .••. 225 

Complément concernant l'étude du cisaillement des poutres . 227 

Orientation des tensions de cisaillement . 227 


Répartition des contraintes de cisaillement à l’intérieur des 

sections pleines . 228 

Répartition des contraintes le long des sections minces ouvertes. 228 
Répartition des contraintes le long des sections minces fermées. 230 
« Hauteur équivalente » au cisaillement des sections droites . . 222 

Déformation des sections droites . 233 

Corrections dues aux variations des sections droites le long des poutres 

fléchies . 

Correction d’efforts normaux .... . 225 

Correction d’effort tranchant . 23a 

Cas particulier . 230 

Cas des poutres à foyer d’homothétie variable . 23/ 


4 . 


5. 


6. 


7 . 


S. 


9. 


• 10 . 


Théorie de la flexion plane des poutres courbes. 

Efforts appliqués aux sections des poutres en arc . 

Equation de résistance . 

Variation- des contraintes le long d’une même section droite . . 

Détermination de la constante de section A . 

Remarque concernant la formule de résistance des poutres courbes .... 

Application classique . 

Extension de la formule aux poutres rectilignes . 

Conseil pratique .. 

Cisaillement et déformation des poutres courbes fléchies . 

Détermination des efforts appliqués aux sections droites des poutres fléchies. 

Détermination des efforts tranchants . 

Détermination des moments fléchissants . 

Détermination des efforts normaux ... 

Cas particulier de charge appliquée mobile .. ... 

Formulaire résumé des cas de flexion des poutres droites isostaticiues. 

Calcul des sections des pou/res fléchies . 

Sections symétriques et massives . 

Sections amincies . 

Calcul de dimensionnement ropide d'un longeron à âme mince. 

Dimensionnement des semelles . 

Dimensionnement de l’âme .. 

Application numérique ... 

Influence d’une ouverture dans l'âme dun longeron . 

Calcul des assemblages longitudinaux des poutres composées fléchies . 

Exemples .... * ~.•* 

Calcul simplifié de la jonction âme-semelle d’un longeron a ame mince. 

Calcul des dents d'engrenoges .. 

Matériaux ne pouvant travailler qu'en compression, noyau central . 


237 

237 

238 

239 

240 

241 

241 

242 

242 

243 

243 

244 

245 
24 ti 
247 
247 

247 

247 

248 

249 

249 

251 

251 

252 

254 

255 
255 

25G 

257 




















































XVI 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


4. 


CHAPITRE X 

DÉFORMATIONS ÉLASTIQUES DES POUTRES FLÉCHIES 


0. Introduction 


1. 


2. 


3. 


5. 


6. 


Théo t xin. él ° sH,ue dé '“ ,mée — '«<«. 

Flfche e e r,“m'potot en un point et de'deformation ' 
Applications . . 


nés trarail- 


Colcul pratique des angles de déformation des poutres fléchies 

AppReation à une poutre droite encastrée 

Sr rtlculier dea poutres sur appuis . 

Extension aux poutres courbes isostatiques .. 

Construction graphique de la ligne élastique. Déformé 

isostatiques . 

.Poutres homogènes' d’inertie ' constante 

Poutre sur deux appuis sans porte-à-faux 
u . Poutre sur deux appuis avec porte-à-faux 
Poutres homogènes d’inertie variable P 

des distances polaires mûitïpies'.' 
Méthode de la courbe M/EI .!.. 


ee des poutres rectilignes 


— d “"" é : 

■ : : : 

C as particulier des poutres d’égale résistance en'flexion " " 
calcul de aUed 

Fléchés complémentaires de cisaillement'.’.’.’.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'. 

Application numérique . 


avion 


PAG ES 

. 25S 

25S 

259 

260 
261 

262 

263 

264 

265 

265 

267 

267 

2CS 

269 

269 

270 

270 

272 

273 

274 

275 
275 
277 

277 

277 

278 

279 


1. 

2 . 


CHAPITRE XI 

FLEXION GAUCHE 


Généralités 


FleX, ’° n .. d . é " ié ! i BS P ° U,reS Pédant doux pians de symétrie 


Equation de résistance en flexion déviée simple 

fïïr ££%! tS££ « 


Déformations de flexion déviée. 

Cas particulier . 

Flexion déviée composée. 

Glissement . 


-Flexion déviée multiple. 

’• ""‘iszrsrj: ^ -- ~ 

4 n-.:-. , ri ‘ ,0n ^ Ia fleXi ° n Pl "' e 'Prodife ouverts'. 

*• flexion gauche des poutres de sections minces fermées . 

5- Flexion des poutres de sections pleines quelconques 
6. Conclusions générales .... 


280 

280 

280 

282 

283 

284 

285 

285 

286 
286 

2S7 

287 

290 

291 

292 

293 
293 


CHAPITRE XII 

FLEXION DES POUTRES EN BOIS 

CALCUL DES POUTRES HÉTÉROGÈNES 
0. Introduction . 

'• Flexion des poutres en bois ... 


295 

295 c 












































TABLE DES MATIÈRES 


XVII 


PAGES 

Diagrammes d’essais des bois . 295 

Répartition des contraintes normales au moment de la rupture. Théorie 

de Prager . 296 

Application aux poutres de section pleine . 297 

Constitution d’un longeron en bois .. 29S 

Emploi des contreplaqués . 3UU 

Calcul en flexion à la rupture des longerons en bois . 302 

Abaques .. 302 

Cisaillement de flexion dans les poutres en bois . 305 

Fixation des ferrures sur les bois ... 306 

Résistance au matage des boulons dans le bois .... 306 

2. Calcul des poutres hétérogènes . 307 

Traction ou compression simple ...... 306 

Flexion . 309 

Application au béton armé . 309 

CHAPITRE XIII 

TORSION 

THÉORIE ET APPLICATIONS 

0. Introduction . 311 

1. Généralités . 311 

Condition de réalisation de la torsion pure . 312 

Torsion plane, torsion gauche. 313 

Position de l’axe de torsion .. 313 

2. Torsion plane des poutres prismatiques pleines . 314 

Equation de résistance . 314 

Equation de déformation . 316 

Travail élastique de torsion . 317 

Contraintes admissibles, généralisation des formules . 317 

Application numérique . 318 

3. Torsion gauche libre des poutres prismatiques pleines . 319 

Analogie physique . 319 

Résultats pratiques . 32ü 

Constante de rigidité J de quelques sections usuelles. 322 

Contraintes admissibles. Comparaison entre toisions plane et gauche 

libre .•.. 323 

Conditions de validité des résultats . 324 

4. Torsion des poutres prismatiques creuses à parois minces. 325 

Equation de résistance. Formule de Bredt . 325 

Flux de cisaillement . 325 

Contrainte tangentielle . 327 

Extension de la formule de Bredt . 328 

Equation de déformation . 328 

Glissement longitudinal en torsion pure .. 331 

Conservation des sections planes . 332 

Section creuse idéale en torsion . 332 

Application numérique .:. 333 

5. Torsion des poutres prismatiques de sections minces ouvertes . 334 

Rigidité en torsion libre, contraintes . 334 

Comparaison entre les sections minces. fermées et ouvertes en torsion 

libre . 336 

6. Torsion gouche non libre . 337 

Transmission d'un moment de torsion par flexion différentielle .. 338 

Flexion différentielle et torsion . 33S 

Résultats pratiques pour un profilé en l ... 339 

7. Concentration de contraintes dans les angies rentrants des pièces tordues .... 341 




















































win 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


CHAPITRE XI\ 

CALCUL DES RESSORTS 


1. 


2. 


3 . 


Généralités 

PAGES 


. .. 342 

... 342 

... 343 

Ressorts travaillant en flexion 

. . 344 

•T/l r 

Kessorts rectangulaires simples 

. . . OHü 

■•■ 345 

Ressorts travaillant en torsion 

■ • - 346 

... 347 

04A 

Barres de torsion ... . ' 

ilessoi ts à boudin cylindriques . o49 

H(Vomrtc Abaque pour ressorts à boudin en fil rond. . 'S 

Ktssoits a boudin coniques .. 


1 . 

2 . 


3. 

4. 


CHAPITRE XV 

COMBINAISON DES CONTRAINTES 

Généralités . 

- .. . , ... 359 

Combinaison des contraintes normales . o fi() 

£°™ ra ? n î es normales agissant suivant le même axe . 

® I 

Combinaison des contraintes tangentielles . 

Combinaison des contraintes normales et tangentielles _ !(i , 

°m nnaison d’une contrainte normale avec une contrainte tangentieüe.' 365 
Suie’ de IiN?^T atiqUe ’. appIication . luimérique •. 300 

COm o b oS??te d 1a^atlSr a . inti!S . n0rm “ leS ' Perpendiculaires avec "une ** 

. o6S 


TROISIÈME PARTIE 

COMPLEMENT DE RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX GÉNÉRALE 


o. 

1. 

2 . 


CHAPITRE XVI 

FLAMBAGE DES POUTRES PRISMATIQUES 
Introduction . 

. 373 

Différents modes de rupture des poutres prismotiques rectilignes chargées debout 373 

Poutres de sections massives .. 

Poutres de sections minces . . 

Théorie du flambage général des poutres rectilignes et de section consente. . 376 

formule d’EuLEK . 

Propriétés générales du flambage' d' ensemble ' ! ! ! 1 ! ! ! ! ! !. 

^h ™ nte , critl(,u e de flambage général. Elancement .!. 

influence des conditions d’appui. Longueur libre au flambage . ofj 

“ 1,bre â rautra J nncajtrfe ” 

srss IpS mrémi,é . et ; ; ; ; ; ; ; *» 




































TABLE DES MATIERES 


SIX 


PAO ES 


Discussion de la formule cI’Euleb . 386 

Application numérique : bielle de commande de vol . 388 


Flambage des poutres soumises à des charges de compression réparties. 888 


Flambage général des poutres courtes de section constante . 390 

Théorie du module réduit de Karman .•. 390 

Exemple d’utilisation . . .’. ... . 893 

Difficulté d’application . 396 

Formules empiriques . 398 

Formules de Rankine, de Johnson . 398 

Formule de Strand . 4üü 


Flambage local et flambage general des poutres rectilignes de section mince. 


Contrainte critique de flambage local . 400 

Flambage général des poutres minces . 403 

Poutres longues, flambage élastique .. 403 

Poutres courtes .404 

Abaques de Strand-Euler .• 401 


Flambage général des poutres rectilignes de section évolutive . 406 

Poutres dont les sections évoluent progressivement et symétriquement.. 407 


Poutres renforcées sur une partie de leur longueur . 407 

Application numérique . 408 

Flambage des poutres droites comprimées et fléchies . 408 

Généralités . 408 

Cas d’un moment M .constant . 409 

Cas particulier de variation du moment M .. 411 

Application numérique . 413 


Notions sur le flambage de torsion . 

Charge critique de flambage de torsion • 
Application numérique à un profilé en (' 
Flambage en torsion-flexion . 


413 

413 

416 

417 


CHAPITRE X\1I 

CALCUL DES PLAQUES CHARGÉES TRANSVERSALEMENT 

Généralités ..... 

Plaques planes épaisses . 

Formules .... 

Application numérique . 

Membranes planes. 

Formules . 

Application numérique ... 

Sollicitations des encadrements .. 

Plaques planes minces . 

Plaques planes rectangulaires articulées .*. 

Abaque pratique et application numérique . 

Plaques planes rectangulaires encastrées . 

Abaque pratique et application numérique . 

Plaques courbes ... 

Généralités .. 

Membranes de courbure importante . 


419 

422 

422 

425 

425 

425 

428 

429 

431 

431 

434 

435 

437 
138 

438 

439 


CHAPITRE XVIII 

CALCUL DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES 

Introduction ... 

Généralités . ••••••• 

Rappel des définitions : systèmes hyperstatiques extérieurs, intérieurs, 
mixtes . 
















































XX 


-RESISTANCE DES MATÉRIAUX 


Degré de surabondance. faces 

Kègle générale et application .. 

Propriétés générales des systèmes hyperstatiques ..... ^5 

2 . Différées méthodes do .^solution dos systèmes hypers,oti qU es . . . 448 

^îfîu OC ? e des déplacements . 448 

Méthode de la ligne élastique déformée'!. 449 

-Méthode des surfaces de moments .... ” . . 450 

Théorème des surfaces de moments .... 

Théorème des moments de surfaces des moments ' ! ! ! !. !. 

Méthode des dérivées du potentiel interne de déformation . 45 , 

Théo?ème C de q casSia P no entiel internS de déformation . 452 

Théorème de Ménabréa . 453 

Formulaire mathématique 454 

3. Calcul des systèmes triangulés hyperstatiques 

Systèmes triangulés à moments secondaires _. . . . 4 ® 4 

Méthode approchée . . 4b8 

SpuJS nSSûê ta !y“. iuVs 'Hüiï&a ::: iË 

4. Calcul des poutres rectilignes hyperstatiques . 

Formule des trois moments ou équation de Clapeyron . 4fi <, 

Cas particuliers . . 4bS 


471 

472 


UtU &‘TÆT e . P ° UV ïe Cai ° Ul ’ àeS ' ’X&Ï ' droites continu* 

SUr aPPUIS m «hode déri- 

SSSSSdS”* e . des . ^ 

Calcul des poutres droites encastrées et appuyées' . ' VI 

Application . . 480 

Calcul des poutres droites à deux encastrements. 

Cas particulier et application . . ;°r 

Cas particuliers de poutres droites hyperstatiques . ff? 

Application numérique à une- poutre droite -••• *— ‘ ■. 486 


sur trois appuis . 4 SÇ 


6 . 


7. 


5. Calcul des arcs et des portiques pions hyperstatiques ... 4R7 

Généralités .'. . 

Calcul des arcs sur deux articulations .. 4S7 

Application à un portique sur deux articulations. tno 

Aic isostatique sur deux articulations . " . fa- 

ri? CU Î 5 es arcs encas trés et articulés . . 

Calcul des arcs à deux encastrements .' ' .. 49o 

Cas particulier d’arcs symétriques ....... .. .. ' ’ ' ' ' ” ' *. 

Calcul des anneaux et des cadres plans . 

Méthode générale de résolution . . ..° “ 

Anneaux symétriques ... . 503 

Encadrements a double symétrie . 504 

Encadrement renforcé par deux diagonales. 

Calcul des systèmes hyperstatiques en torsion 

ï? rsi °? ^ne barre encastrée à ses deux extrémité* 

Equilibre dune commande double de gouverne’..! 

. Application numérique . 


506 

506 


8. 


509 

509 

510 
512 


Annexe ou calcul des systèmes hyperstatiques. Utilisation du théorème de Cas 
t'gliano pour le calcul des flèches et des rotations . 

KS? c ; n un P oi .nt d’une poutre isostatique ... . - 10 

ruche en un point d une poutre hvperstatique . '’h’ 

Kotation en un point ; calcul des équations des déformées ' '.'.'.'.' /' ?J| 


515 



























































TABLE DES MATIERES 


XXI 


QUATRIÈME PARTIE 

APPLICATIONS PARTICULIÈRES 
DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 
EN CONSTRUCTION AÉRONAUTIQUE 


CHAPITRE XIX 

PROCÉDÉS DE CALCULS PARTICULIERS AUX CONSTRUCTIONS EN TOLE MINCE 

PAGES 

0. Introduction .•. 519 

1- Considérations générales sur Je flambage des plaques . 520 

Limites de validité des résultats ; influence du coefficient de 

Poisson, des liaisons marginales . 522 

Flambage théorique et flambage réel ; état d’utilisation ; compa¬ 
raison entre les différents métaux . 523' 

2. Travail des tôles minces en compression . 525 

Flambage des plaques planes isotropes soumises à une compression 

simple ...■_ 525 

Applications numériques : panneaux de fuselage-coque et de 

caissons de voilures. 528 

Flambage des plaques planes isotropes soumises à deux contraintes nor¬ 
males uniformes perpendiculaires entre elles ... 529 

Plaques de grand allongement . 529 

Sollicitations égales . 530 

Plaque carrée encastrée . 531 

Application numérique aux panneaux de revêtement d’un fuse¬ 
lage-coque étanche . 531 

Flambage des plaques courbes isotropes soumises à une compression 

uniforme . 532 

Abaque. Application numérique à un bec d’attaque de voilure. 533 
Calcul, après plissement par compression, des constructions en tôle 

mince raidie . 534 

Largeur équivalente . 535 

Formule de Karman . 537 

Formule de Marguerre . 538 

Liaison des raidisseurs à la tôle. 540 

Formule de Howland . 540 

Théorie du module réduit . 542 

Abaque de Newell .•. 542 

3. Travail des tôles minces en flexion . 543 

Flambage des plaques planes isotropes soumises à un moment fléchissant 

pur . 543 

Flambage des plaques planes isotropes soumises à une combinaison de 

flexions et de compressions pures . 544 

Flambage des plaques courbes isotropes soumises à une flexion pure .. 544 

4. Travail des tôles minces en cisaillement ; champ de tensions diagonales. 515 

Expériences de définition du phénomène d’instabilité en cisaillement . . 545 

Explication du phénomène de plissement . 547 

Contrainte critique de cisaillement . 550 

Plaques rectangulaires isotropes planes, abaque . 550 

Plaques isotropes de courbure cylindrique . 551 

Etude d’un panneau plan isolé après établissement d’un champ de traction 

diagonale .... 552 

Déformabilité en cisaillement après plissement . 556 

5. Travail des tôles minces soumises simultanément à des sollicitations normales et 

tangentielles dans leur plan . 556 

Flambage des plaques planes rectangulaires soumises à des sollicitations 

normales et tangentielles uniformes . 556 

Application numérique à un panneau de fuselage-coque étanche. 557 
Flambage des plaques courbes cylindriques soumises à une compression 

ou à un cisaillement uniformes . 558 





































NXII 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


FJai cfsa?5ées eS . P . JaQUeS PlanGS rectangulaire s comprimées, fléchies et 
Caractéristiques du phénomène de plissement . 

CalCU 'r:;?r d ' Un IOn9er ° n méfollic » ,,c « âme ™nce après instabilité de l'âme 562 

Calcul de ïa tmeTâme^?! ^^ dSnS . leS SeCti ° nS droites . 563 

Calcul du rivetage âme-semelle .. 

Calcul des semelles . B?" 

Calcul des montants ou raidissêûrs". '. . 

Application numérique . 2":, 

. 573 


PAGES 


6 . 


559 

560 


CHAPITRE XX 

GÉNÉRALITÉS SUR LES STRUCTURES D'AVIONS 
STRUCTURES SANS REVÊTEMENT TRAVAILLANT 


0 . 

1 . 

2. 

3 . 

4 . 


Inf rodùcfion . 

Configuration générale d'un avion classique 

SolHcitations principales appliquées aux éléments . 

ncipaux facteurs influençant la réalisation des structures 

Classification des structures 


Axes de référence d'une structure 

Centres de référence des sections droites 
Axe élastique d’une structure . 

Ltude sommoira des structures sons revêtement travaillant 

Structures en treillis . 

Voilures à longerons indépendants . 

voilures a longerons solidarisés . 

Voilures en poutres de Warren 

Voilures type Monosoar .. 

Construction géodésique . 


5S0 

580 

582 

584 

584 

5S6 

586 

587 

589 

589 

592 

594 

595 
597 
599 


CHAPITRE XXI 

CALCUL DES STRUCTURES A AMES MINCES 
0. Introduction . 

1. Considérations générales 

Influence de la convergence des semelles . 

i x'opriétés fondamentales des âmes minces 

Flux et résultante de cisaillement . 

2. Etude théorique de quelques cas de poudres à âme mince .... 

Poutre à deux semelles et une âme .. 

Poutre à deux semelles et deux âmes _ 

I outre à deux semelles et trois âmes 

Poutre à trois semelles et trois âmes .. 

loutre a quatre semelles et trois âmes 

Poutre a quatre semelles et quatre-âmes .!!!..' 

3. Structures monolongeron ovec un caisson do torsion 

Transmission des charges . 

Calcul des éléments longitudinaux .... 

Calcul des nervures . 

4. Structures monolongeron avec deux ra-Vons de torsion. 

Transmission des charges normales ... 

( aïeul des éléments longitudinaux . 

Calcul des nervures .... 

5. Structures bilonqe'ons avec caisson de torsion intermédiaire . . 

Axe de référence . 

Calcul en flexion normale . !.!..! 

Calcul en torsion . 

Cas particulier de caisson encastré . 

Application numérique .. 

Calcul des nervures . 


601 

601 

603 

603 

603 

006 

607 

608 
608 
612 
014 
615 

•016 

618 

621 

022 

625 

626 

627 

628 

C2S 

829 

630 

631 

632 
035 
636 





















































TABLE DES MATIERES 


XXII] 


6. Coques à quatre longerons et revêtement mince 

Calcul de la structure . 

Calcul des éléments transversaux . 


PAGES 

636 

637 
642 


CHAPITRE XXII 

CALCUL DES STRUCTURES COQUES 


0. Introduction 


643 


1. Généralités 


643 


2. Théorie de la flexion pure des poutres coques. 

Contraintes normales de flexion et répartition de l’effort tranchant .... 

Position des centres de cisaillement . 

Contraintes de cisaillement ... 

3. Théorie de la torsion pure des poutres coques . 

Coque fermée avec cloison intérieure .. 

Détermination graphique du centre de torsion d’une coque fermée simple. 

4. Théorie de la flexion avec torsion des poutres coques . 

Coques cylindriques de section -ouverte . 

Flexion et torsion d’une coque fermée . 


645 

646 
652 
655 

655 

656 
658 

65!» 

660 

664 


5. Etude des caissons de voilure . 666 

Configuration générale . 666 

Etude des éléments raidisseurs : raidisseurs isolés et tôles ondulées .... 669 

Calcul simplifié d’un caisson central à deux âmes . 674 

Etude des éléments transversaux ou nervures . 678 


6. Etude générale des fuselages coques . 68^ 

Principes de construction . 683 

Caractéristiques de résistance en flexion des sections droites . 686 

Efforts généraux appliqués aux sections droites . 688 

Contraintes des parois . 691 

Contraintes dues aux efforts généraux. 692 

Contraintes supplémentaires dues au plissement des parois. 695 

Calcul des couples .... 698 

Couples courants. 698 

Couples d’introduction de charges .. 702 

Couples situés à des changements de forme.. 703 

Introduction des charges longitudinales dans les coques . 705 

7. Applications numériques aux fuselages coques . d)7 

Section fermée d’un fuselage-coque multi-lisses ... 707 

Section ouverte d'un fuselage-coque multi-lisses . 709 

Calcul d’un couple d’introduction de charge dans un fuselage-coque multi- 

lisses . 711 

Calcul d’un couple courant d’un fuselage-coque multi-lisses .. 713 


8 . 


9. 


Cas particuliers de fuselages coques de sections circulaires . . 

Coque circulaire théorique d’épaisseur constante . 

Coque circulaire théorique a deux épaisseurs ... 

Problèmes particuliers aux fuselages coques étanches à l'air.. 

Principes généraux 'de construction . 

Calcul simplifié des parois .sous l'action de la pression intérieure seule. 

Calcul des-couples .. 

Influence de déformations locales . 

Superposition des contraintes dues à la pression interne avec celles dues 

aux efforts généraux ........ 

Application numérique à une section circulaire '. 

Calcul des encadrements d’ouvertures . 


715 

715 

718 

720 

721 

722 
725 

727 

728 
730 
783 


PLANCHES ANNEXES 


734 















































PREMIÈRE PARTIE 


CONNAISSANCES GÉNÉRALES 
DE MATHÉMATIQUES ET DE MÉCANIQUE 


T\ V ALLAT. 


Itésistajice des Matériaux 


1 



RAPPEL DE NOTIONS DE MATHÉMATIQUES 


Le lecteur trouvera clans ce premier chapitre un résumé succinct de 
connaissances élémentaires de mathématiques, dont le but essentiel est de 
faire apparaître la définition de quelques symboles classiques utilisés dans 
la suite de l’ouvrage. 


1. TRIGONOMÉTRIE 

1.1 MESURE DES ANGLES. 

En plus des unités courantes qui sont, le degré ;HiO eme partie du 
cercle) ou le grade (400 6me partie du cercle) nous utiliserons, au cours 
des démonstrations, le radian. 

L’angle mesurant un radian est celui qui ayant son 
sommet au centre d’une circonférence, intercepte entre 
ses côtés un arc de cercle dont la longueur curviligne est 
égale au rayon de cette circonférence. 

L’angle a = AOB de la figure 1 mesure 1 radian 
quand AB = R. 

La longueur développée d’une circonférence de rayon 
R étant 2 t:R, le cercle mesure donc radians et un angle 
de 1 radian équivaut à 

=57,3 degrés 

Z 7T 
OU 

|^ = 63,7 grades. 

Un angle droit (90°) vaut radian et un angle plat (180°) r. radians. 
Cette unité de mesure présente l’avantage de définir directement la longueur 
de l’arc intercepté. 

Exemple : Un angle de a radians intercepte un arc de cercle de lon¬ 
gueur zR et inversement, si l’arc intercepté a ujie longueur connue égale 
à «R, l’angle mesure a radians. 

1.2 LIGNES T RIG O N O M É T RI Q U E S. 

Considérons un triangle rectangle OPM où l’angle droit est situé au 
sommet P,et désignons par a l’angle MOP (fig. 2). 
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Un désigne par : 

PM 

sin a (sinus a) le rapport __ ■ 

OP 

cos y. (cosinus y) le l'apport, —— 

OM 


tg y (tangente a) le rapport 


PM 

OP 


cotg y (cotangente -/) le rapport -0 — 

PM 


côté de l' angle droit opposé à y 
hypoténuse 

côt é de. l’angle droit adjacent, à a 
hypoténuse 

côté de l'angle droi t opposé à a 
côté de l’angle droit adjacent à a 


c ôté de. l'angle droit adjacen t à a 
côté de l’angle droit opposé à y. 


On voit que ces quatre grandeurs qui mesurent chacune des rapports 
de longueurs sont des grandeurs sans dimension, c’est-à-dire qu’elles‘ne 
varient pas, quels que soient les systèmes d’unités employés pour mesurer 
les longueurs des côtés (voir Définition des dimensions, chapitre II, para¬ 
graphe 0.1). 

Ces grandeurs sont appelées lignes trigonométriques de l'angle a ; on 
définirait d’une façon analogue les lignes trigonométriques relatives à l’au¬ 
tre angle aigu du triangle considéré. 




1.3 CERCLE TRIGONOMÉTRIQUÉ. 

Une représentation géométrique très pratique des lignes trigonométri¬ 
ques est fournie par le cercle trigonométrique. 

On désigne ainsi an cercle de centre 0 (fig. 3) dont le ravon R est sup¬ 
pose égal à 1 unité de mesure des longueurs. 

On envisage deux diamètres rectangulaires AA/ et BIP de ce cercle el 
. 011 su PP ose .un mobile M se déplaçant sur la circonférence dans le sens 
inverse des aiguilles dune montre^(se ns trigonométrique). L'emplacement 

do M est repéré par l’angle cc = AOM compté positivement dans le sens triqo- 
n orne trique. J 

Un obtient alors d’après les définitions précédentes : 


Sin y 


PM 

00 

_ OQ 

OM 

rr 

~ 

ÔP 

_ ôi» 

_ OP 

<Tm 

R 

1 

PM 

AT 

AT 

OP 

OA 

1 

C)P 

QM 

BC 

PM = 

= ÔQ 

ÔC 


= OP 
= AT 

bTT 


1 


= cc. 
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On voit donc que les rapports sans dimension constituant les lignes 
trigonométriques sont, grâce à l’hypothèse d’un rayon égal h 1, matérialisés 
par des longueurs sur le cercle trigonométrique. 

_Le diamètre vertical BB ; est appelé axe des sinus : Le sinus d'un 

angle est positif quand son extrémité M se projette au-dessus de 0 sur cet 
axe. 

_Le diamètre horizontal AA' est appelé axe des cosinus : Le cosinus 

est positif quand M se projette à droite de 0 sur cet axe. 

On définit de même 

» 

— Deux ares des tangentes qui sont constitués par les.tangentes en A 
et A' au cercle trigonométrique. La tangente en A est positive vers le haut 
et la tangente en Y positive vers le lias. 

— Deux axes des cotangentes : Axes tangents en 13 et B' au cercle tri¬ 
gonométrique. L'axe tangent en B est positif vers la droite et 1 axe tangen 
en B y positif vers la gauche. 

Le point M se projette toujours sur les axes des tangentes ou colangenles 
qui sont, relatifs au quadrant auquel appartient ce point. 

On voit que les sinus et, les cosinus sont toujours (en valeurs absolues) 
plus petits que 1 ou au maximum égaux à 1 puisque leurs vecteurs représen¬ 
tatifs sont inférieurs ou égaux nu rayon B = I du cercle trigonométrique. 

Par contre, les tangentes et cotangentes varient de l’infini positif à l’in¬ 
fini négatif. 


1.4 RELATIONS ESSENTIELLES. 
D'après les relations ci-dessus, on a 

PM OM 


PM _ 

tg a " OP OM 


OP 


soit, 


tg 5t = 


sin y. 
co s y 


De même 


OP OP OM 
cotê a ~~ "PU = OM PM 


cos « 

cotg y. = - 

° sm a 


et donc 


cotg a = 


tg a 


Dans le triangle rectangle OPM nous avons : 

OM 5 = OP 2 + PM 2 


co qui s’écrit : 


(m)' + (°SY« 

\OM/ ‘ \OM/ 


sin 2 x + cos- -j. = 1 


d’où : 
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Ï.5 VALEURS USUELLES. 

Le tableau ci-après donne les 
quelques angles usuels inférieurs à 
une fraction exacte des x radions. 


valeurs des lignes trigonométriques de 
1 >~ = '*0 > dont la mesure s'exprime par 


ANGLES a 

LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES NATURELLES 

Degrés 

1 

Radians 

sin a 

COS x 

ig 7 

cotg 7 

0 

0 

0 

1 

0 

oc 

30° 

JT 

T 

r =0 ' 5 

= 0,866 

-L= 0,577 
V3 

V3 = 1,732 1 

45° 

JT 

4 

V2 

-g- = 0,707 

~Ç- = 0,707 

1 

1 

G0° 

JT 

3 

V3 

“v> • = C,866 

fs/ 

X = 0 ’ 5 

73“= 1,732 

1 

— = 0,577 
V3 

O 

O 

Ci 

TT 

2. 

1 

0 

oo 

0 


1.(5 RELATIONS COMPLEMENTAIRES. 

»r ü r L irX«o^fÆ 0métri, " e de k %Ure 4 ** 


e res- 



A iu/les complémentaires (somme égale 
à 90° = | rad.). 

aÔMx =-4r~x 


sm —- a j = cos a 

\ ~ 


cos 


— — a ; = siri a 


(g (-% -a ) = COtg a 


c°t? — -« ) = tg 


A ngles supplémentaires (somme égale à 180° ^ ^ Ia d I 

AOM 2 = îr —« 

sin (,t— a) = sin a 
cos (s-— x) = — cos x 
tf? (a—a) = — 1g a 
cotg (tt~ x) = — cofg a. 


Angles différant de 90° = ~ rad. 

AOM, = -f + a 
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sin ! 

£+« - 

COS a 

\ 

~ / 


f 

TT \ 

, 

cos 

t + 0 =_ 

sm a 

tg( 


COtg X 

COtg ( 

i- + 

-tg <x. 


Angles différant de 180° - r rad. 

AOM j= TT + -J. 

Sin (?r+ a) = —3ÎR * 

COS (r+ a) — —COS y. 

tg (~+a)= lg a 

COtg (jr+a)= COtg a. 

On a de plus les relations suivantes entre deux angles dont, la mesure 
de l’un est double de celle de l’autre : 

. . 2 tg -j. 

sin 2 -/ = 2 sm * cos a = 1 + tg3 — 

1_tg 2 a 

cos 2 a = cos 2 a - sin 2 a - 


d'où 


l sin 2 a 
cos 2 a 


1 — CQS g q 
2 

1 + cos 2 a 


2 


/ 



tg 2 a = 2 tg * - 

° 1 — tg 3 * 

1 - tg 2 7. 

cot 0- 2 a =-——— 

° 2 tg a 

et les relations suivantes concernant les sommes ou diflérences de deux 
angles a et p : 

sin (-/ + Q)=sin x cos /3 + cos x sin P ; sin (a-P =sin « cos p-cos a sin p 
cos( 7 +i e) = cosxco s P —sin % sin p \ cos (*-/?) =cos a cos p+ sin x sin p. 


1.7 REMARQUE CONCERNANT LES PETITS ANGLES. 

Pour de petits angles «^inférieurs à 8° par exemple), les longueurs PM 
(sin a), AT (tg a) et l’arc AM sont très peu différents (fig. 3). On conrond 
alors l’arc AM' c'est-à-dire Vanrjle a exprimé en radians, avec les valeurs du 
sinus et de la tangente de cet angle. < 

Nous utiliserons fréquemment cette approximation dans les démons¬ 
trations où nous aurons à envisager des angles très petits. 


2. LOGARITHMES * 

2.1 DEFINITION. , , . 

Un nombre positif quelconque A est toujours égal a une certaine puis¬ 
sance N e,,lü d’un autre nombre B, ce qui s’écrit : 

A = B N 

On dit alors que N est,le lotjaril lime de A selon la base B. 
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2.2 LOGARITHMES VULGAIRES. 

Consid^n 8 Pour base b = 10. 

rongée, elle • peut s^écrire 0 seJon^le? exm-S- cl ‘ ,lessous duils 1;| première 
deuxième rajigée. expressions correspondantes de la 


0,01 

10-2 


0,1 

10-1 


1 

10 ° 


10 

101 


100 

10 2 


1000 

10 * 


10000 
10 ' 


Exemple : Logarithme vulgaire de 100 = 2, ce qui s’écrit 


De même : 


log. 100 = 2 
log. 1000 = 3 


etc... 


Exemple : 


log. 421=2,62428. 


entre^’feT-ï. n ° œbre c0m P r * 8 0,01 et 0,1 aura un log. compris 


Exemple : 


log. 0,0421 =2,62428 K 


2-8 LOGARITHMES NATURELS OU NEPERIENS 
Ces logarithmes ont pour base le nombre 

e = 2,71828... 

“nés “‘ht 6 " ' 6U dfms cer " 

népe&ns aux logTrithmlfZlgaires ° n 80,vai,te relie '** l °0arilhm es 

et inversement • , L ® & W log. « ■ 

1 • log. a = 0,43429 L a 

2.4 PROPRIETES DES LOGARITHMES. 

qui 

log a. b — ] 0 g a + l0 g b 

i a 

log — = log a — log b 
log an = n | 0 g a 

log {/â= -I log « 

on ÜS Îe^XTSid tV e r bSlUuer ““ ™lWcations 

dues des multi v liSZs oudZiZ^ 3 ^^ * ““ P ui ~ ™ ™- 


1. — Notation équivalente à — 2 + 0,62428. 

io^^Utlvmef vuSiSrcjui ^ont "ïes "pîus^UTfeés “Elles* s "° t tatI P" s correspondant aux 
systèmes. (Pour le système népérien remplacer log pa^Lq 011 * 8énêr * l&s pour tous les 
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2.5 RÈGLE A CALCULS. 

La règle à calculs constitue une application des propriétés des loga¬ 
rithmes. Les graduations inscrites sur la règle et la réglette étant logarithmi¬ 
ques , ceci explique qu’en les additionnant ou en les soustrayant (ce qui 
s’opère par déplacement de la réglette), on-réalise des multiplications ou des 
divisions. 

Les puissances 2 et 3 (ou les racines carrées et cubiques) y sont lues 
directement grâce aux échelles supérieures deux fois et trois fois plus faibles 
que les échelles inférieures. 

Nous n’entrerons pas dans le détail du maniement des diverses règles à 
calculs qui est suffisamment expliqué dans les notices jointes à ces iiislru- 
ments. 

2.6 DIAGRAMMES EN COORDONNÉES LOGARITHMIQUES. 

L’emploi d'échelles logarithmiques permet pour certains diagrammes 
(ou abaques) de substituer des droites à des lignes représentatives curvili¬ 
gnes, ce qui améliore grandement la précision. 

Il permet, en outre, d’effectuer par des ligures polygonales simples des 
séries d’opérations ou de tracés qui seraient très ardus en coordonnées ordi¬ 
naires. 

Nous ! couverons de nombreuses applications de ces diagrammes. 

2.7 REMARQUE CONCERNANT LES PUISSANCES DE 10. 

Nous avons été conduits au paragraphe 2/2 ci-dessus à remplacer par 
des puissances de 10 les nombres présentant une suite de zéros. 

Exemples: 10.000=10'; 0,001 = 10-' 

Nous rencontrerons fréquemment, au cours des calculs, des grandeurs 
intermédiaires exprimées par des nombres très élevés ou très faibles. 11 est 
alors recommandé d’utiliser des multiplicateurs où figurent des puissances 
de 10 afin de faciliter les calculs numériques. 

Exemples : 61232000 s’écrira 61,232 • 10 6 et 0,00000121 s’écrira 1,21 • 10-°. 

On aurait ainsi'directement, dans cet exemple, l’ordre de grandeur du 
produit de ces deux nombres qui est : 

61,232 • 10° • 1,21 • 10— 0 = 61,232 • 1,21 • IO( n - 0 )= 61,232 • 1,21 = 74,1 

ou encore une expression facile de leur quotient : 

61.232 • 10 G _ 61,232 _ |q( 6 + g) = 50 6 • 10 12 

1,21 • 10- 6 1,21 

Dans une suite d’opérations de ce genre effectuées dans un tableau, la 
puissance de 10 multiplicatrice sera indiquée en iête de chaque colonne. 


3. FONCTIONS. REPRÉSENTATION. NOTATIONS 
3.1 DEFINITION. 

Si deux quantités y et x sont telles que toute variation de l’une entraîne 
une variation de l’autre, on dit que ces deux quantités so-nl fonction l’une 
de Vautre. 
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/ n appelle fonction la grandeur mw i*«„ ,u v 
joue le rôle accessoire. q ' 011 ^udie, et, variable celle qui 

fonoKS «a lettre „ à ia 

Il - f do X et signifie que y est l'onction de x l . J ’ 6 qm se P ron °uce 

■* si /tr) g est d dnT"degré , ”n"^ I ' a fonctlon V précédente est du i” degré en 
La fonction y précédente est du 2- degré en .x si /(x) est du 2" degré eux. 

y est du n- degré en x si /(x) est du n" degré en x 

sa “■ - 

3-2 EXEMPLES physiques de fonctions 

alÆ«oÆ^r nte est 

avec laqudlî^nraccTnpW éCUti0n d ’ nn taWiil ost *»«*>" * la rapidité 

- S?rr ™ 

Une telle fonction s écrirait par exemple 

U =f [ u(x) ] et se lit f de u de x - 
** REPRESENTATION GRAPHIQUE DES FONCTIONS. 

!'Toute fonction simple peut se repré¬ 
senter dans le plan par rapport à deux 
axes rectangulaires. 

L’axe horizontal est l’axe des abscis- 
généralement réservé à la variable 
(axe Ox, fig. B). 

. L,< ? x f vertioal est l’axe des ordon¬ 
nées généralement réservé h la fonction 
(axe 0 y, fig. 5). 

Le sens positif du parcours de ces 
axes s indique par des /lèches. 

La courbe représentative y = f(x') 

en calculant) les valeur, de y correspond" 0 ^ 0 ’ 

Exemple (fig. B) : pour x^x, ona ï = 5 , d’où point i. 
étudiée ^ ° 0 “* U0 e0Wbt ^enlaliee de la fonction 



a-dire pour^ei^qT^ f ,^ ctlons ou variables, c’est. 

* * *■ 0n les preÆ^ 

saS:~^™“ïï'ii'Æ 

1 2’ 3 
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3.4 ACCROISSEMENT DES FONCTIONS. NOTATIONS. 

Considérons les points 1 et 2 appartenant à la fonction y = /(x) repré¬ 
sentée par la figure o ci-dessus. 

Entre ces points, la variable x a subi un accroissement mesuré par la 
dis lance Xi x, et la fonction y a subi corrélativement un accroissement me¬ 
suré par yiij^. ■ 

On convient, d’une façon générale, de designer ccs accroissements en 
faisant précéder le symbole de la grandeur étudiée, de la lettre grecque -V 

Les accroissements de x se désignent par &x et ceux de y par A?/. 

Remarquons, de plus, que l’on réserve habituellement ces notations a 
des accroissements suffisamment petits pour qu’on puisse admettre que la 
fonction a elle-même une variation linéaire dans 1 intervalle, c est-a-dire 
pour que l’on puisse remplacer la courbe représentative par une ligne poly¬ 
gonale très voisine. ...... ,, 

Nous utiliserons fréquemment ces notations dans les formules ou dé¬ 
monstrations qui vont suivre. . 

En analyse, on envisage des accroissements appelés infiniment petits 
c’est-à-dire aussi petits que l’on voudra, et on les représente alors d’une 
façon analogue en remplaçant A par d. 

On obtient ainsi des inliniments petits dx et dy. 


4. DÉRIVÉES DES FONCTIONS 


4.1 DEFINITION IMAGEE. 

Considérons la fonction// = /(*) représentée par la courbe ! de la 
figure G et supposons, pour fixer les idées, qu’elle représente la coupe ver¬ 
ticale d’une colline. . , , , 

Pour l’établir, on a effectué des cheminements se projetant sur le plan 

horizontal par des accroissements àx et 
l’on a déterminé (par nivellement) les 
différentes altitudes c’est-à-dire les ac¬ 
croissements Ay de la jonction altitude y 
étudiée (fonction de la variable espaces 
horizontaux). On a ainsi obtenu par 
points la courbe 1 A chaque accroisse¬ 
ment Aæ correspond un accroissement 
bien défini Ai/ et la relation entre ces ac¬ 
croissements caractérise l’allure de la 
fonction dans l’intervalle considéré. 

Cette allure peut se définir par lo 

rapport des accroissements, soit : • 

qui figurera ici la pente moyenne de la 
colline dans l’intervalle considéré. 

Entre les points A et B, par exem¬ 
ple, la pente moyenne est celle de la 
droite AB, c’est-à-dire la tangente de 
l’angle a formé par AB avec l’horizontale 
Oæ : 

Ax 

Supposons que B se rapproche indé¬ 
finiment de A, la droite AB sera alors 
confondue avec la tangente en A à la 
courbe : y = ](x) et la pente de celte tan- 



Fic. 6. 
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gente (ponte de la colline en A) sera mesurée par la limite du rapport 
quand la variable Ax tend vers zéro. 

On désigne cette limite par la dérivée de la fonction y au point considéré. 
Avec los notations indiquées ci-dessus, elle se représente par le rapport-^- • 

On utilise encore plus simplement l’indice ' (prime) affectant la lettre 
représentative de cette fonction : c’est-à-dire ici y'. 

Dérivée de la fonction y = f(x ) : * y'=-^dL. . 

La dérivée d’une fonction en un point donné (c’est-à-dire pour une va¬ 
leur donnée de la variable) est donc mesurée par la pente de la tangente en 
ce point à la courbe représentative de cette fonction. 

4.2 PROPRIÉTÉS DE LA DERIVEE. 

L’exemple envisagé ci-dessus permet de dégager los propriétés princi¬ 
pales des dérivées des fonctions (voir fig. 6). 

a) Dans la partie PS où 1 altitude croît, la pente est positive (montée) 
tandis que dans la partie SS 7 elle est négative (descente). 

Règle : La dérivée d’une fonction croissante est positive. La dérivée 
d une fonction décroissante est négative. 

b) Au sommet S ou nu col S 7 la pente est nulle 1 . Ces deux points 
coi respondent respectivement à un maximum et à un minimum de la fonc¬ 
tion altitude. 

Règle : Quand une fonction passe par un maximum ou un minimum, 
sa denrée s'annule. 

• La réciproque de cette règle est utilisée pour la recherche des maxime 
ou des mimma des fonctions. 

. c ) Supposons que l’on ait tracé le profil de la colline en partant d'un 
point P au lieu de P (décalage de l’échelle y ), on aurait obtenu la. courbe 2 
parallèle en tous points à la courbe 1. 

Pour une même valeur de la variable x (points A et A 7 ou R et IV par 
exemple) les pentes de ces courbes sont identiques. 

Règle : Deux fonctions différant entre elles d’une quantité constante ont 
même dérivée. 

On en déduit, immédiatement que la dérivée d’une constante est nulle. 

4.3 REPRESENTATION GEOMETRIQUE DE LA DERIVEE D’UNE FONT 
TION. 

Si l’on représente sur un diagramme les dérivées y' de la fonction 
// = f(x) étudiée figure 6, on obtient la courbe 3 qui donne en chaque point 
la pente do la colline représentée par la courbe 1 c’est-à-dire la courbe repré¬ 
sentative des pentes. 

La dérivée d’une fonction constitue donc également une fonction de la 
variable : fonction y' — f'fx). 

La fonction d’origine y=f(x ) s’appelle fonction primitive. 

La fonction y'=f'(x ) s’appelle fonction dérivée. 


1. — La pente cesse, en effet, de croître pour décroître ou inversement. 
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4.4 EXPRESSIONS DES DÉRIVÉES DE QUELQUES FONCTIONS 
USUELLES. 

Le tableau Ci-après fait apparaître les dérivées y' de quelques fonc¬ 
tions simples î/ = /(æ) et de quelques fonctions do fonctions y = f(u, v) où 
u et v sont elles-mêmes des fonctions de x. 

Dans ce tableau, les lettres a et.b désignent des quantités constantes. 


FONCTIONS SIMPLES 


Fonctions 

primitives 


y 

V 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 


a 

x 

ax 

ux + b 
x- 
ax~ 
ax 3 
ax’ n 

u 

X 


y = n \ /r 


y 

y 

y 

y 

u 


e x 1 
e ax 
si ri x 
cos x 

tg x 


Fonctions 

dérivées 

y> = o 
y' = i 

y' = a 
y 1 = a 
y’ = 2:r 
y/ = 2 ax 
y' = 3 ax 2 
y' = amx m — 1 

, a 

y' = — — 


x- 


a 


9 


y = ^ 

2\Tx 
xf' = e* 
y' = aeax 
y> = cos x 
y 1 = — sin x 
V' = 1 + tg-.r 
1 

ï-lv 


cos-./: 


FONCTIONS DE FONCTIONS 


Fonctions 

primitives 


y = au 
y = u + 
y = uv 
xi 

11 = V 

Il = >jn 

y = u " 


Fonctions 

dérivées 


yi = au< 
yi = u' + v' 
y r = u'v + uv 1 
, u'v — uv' 

y' = z* — 




u' 

2 >/’u 
y' = niv'—'u' 


//' = 


4.5 DERIVEES SUCCESSIVES. 

Supposons que l’on dérive de nouveau la fonction ij =/ x). 

On obtiendra une nouvelle fonction y" = f(x) représentant en chaque 
point la rapidité d’accroissement de la pente. 

Celle fonction est appelée dérivée seconde de la fonction j/ dont la fonc¬ 
tion y' (courbe 3) était la dérivée première. On passe donc de la dérivée pre¬ 
mière à la dérivée seconde do la même façon que de la primitive a la denvee 
première et l’on retrouve entre if et y' les mêmes relations ou proprie les 

qu’entre y' et y. 

Notation différentielle. — De même que la dérivée première ex¬ 
prime par la notation la dérivée seconde y" s’exprime par ~ » la 

troisième y" 1 par etc... 

Exemple : L'exemple le plus classique (le fonction à dérivées multiples 


1 _ Le nombre e = 2, 71828 est la base des logarithmes népériens (§ 2.8). 
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" “P«« 

y=L=f(t), 

tio* J £ S: rîobilî ?a e ccrote™:at fi grr n CiW<ÏUe Ç** r ^olu- 

temps) : accroissement de 1 espace pendant l’unité de 

V —y'= Ah_ . 
dt 

Unité : m/sec par exemple ; dimension : -i üll K u ! i!lll b_ T , j . . 

chapitre II, § 0.1). temps / — Lt (voir 

la vitesse^^^ccrofs^ement^d^la^vitésse^ilu^irmbnp 1 mouvem ? nt c’est-à-dire 
vitesse pendant l’unité de temps : d moblIe 0,1 accroissement de la 

y -y"- *V _ dfL 

- . , dt dt 2 ' 

Lmte : m/sec 2 par exemple ; dimension ; -Ü2hiüLÇtiL = _k _ T ,_ 2 

temps' 2 t- 

5. NOTIONS SUR L'INTÉGRATION DES FONCTIONS 

5.1 DEFINITION. 

de dîrVvaUon. * f ° nCti ° n primitiv °?/ à la Onction dérivée y' est l’opération 
In\eiscment, passer de y' à y est l’opération dite d’intégration. 

5.2 UTILITE DE L’INTEGRATION. 

L’étude de nombreux phé¬ 
nomènes se conduit en partant 
d accroissements élémentaires 
d ul se déduisent la plupart du 
'emps de considérations plivsi- 
'jues. .Nous en verrons de nom¬ 
breux exemples, par la suite. 

On obtient ainsi des accrois¬ 
sements Ay en fonction d accrois¬ 
sements Ax de la variable et le 

rapport-^figure donc, en cha¬ 
que point la « pente » c’est-à-dire 
,a dérivée y' de la fonction y de¬ 
vant traduire le phénomène étu¬ 
die. 

Pour rester fidèles à l’exem¬ 
ple du paragraphe 4. supposons 
que pour étudier la forme do. b, 
colline on ait utilisé à la place 
i ün instrument de mesure des 
hauteurs, un niveau gradué per¬ 
mettant de connaître en chaque 
pond la pente du profil étudié. 

, nilr ait ainsi obtenu par points 
la courb ey'=f'(x) reprodnile 
ngure / (courbe I). 



mm 


* > s 

x: 

J 

/ 

y 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
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Le problème d’intégration consiste à restituer le profil (fonction 
y = j(x) ) en partant do cette courbe de pentes. 

5.3 OPERATION D’INTEGRATION. SYMBOLES. 

Supposons que dans chaque intervalle Ax entre les points de mesure 
(intervalles 0-1, 1-2, 2-3, etc...), suffisamment rapprochés, on puisse admet¬ 
tre la pente constante et égale à sa valeur moyenne dans l’intervalle con¬ 
sidéré. On substitue ainsi à la courbe y' une courbe en escalier aussi voisine 
que l’on voudra de y'. 

L’accroissement d’altitude dans chaque intervalle est alors égal au pro¬ 
duit de la pente par la longueur de l’intervalle, soit 

A y=y' • Ax 

relation qui se déduisait mathématiquement d’une façon directe de la défi¬ 
nition 

y'=-^L. 

J Ax 

L’expression de A y ci-dessus représente pour chaque intervalle l'aire 
du rectangle hachuré correspondant (produit de la largeur Ax par la hau¬ 
teur y', voir fi.g. 7). 

Si on connaît l’altitude y = G du point de départ P, on connaîtra donc 
en tous points l’altitude de la colline en ajoutant, à cette constante G, les 
accroissements A y rencontrés depuis le départ. On aura donc à effectuer 
une somme d’accroissements élémentaires - ce qui s’exprime par la lettre 
grecque S (sigma) précédant le symbole de l’accroissement et l’on obtiendra: 

y =2 A?/ + C 

soit : y'Ax+C. 

C’est l’expression d’une intégration qui est dite indéfinie quand la 
valeur de G est posée algébriquement et que les limites de la somme ne sont 
pas précisées. 

Elle permet d’obtenir par points la courbe y (somme de surfaces par¬ 
tielles ajoutées à une constante G) figurée par la courbe 2. 

Notation différentielle. — Avec les notations différentielles utilisées au 
paragraphe 4 on aurait obtenu 

y = / y'dx + c 

le signe f se prononçant « somme de ». 

Elle définit l’équation de la courbe y = f(x). 


5.4 CONSTANTE D'INTEGRATION. 

Pour construire y, il nous a fallu connaîlre une videur G que nous avons 
d’ailleurs arbitrairement choisie au point de départ de la courbe, car les 
sommes algébriques auraient pu s’effectuer de part et d autre d un point 
rie passage quelconque connu. 

Celle valeur G est appelée constante d’intégration. 

Si on était parti, d’une valeur C' au lieu de C on miraiI obtenu la 
courbe 3 différant avec 2 d'une quantité constante C'—G et ayant donc bien 
meme dérivée (voir § 4.2). 



qlf 




1 jiii 
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Chap. I 1 ' 


5.5 INTÉGRALES DÉFINIES. 


5.51 Définition. Signification géométrique. — SuDDOSon* m,. l-nn „•* 

Sffl* iVsifn V altitui16 m ‘ re :h “* 

eu seulemcnt 4 ef,cc - 

y = -m Ay= y' Ax 

Cette somme représente le total ah,civique des aires'hachurée* (| M 

a prises avec un signe négatlf) - 

« 

y = y’ 

ab™i1îT H>lm) deS *" iimtes r U "•**• y> U Taxe 

n . , 5 f? r Opérations graphiques. — On se rend donc compte qu’une inté- 
g ale definie équivaut graphiquement à une mesure de surface ctest-à-dire à 
un p- lammetrage. C’est pratiquement le procédé industriel de. calcul de ces 
intégrales. Nous en trouverons de nombreuses applications par la suite 

, nr No l a - f r~ Le t caïeu 1 d’une intégrale indéfinie, c’est-à-dire la recherche de 

tégraïosdéffni r ° 7 C ' Un ® f0n ; :il n n > ie,lt sp fnire en calculant une suile d’in- 
cminlf rotw iP artiel ]es) ce qui donne une suite de points de la 

dtottV ^agrapS 5.3 A C ° n8tante C ' C ’ BSt le «P* "<»■ -ois 


5.03 Operations numériques. — Au lieu de tracer la courbe y' et de 

■q-ate déCnte e v 6ntre d6UX hmites données P our obtenir la valeur deS’inté- 

fin tahleau H.’^ US 3 ur,0 f 8 .P“ ™ US COntenter de disposer les calculs dans 
un rameau un genre de relui ci-dessous 


Repère des 

intervalles 

A.r y' 

! " j 

y' Ax 

1-2 

1 


2-3 

. 1 


3 - 4 

— ! — 


i - 5 

.— - _ 


5-0 

_ 


6-7 

— _ . 


7 - S 

| 

. _ 


P- 

-!_._1 



Y= vfj/'A .c 


Le résultat cherché Y=2* y'^x serait obtenu par simple addition des 
ternies (surlaces partielles) de la dernière colonne et serait d’autant pins 
précis que les accroissements A Æ envisagés sont plus petits " 1 

Nous utiliserons souvent cette méthode. 


3. 

direct. 


Nous donnerons au chapitre IV (§ 8) 


un procédé entièrement graphique plus 
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5.84 Opérations algébriques. — Connaissant l’expression : 

y—jy'dx+c 

\ • 

d’une intégrale indéfinie (voir ci-après), on obtient la valeur d’une intégrale 
définie : 

Y = ( y'dx 

•' X 

en remplaçant successivement dans l’expression de y la variable x par les 
limites x 2 et x 1 et en effectuant la différence des termes correspondants, 
soit : 

Y = {y avec x=x„) — (y avec x=x,). 


5.6 EXPRESSION DES INTEGRALES INDEFINIES DE QUELQUES FONC¬ 
TIONS USUELLES. 

Voir tableau ci-dessous. Memes conventions qu’au paragraphe 4.8. Rap¬ 
pelons que G désigne la constante d'intégration (point de passage connu). 
Remarquons que ces expressions se déduisent directement de celles des 
dérivées. 



l\ Vai.i.at. — Résistance des Matériaux 











CHAPITRE II 


ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE 


, , No , us avons 9 ™*^ dans ce chapitre quelques notions de Mécanique 
generale et en particulier de Mécanique statique, nécessaires pour une com¬ 
préhension rationnelle de la suite de Vouvrage. 

Il est a signaler que les deux chapitres suivants compléteront ces notions 
en ce qui concerne les problèmes particuliers d’équilibrages et les opérations 
graphiques permettant la résolution directe de nombreux exercices.. 

0. REMARQUES PRÉLIMINAIRES 

0-1 EQUATIONS AUX DIMENSIONS. 

Pour préciser la nature des grandeurs étudiées en Mécanique, il est très 
utile de faire appel a la notion d’équations aux dimensions L Ges équa- 
;, 10nS CT nt conspuées par un groupe de lettres représentant les symboles 
des diilerents facteurs qui entrent dans la grandeur étudiée. Ces symboles 
. sont aliectes d exposants qui indiquent, leur «< degré particulier d’utilisation .» 
(voir ci-après). 

Les équations aux dimensions permettent toujours de définir exacte¬ 
ment la désignation des unités à utiliser pour mesurer les erandenrs aux¬ 
quelles elles se rapportent. Elles constituent également un moyen de véri¬ 
fication rapide de Vhomogénéité des résultats obtenus an cours'de démons¬ 
trations algébriques. Elles servent également parfois de guide pour l’étude 
de certains phénomènes régis par plusieurs variables. 

Les trois symboles pouvant entrer dans les équations aux dimensions 
sont : 

la masse (voir § 1.1 ci-dessous) : symbole M, 
l’espace (ou longueur) : symbole’L, 
le temps : symbole T. 

Remarques. a) Nous avons déjà été conduits, au chapitre I (§ 4.5), à 
définir les dimensions de : 

la vitesse V ; équation aux dimensions : V = LT~ 1 ; 
l’accélération y ; équation aux dimensions : y = LT - " 2 . 

Cet exemple suffit déjà pour préciser le mécanisme d’établissement des 
équations aux dimensions et pour permettre de juger de leur utilité vis-à-vis 
de la désignation des unités à utiliser 2 . 


J. Ces équations sont souvent désignées, plus simplement, par dimensions de 
ces grandeurs. 

2. — Voir également les nombreux exemples donnés par la suite. 
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b) En Résistance des matériaux , nous utiliserons (dans un but de sim¬ 
plification) un autre symbole qui est celui des forces : symbole F. Nous 
verrons ci-après qu’il ne constitue lui-même, en réalité, qu’une combinaison 
des trois symboles fondamentaux M, L et T. 

c) L’étude des phénomènes physiques se fait généralement en faisant 
ressortir des « paramètres sans dimensions ». Ce sont des coefficients absolus 
indépendants au système d’unités utilisé. Ils ont pour dimension 1. 

Exemple. — Un rapport de longueurs : c = ~f~ constitue un coefficient 
sans dimension. 

Equation aux dimensions : c = — = 1. 

0.2 SYSTEMES D’UNITÉS UTILISÉS. 

Il existe en Physique des systèmes d’unités dits « systèmes légaux » 
(Système M. T. S., C. G. S.) qui présentent un avantage théorique incontes¬ 
table et doivent être appelés à supplanter le système d’unités transitoires 
courant.(système dit « industriel »). 

Nous continuerons malgré tout, dans cet ouvrage, à utiliser exclusive¬ 
ment le système industriel qui présente 1 davantage de faire appel aux 
ordres de grandeur connus d’une façon courante. 

Nous donnons néanmoins, en Annexe au présent chapitre (§ 10) une 
étude succincte des différents systèmes d’unités, suivie d’un tableau fixant 
les correspondances qui existent entre ces systèmes. 


1. DÉFINITIONS PRINCIPALES 

1.1 NOTION' DE MASSE. 

La masse d'un corps est une des notions les plus délicates à définir phy¬ 
siquement. 

On désigne par le terme masse la constante caractéristique d’un corps , 
invariable dans le temps et dans l’espace, qui vérifie la « Relation fonda¬ 
mentale de la Mécanique » (voir ci-dessous) . 

Masse spécifique. — On désigne par « masse spécifique » ou « densité de 
masse » d’un corps, la masse de l’unité de volume de ce corps. 

Elle s’exprime par la relation : * 

P= 

v 

dans laquelle m=masse du corps et u = voliime de ce corps. ?on équation 
aux dimensions est : 

=ML-\ 

L 3 

1.2 FODCES : DÉFINITION, UNITÉS, EXEMPLES. 

1.21 Définition. — On désigne par force toute action capable d’engen¬ 
drer, de modifier ou d’arrêter le mouvement d’un corps,. c'est-à-dire de 
vaincre « Vineriïe de ce corps » en imprimant à sa masse une accélération. 


1 . — Cette définition sera donnée sous une forme plus concrète au § 1 .22 ci-après. 
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Chap li 

niqu ^f déflBitton s'exprime par la Relation fondamentale de la Méca- 

l< orce = masse x accélération* 

SOit 1 I F=my ] 

On voit qu’une force a pour équation aux dimensions : 

F = MLT— 2 (Voir remarque b), § 0.1). 

1.22 Poids des corps. — L .'exemple le plus courant de forces est i P 
poids des corps qm est la force due à l'action do la pesanteur (ou attrai- 
tion terrestre) sur la masse de ces corps ^ 

P» **» * « P°- valeur a 

£7 = 9,81 m /iëc’. ' - 

' ?i ]e 'y i b ,ai * b !f inen î^ vec Io lieu ct avec l’altitude. 

Le poids P est donc defini par la relation : 


P = m ■ g. 


soit P_9, 8 1 m avec les unités d’accélérations définies ci-dessus Ta 
plW conLètemerit la 1 m" 6 noüo " «ne, ccci nous permet rie définir 
dessus, ce Î,„T Sonne” ” C ° IPS “ inversanf ,a «1»*» ci- 


P 

m = — •= 

Poids du corps 

1 9 

Accélération de la pesanteur 


s-"™ ats 

Ce sont : 

~ h rîZ?iZ£, B) : POidS d ’" n décim5tre cub0 d'eau distillée, h 

et ses multiples ou sous-multiples : 

— la tonne (1000 kg) ; 

— le gramme kg) etc. 

Nota — La masse m d’un corps pesant 410 kg nnr excmnlp 
donc représentée, dans ce système, par la valeur 6mple ’ Se,a 

410 


771 = — = 


= 41,8 


g 9,81 

(en unités mètre, kilogramme-poids, seconde. Voir annexe § 10-) 

par f^t“”^Ænts~: ^ ^ “* ° nti4re ” 9 "‘ ^™inée 

son point d,’application ; 
sa ligne d’action (ou support) ; 
son sens (sur sa ligne d’action) ; 
son intensité (ou grandeur). 
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Exemple. — Force verticale dirigée de bas en haut appliquée au point A 
et ayant pour valeur 410 kg ce que nous énoncerons plus simplement par 

F = 410 kg en A. 

1.25 Représentation graphique des forces. — î ne force se représente 
graphiquement par un vecteur (vecteur-jorce) ayant pour origine son 
point, d'application et dont l’orientation et la position de la bêche indiquent 
la direction et le sons de la force, La longueur du vecteur représente 1 in¬ 
tensité de la force à une certaine échelle appelée échelle des forces. 

Exemple d’échelle des forces (lig. 1) 

i mm représente 10 kg, ce que nous désigne¬ 
rons par 

1 mm = 10 kg. 

Il est préférable, pour les opérations à. suivre, 
d’utiliser cette notation plutôt que la notation équi¬ 
valente : 

1 kg *= 0,1 mm. 

(Voir Statique graphique, chap. IV) 



1.20 Forces d’inertie. Coefficients de charge..— Une accélération v impri¬ 
mée à un corps de masse m = ~ donne naissance, d après la définition du 

•y 

paragraphe 1.21, à une force : 

!> 

F = 77ly = — y. 

Cette force est appelée jorce d’inertie et elle est dirigée en sens inverse 
de Vaccélération 1 . . 

Si l'on exprime cotte accélération en fonction de g soit 


y=ng 


on obtient donc une force d’inertie 


soit 


p 

F = — nci 
(I ' 

F = nP 

Force d’inêrtie=n jois h poids du corps. 

Le coefficient n est sans dimension (rapport d’accélérations) et s’ap¬ 
pelle « coefficient d’ accélération » ou « coefficient de charge » ou encore 
« fadeur de charge ». On-voit qu’il joue: simplement le rôle d un multi¬ 
plicateur des poids. 

Exemple — Supposons qu’au cours d’une évolution acrobatique un 
avion atteigne une accélération totale p = 3 ÿ, on a donc n =3 Le moteur 
qui pèse, par exemple, 500 kg réagira sur son support avec une loi ce 

F = 3 x 500 = 1500 kg. 


i — Pour la compréhension des différentes lois de la mécanique, il est très utile 
de bien se rendre compte que le poids d'un corps n’est autre que le cas particulier 
d’une force d'inertie due à une accélération y=—g, appliquée a la masse de 
corps pour l’empêcher de tomber sous l’aetton do la pesanteur. 
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1.27 Force centrifuge. 

1.271 Définition. C’est un cas particulier de force d’inertie qui prend 
naissance lors d’un mouvement de rotation. Elle est dirigée radialement et 
vers F extérieur d’où son nom de centrifuge. 

L’accélération qui lui donne naissance est dirigée vers l’intérieur (accé¬ 
lération centripète). Elle résulte du fait que le corps est à chaque instant 
rappelé vers le centre O au lieu de poursuivre une trajectoire linéaire. 

C’est la force centrifuge F e qui maintient tendu un fil souple OA quand 
le corps A atteint une vitesse suffisante autour de 0 (fig. 2). 

1.272 Vitesse angulaire. — On désigne ainsi l’angle, exprimé en 
radians, dont tourne le corps considéré en une seconde. On la représente 
généralement par la lettre o (oméga). 

Dimension : w = — n ° Ie = _L = x_i • 

temps T 

Unité : radians par seconde (rad/sec). 

Elle est reliée aux nombres n de tours par seconde (n t/sec) ou N de 
tours par minute (N t/min) par les relations : 

<,,= 2 ~ 7 ï = 6,28 n, 

”lr N= -» N = 0 ' 1W7N ' 


Exemple. — Une iléliee tournant à X = lüOO t/min a pour vitesse ungu 

laire 


<o = 0,1047 ■ 1600 = 167,5 rad/sec. 


1.273 Vitesse tangentielle. — La vitesse angulaire est reliée à la 
vitesse tangentielle Y exprimée en m/sec existant à l’extrémité d’un bras 
de levier R, par la relation : 


- \ 

V = C R. 


Dans l’exemple ci-dessus si R = rayon hélice = -J ,o mètre, la vitesse 
tangentielle à l’extrémité des pales vaut 

V. = 167,5 • 1,5 = 251 m/sec. 
soit V = 251 • 3,G = 904 km/h. 



Fie. 2. 


r 

Fig. 3. 
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1.274 Intensité de la force centrifuge. — La force centrifuge F c déve¬ 
loppée par une masse de poids P est donnée directement en fonction de o ou 
de V par les relations : 


F c = —— o>- R 
(I 


ou : 



Dans ces expressions, si P est en kg, R on mètres, Y en. m/sec, co en 
rad/sec et g = 9,81, la force F est alors donnée en kg. 


JY ota. — Les équations aux dimensions de ces deux expressions sont : 

l re expr. : F e = MT— 2 • L = MLT— 2 j 

_ „ , T L 2 T — 3 MT T » ■ - force 

2 e expr. : P C = M -———r- = MLI ^ 

1.279 Application n° 1. — À l’extrémité de la pale d’hélice envisagée 

ci-dessus, un poids P donne une force centrifuge : 

F„ = > R= WiSr 1,5 = 4290 P. 

g J,ol 

Un poids de 1 kg tendrait donc à s’échapper radialement avec une 
force de 4290 kg. On se rend compte ainsi de l'importance que peut prendre 
la force centrifuge en résistance des matériaux. 

/ 

1.27(1 Application n° 2. — Un avion volant à une vitesse 

V = 300 km/h = 100 m/sec effectue un « looping » supposé circulaire, à 
vitesse constante d’un rayon de 400 mètres. Ln poids P appartenant a 1 avion 
développe une force centrifuge 

P V 2 P 100 2 _ o 5 p 
c g R " 9,81 400 ’ 

Au sommet de la boucle, le pilote sera donc encore appliqué sur son 
siège avec une force égale à. 

2,5 — 1 = 1,5 fois son poids (fig. 3). 

A la base de l’évolution, la force résultante serait : 

2,5 P + P = 3,5 P 
soit un coefficient de charge : 

71=3,5. 


1.28 Forces aérodynamiques. — En plus des exemples de forces étu¬ 
diés ci-dessus, nous aurons dans les calculs, à envisager des forces pro¬ 
venant de l’action de l’air sur les éléments étudiés. Ce sont ces forces 
aérodynamiques qui équilibrent les forces d’inertie d un avion en vol. 

1.3 MOMENTS DES FORCES. 

1.31 Définitions. Notations. 

1.311 Cas particulier. — Dans un plan, on désigne par moment d une 
force F par rapport à un point A. le produit de l’intensité do cette foire pm 
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forcf"Toifflgu? e er I 6,ldiGUlaire ‘ 

Nous désignerons cette grandeur par la notation Jl 
On a donc la relation 


... Consi 

! ' l ’ -.V Oc (trièdre trirecta 
,es tr0l s plans .rOyy, .zOs et yO. 

Le moment p*r 
le bras de levier cZ 
relation 


erons le système de trois axt 
B 10 ) et une force F dont les 
?ont respective in mit : /, f e|, 

^ \ ( , h e ÿ égal an produit de la 

- - mesurant la distance de O h I Vmu. 


' m a (le meme : ' ai u=i " ■ 

( M x =f"d". 

MoZ^ime^gahî ^•otofo^n^T 18 * 1 ' 0 à I ' lln dcs »•«». «I 

nent serait égal au produit de • i ll - T ( l ,I 3 an no{,, nal à cet axe et sc 
On retombe ai nsi sur h JfUZ Cns,té par M «^nee « Faxe. 
«VI, en réalité, nie U cas paV ra ^ ,orl à un P™ 
nents Perpendiculaire au plan considéré 61 ‘ ““ ° ÆC d * rA 1 éren <* di 

1.3-2 Uni tés. - Le moment dW força a pour dimensions : 

Force x Longueur = F\L. 

& repté8enter - p™«. 

le kilogrammèlrc (k gm) ou mètre-kiloqr fmk-0 
16 ' î%ramWe ; Wî ^^ ta) ou^n? Ülirnèîrc-JHJoyr. (nnnkg) 
1 mkg = îooo mmkg. 
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On emploie moins couramment : 
la Lonne-mètre (tm) qui vaut 1000 ni kg. 

Exemple (fîg. 6) : Force F = 400 kg ; distance d = 30 min. 
Moment M=4ÛÔ • 00=20000 mmkg=20 mkg =0,020 tm. 




J.33 Représentation graphique des moments. — Le moment autour 
d’un point (système plan) peut se représenter simplement par une flèche 
tournant dans le sens voulu autour de ce point (fig. 4). 

Le moment autour d’un axe peut se représenter d’une façon imagée de 
la même manière (voir fig. 5), mais la représentation la plus correcte con¬ 
siste à utiliser des vecteurs appelés vecteurs-moments, lin vecteur-moment 
ëst un segment de droite tracé sur l’axe de mesure du moment auquel il cor¬ 
respond, el; dont la longueur représente, à une échelle près, l’intensité de 
ce moment. (Cette échelle s’exprimera par : 1 mm = 10 mkg par exemple.) 

Sens positif : On adopte généralement, comme sens positif dts vec¬ 
teurs-moments, un sens tel qu’un observateur couché sur ce vecteur les pieds 
à l’origine et la tête vers la flèche, voit la force tendre à entraîner son bras 
de levier dans lq sens des aiguilles d’une montre. 

Dans l’exemple de la ligure i» on obtiendrait les vecteurs représentés 
sur la figure 7. Par rapport aux directions des trois axes O.x, O y et Or. 

M, est positif (car /".tourne dans le sens positif par rapport à Ox). 
est également positif (sens de /' par rapport à O y). 

M. est négatif (sens de / par rapport à Os). 

1.34 Remarques. — a) Ce sens positif constitue une simple conven¬ 
tion purement arbitraire. Au cours des applications à venir, nous spéci¬ 
fierons dans chaque cas le sens positif utilisé. 

b) Il existe une autre règle pratique pour déterminer le sens d’un 
moment d’après son vecteur, c’est celle dite du « tire-bouchon » : Le sens 
de rotation du momentest celui dans lequel doit tourner un tire-bouchon 
pour s’enfoncer dans In direction du vecteur-moment. Notons que cette règle 
conduit aux sens opposés à ceux de la règle ci-dessus (qui correspond aux 
sens directs analytique*). 

c ) Une force impliquait la notion d’un déplacement on translation. Un 
moment implique celle d’un déplacement en rotation. 

1.4 TRAVAIL OU ÉNERGIE. 

Ml Sens physique. — La notion vulgaire du travail comporte l’idée 
d’un « effort exercé sur un corps qui cède sous l’effort ». 

On conçoit donc que dans son expression mécanique, il entre les fac¬ 
teurs- force et déplacement. 
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soit 


<T = FL. 


En U Mécan ique ^îes S mots ^ travail °ou ^én sont ^sy n on y mes.' 

ÆÆ.S-Sj-Xî; 

Ce sont (voir § 1.32) : 

le kilogrammètre : kgm, 
le kilogramme-millimètre : kgmm 
la tonne-mètre : tm l . 

1.43 Energie cinétique (ou force vive). -On désigne ainsi le travail 

emmagasiné par un corps de masse ,m= i en mouvement avec une vi- 
tesse V. y 

Son expression est : 


T= imV». 

A- 


Son équation aux dimensions esl bien celle d’un travail; on a : en effet 


p 

m = — — 


force 


= .L. = FL- 1 T 2 


d’où 


0 accélération — 

ya = ( longueur y = jtf = 

' temps / T- 1 

T = F L~i T- • L 2 T — 2 = F • L. 


sous une forme potentielle c’est-à-dire « comble d’être 
>esMuée a tout instant ,, si l’on arrête le mouvement du corpsT 

Applications. —- a) L’énergie cinétique d’un avion pesant 7500 ka et 

égalée m %raT!rT a \l 1,atterriS3aS6 avec Une ViteSSe vertica,e fiftal6 


T — 1 P y?. _ 75 0 0 

2 0 2 • 9,81 


36 = 13760 kgm. 


dn d0it être ° bSOrbée par ]6S systèmes ^Hisseun 

6) Un notant est un organe dont le but est d'emmagasiner par rotation 
'^énergie cinétique restituable à tout moment par freinage (vU ci -après 


«nle'désSsSSto'ïoSlT® ^ expressi ‘ ons «*». ”»»*0 eu mt pour la 

onnositîü’J^te b 0 fno dG rema !' qUer quG Expression de « force vive » (appelée ainsi par 
impropre de" £r î£™ «“>" 
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1.5 PUISSANCE. 

1.81 Définition. — On désigne par puissance d’une machine le. tra¬ 
vail qu’elle produit 'pendant l’unité de temps. 

Nous la désignerons par la lettre W. . 

Dans le cas d’un travail d’intensité constante, elle s exprime par la 

relation 

g 

* w =— 

d’où dimensions : 

W = F-L-T— 1 . 

Dans le cas général, la puissance est la dérivée par rapport au temps de 
la fonction travail (pente de la courbe travail-temps). 

W = d - (Chap. I, § 4.). 

1.52 Unités. — Dans le système industriel, les unités de puissance 

le kiloqrammètre par seconde (kgm/sec) ; . , . . .. 

le cheval-vapeur (ch) qui vaut "il kgm/sec (unité industrielle qui 
correspond à la puissance d’un moteur développant un travail de /o kgin 
en une seconde). _ 


2. COMPOSITION DES FORCES. RÉSULTANTES 

2.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Nous donnons ci-dessous les principes généraux et les opérations algé¬ 
briques du problème de composition des forces. L’étude de la statique gra¬ 
phique (chapitre IV) nous donnera des solutions entièrement graphiques do 
ces problèmes. 


2.1 DEFINITION. 


2 11 Cas général. — Considérons un corps soumis à un certain sys¬ 
tème de forces quelconques F lf F 2 , F s , F 4 ... (üg. 8), non situées dans un 
meme plan. Il est évident que l’action combinée de ces forces ne peut engen¬ 
drer aùtre chose qu’une translation de ce corps suivant une certaine direc¬ 
tion, et une rotation autour d’un certain axe. L ensemble de ce système - 
de forces pourra donc être ramené à : 

une force unique B agissant selon la direction de la translation pro¬ 
duite ; . 

un moment M produisant la rotation voulue. 
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2.12 Cas particulier de forces concourantes (fi » O'i c nnn „„ n „ 

les forces apnlinuées F F F p ' R ' ' supposons que 

ûtniiTt i I, ' 1 2 ■* 3 14 • • • concourent en un meme noÎRi n fin 

s^^tffaasjsS 

des /o*l roUème dC reCllerch ° d ° • cette résuIt “ to ^PPelle : « Composition 
2.2 PROPRIETES PRINCIPALES DE LA RESULTANTE 

propre Zctln^ & ^ ** jetions des composantes sur sa 

- csi «■** «■ 
» à un axe gudcon,iue esi i » ai 
2.3 COMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES. 


7 >7 

ÆÉ / ( 


X? 

9y/'h 


y 

y 

f. 


U -1 


Fig. 10. 


2.31 Composition de deux forces. Deux 
forces concourantes F, et F 2 (on dit encore forces 
angulaires) définissent un plan. Leur résultante 
est donc situe© dans ce plan. 

Celle résultante R est donnée en direction et 
en grandeur (à l’échelle des forces) par la diago¬ 
nale du parallélogramme construit sur les deux 
forces (fig. 10 a). 

Cette construction classique s’appelle le paral¬ 
lélogramme des forces. On peut, plus simplement, 
se contenter de mener par l’extrémité de l’une des 
forces (Fi par exemple), un vecteur éqvipollent à 
J autre Force. On obtient ainsi la construction do 
la ugtire 10 b appelée triangle des forces. 

Il est aisé de voir que ces deux constructions 
sont équivalentes. 

Les relations suivantes unissonI la résultante 
a ses composantes : 

ît 3 =:Fj 2 + FV +2 F.F., cos * (n) 

- F » - n = _U_ * 

sin z., sin y, sin * ' 11 


i)e la relation (h) on tire : 


F „ !; Shl sin y , 

RÎn «v “ c-vv, 


F, = R -* 111 *1 =. F sil1 ?X 
si n à sin y. ; , 


teur » sp * so f me géométrique », c'est-à-dire « composition de vec- 

o-ans autre Fr ■ °P drations f i ui vont suivre.Les termes <csommes» 

(sans, autre spécification) utilises ci-dessous en a), b), c), désignent évidemment des 

respéct7fs alge HiqUeS ’ C ’ est ' à ' flire des additions ou soustractions, selon les signes ou sens 
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Cas particuliers. 

1° Si l’angle a entre les composantes est égal à 90° on a cos y. = 0 d'où, 
d’après la relation (a) : 

Ra^p^+F,’ 

R = v IV+ FX 

2° Si a = 0 (forces de même direction et même sens), cos «= 1, d’où : 

R 2 =F, 2 + F„ 2 + 2 F 1 .F 2 =(F, + F 3 ) 2 
R=F, + F 2 (somme des forces). 

3° Si a = 180° (forces de même direction et de sens inverse), 

COS a = — 1 : 

R 2 = F, 2 -!- P*—2 F 1 F„ = (F 1 —F 2 ) 2 
R = F,—F„ (différence des forces). 

2.82 Composition de plusieurs forces concourantes situées dans un même 
plan. — Soit, par exemple, le système de forces Fj F 2 F a F 4 (fig. Il a), appli¬ 
qué au point O. En groupant successivement deux à doux ces forces, on 
obtient par parallélogrammes des forces les résultantes partielles : 

R, , = résultante de F t et F„ 

R a „ = résultante de F 3 et F.,. 

La résultante 11 de R.,_ 2 et K.^est, la résultante cherchée. On peut plus 
simplement opérer selon la figure 11 b on portant bout à bout les vecteurs- 
forces. On obtient ainsi un polygone des forces donnant plus rapidement et 
donc avec plus de précision le résultat cherché. 



Fig. 11. 


11 est aisé de voir que l’ordre de position des composantes sur ie poly¬ 
gone des forces peut être quelconque. La ligure 11 c construite avec le 
cheminement F 3 - F x - F 4 - F, donne le même résultat que la figure 11 b cons¬ 
truite dans l’ordre F, - F 2 - F. ;i - F 4 . 

2.33 Composition de plusieurs forces concourantes non situées dans 
un même plan. 

2.331 Cas de trois forces. — Le principe de construction est donné 
en perspective par la ligure 12. On construit le parallélipipède ayant F, F 2 
et F 3 comme arêtes. La diagonale issue de O donne la résultante R cherchée. 

2.332 Nombre quelconque de forces. — Même principe 'de formation 
de résultantes partielles (parallélipipèdes partiels) qu’au paragraphe 2.32. 
La composition de ces résultantes donne le résultat cherché. On peut égale¬ 
ment procéder par figures polygonales dans l’espace (vecteurs équipollents 
aux forces ajoutées bout à bout). 
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2.333 Procèdes pratiques. — a) Industriellement le problème sera 
traite en opérant les tracés sur deux projections c’est-à-dire deux vues du 
système de forces, analogues aux « vues de face » et .< vues en plan » 
utilisées pour le dessin. 

•Le problème revient alors à des compositions de forces dans chaque plan 
de projection et à une recherche de « vraie grandeur » de la résultante. 



FîG. 12. F!G. 13. 


Nous en trouverons des applications au chapitre VII. paragraphe 4., lors 
de 1 etude des systèmes triangulés. 

6) Le problème peut également se traiter algébriquement, en projetant 
chacune des composantes sur un système de trois axes rectangulaires (Le, 
■L (triedre de référence) issu par exemple du point de concours des for¬ 
ces, et en utilisant, vis-à-vis de chaque axe, la propriété b du paragraphe 2.2 
qui permet de connaître la valeur de la projection de la résultante sur chaque 
axe. . • ^ 

Les valeurs de R*, R,„ R, : projections de R sur les trois axes Ox. Ou. 
Us, sont données respectivement par les expressions (fig. 13) : 

Rr= S F* «somme des projections sur Ox. 

R ;/ = 2 F„ «somme des projections sur Oy, 

R 2 = 2 F z =somme des projections sur O:. 

et la valeur de la résultante R s’obtient par la relation simple : 

R = V // R2 Ï +.R2 1/+ RV 

2.4 COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES. 

2.41 Propriétés. — Des forces parallèles constituent un cas particulier 
de forces concourantes dont le point de concours est rejeté à l'infini. 

On applique, pour les composer, les propriétés données au paragra¬ 
phe 2.2 qui s’énoncent ici, dans ce cas particulier : 

а) . La résultante est parallèle aux composantes et éqale à leur somme 
algébrique , soit 

R=2 F. (a) 

б) La moment de la résultante par rapport à un axe quelconque (nor¬ 
mal a la direction des composantes par exemple) est égal à la somme alqé- 
bnque des moments des composantes, soit 

Me = 2 M P . (b) 

2.42 Forces parallèles contenues dans un même plan. _Il suffît alors 

d’évaluer les moments par rapport ù Un point du plan (ce qui revient à les 
évaluer par rapport à un axe normal au plan). Ce point sera choisi, pour 
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faciliter les calculs, sur l’une des forces, ce qui éliminera son moment et 
donnera une référence commode. 

Exemple 1. — Forces de même sens (fig. 14) 

R=S F=100 +200 + 80=380 kg. t 

Prenons les moments par rapport au point A situé sur la force de 
gauche, on a 

2M f =200 • 200 + 80 ■ 350=10* (4+2,8) 

= 6,8 • 10 1 mmkg. 

Désignons par x la distance en mm de R à A ; ce qui revient à poser 

M K = R-ar=380 x 


la relation (b) donne directement 

6,8 • 1Q' _ _ Jj80. _ i79 m m. 
380 3,8 


‘k 
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Fig. 14. 


Exemple 2. — Forces de sens quelconques (fig. 15). 

R=2 F = 150 +130 — 100 = 180 kg. t 

Evaluons les moments par rapport au point A situé sur la ligne d’action 
de la force de droite en choisissant le sens positif indiqué par la flèche : 

2 Mf=150 • 150 — 100 • 350 = ÎO* (2,25 — 3,5) 

= — 1,25 • 10 4 mmkg. 

En désignant par x la distance de R a A comptée positivement vers la 
gauche, comme pour les composantes, on doit avoir 

R • x = — 1,25 • 10 4 


d’où 


= _ -h 25 ' 10-1 - = _ 69,5 mm. 
180 


La résultante est donc à droite de A, c’est-à-dire à l’extérieur du système 
de forces. 


1. — Dans le cas particulier de deux forces, il est facile de voir que les distances 
de R à ces deux forces sont inversement ■proportionnelles aux intensités de ces forces. 
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2.43 Forces parallèles non contenues dans un même plan. _Le 

moyen le plus simple pour situer 11 consiste à évaluer les moments par 
rapport a deux axes de référence normaux enjtre eux et normaux à la direc¬ 
tion des forces, ces axes , étant judicieusement choisis pour faciliter les 
calculs. 


î* 



Fig. 16. Fie. 17 


„ v V'V!v exem P le de la figure 16 on choisira, par exemple, les deux axes 
, et _ (n contenus dans le plan P normal aux forces et l’on évaluera les 
cotes de position Xi x 2 ... y des forces par. rapport à ces axes. 

Moments des composantes : 

• M x =F,a; 1 +F 2 x a ■•■=1F.x 

M r =F 3 .2/ 3 ...=2 F .y 

d’où les cotes x et y de position de la résultante R : 

T - M x _ s 1 ht 

R R . 

My _ SF'I 

R R 

avec 

R = 2 F = F, + F. + F,- 

2.44 Cas particulier du couple. — On désigne par couple un système 
composé de deux forces parallèles de sens contraire et de même intensité 
(fig. 17). ^ 

La résultante d’un tel système est nulle, en effet, 

R = 2 F = F — F = 0. 

Le moment des forces (et donc celui de la résultante) possède, par con¬ 
tre, une valeur bien définie qui est constante par rapport à tous les axes de 
mesure. 

Jîn effet, envisageons par exemple, deux points A et B du plan des 
composantes, définis par leurs distances a ou b h F. On a 

ct M a = F«+F (d — a)=Fa + Fd — Fa = Fd 

Mji = F6 — F (l— rl) = Fb—Fb + Fd = Fd. 

On désigne le produit 

r: = f d 

par « moment du couple » et les forces F et — F par « coin luisantes de cou - 
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Règle ■ Moment d’un couple = intensité'des composantes x distance 
entre ces composantes. 

Remarques. — a) Le fait que R soit nul et ait un moment de valeur 
finie fait dire qu’ « un couple est un système de forces ayant une résultante 
nulle, rejetée à l’infini ». 

/>) Un couple implique donc uniquement une notion de moment c’est- 
à-dire de rotation. C’est pourquoi on utilise fréquemment comme syno¬ 
nymes les mots couple ou' moment. 

Exemples : Couple ou moment de flexion, couple-moteur ou moment- 
moteur, etc... 

Couples égaux. — Deux couples sont dits égaux quand ils onl même 
moment. 

F 

Un couple de composantes F' et — F' égales à -r- et distantes de d'=2d 

est égal au couple représenté ligure 17 ‘. 

En effet, son moment serait 

C'=F ’d'= ~- 2 d= FfZ = C. 


3. COMPOSITION DES MOMENTS 

Les moments se représentant par 
des vecteurs dirigés (voir § 1.33), on 
compose ces vecteurs-moments de la 
même façon que les vecteurs-forces. 

On obtient ainsi un « vectmr-mo- 
ment-résullanl ». Dans l’exemple de 
la figure. 7 reproduit sur la. figure 18 
ci-contre, on obtiendrait un vecteur 
résultant Me dont la grandeur est 
donnée par 

Ma+M 3 , 

Nota. — La notion de couple aide Fie. îs. 

beaucoup à la figuration physique des 
vecteurs-moments. 

Le vecteur-moment est dirigé perpendiculairement au plan formé par 
des composantes de couple qui produiraient le même effet que lui. 

Ainsi, la relation autour de O.r (moment M a ) implique l’idée de compo¬ 
santes de couple parallèles au plan yOz (composantes verticales par exem¬ 
ple). Le vecteur représentatif sera donc normal au plan yOz. 



4. DÉCOMPOSITION DES FORCES ET DES MOMENTS 

4.0 DÉFINITION. 

Composer des forces ou moments c’est rechercher leur résultante, c’est- 
à-dire les grouper en une seule force ou un seul moment équivalents. Inver- 


1. — Il est à remarquer que la direction des composantes peut être quelconque 
pourvu que leur bras de levier soit respecté. 


i\ Vallat. 
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sd ment décomposer des forcés-ou moments suivant des directions données 

consiste a partir de résultantes pour trouver des composantes suivant ces 
directions. 

Il suffit donc de reprendre chaque exemple des paragraphes précédents 
en construisant les figures à l’envers. 


4.1 CONDITIONS DE DETERMINATION. 

Les opérations de décompositions de forces no sont déterminées, c’est- 
n-aire possibles à effectuer d’une seule façon que dans les conditions sui¬ 
vantes : 

a) Pour un système plan : 

Si l’on n’a que deux directions de décomposition d’une résultante 
donnée (parallélogramme des forces). 

b) Pour un système dans l’espace. 

Si l’on n’a que trois directions de décomposition d’une résultante 
donnée (parallélipipôde des forces). 

On se rend compte, en effet, d’après la figure 19 qu’il v a une infinité 
de façons de décomposer la force F suivant les trois directions 1, 2 et 3 con¬ 
tenues dans le plan de la figure. 



Les memes restrictions sont valables pour les décompositions suivant 
des directions parallèles. 


De nombreux exemples de décomposition de forces seront donnés dans 
le chapitre suivant (équilibrage des systèmes) et au chapitre Vil (systèmes 
articulés). 

Nous verrons également au chapitre TÏI la signification Mécanique de 
1 indétermination d’une décomposition. 
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5. TRANSPORT DES FORCES ET DES MOMENTS 

5.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Nous ferons appel, dans ce paragraphe, à la notion de « système en 
équilibre » qui ne sera délinie mécaniquement, qu’au chapitre 111, mais cette 
notion découle directement d’un sens physique acquis. 

Exemple : Un corps au repos (sans mouvement) constitue un système 
en équilibre. 

5.1 TRANSPORT DES FORCES. 

5.11 Principes. — On peut sans modifier l’équilibre extérieur d’un 
système : 

a) lui ajouter un système de forces en équilibre (par exemple deux 
forces égales et opposées), c’est-à-dire do résultante nulle (évident) ; 

b) transporter une force en un point quelconque de sa ligne d’action ; 

c) transporter une force en un point extérieur h sa ligne d’action, mais 
à condition d’ajouter en ce point un moment de transport, égal au moment 
de la force considérée par rapport à ce nouveau point d’application (propo¬ 
sition démontrée ci-dessous). 


5.12 Démonstration (fig. 20). — Soit un corps en équilibre soumis à 
une force F appliquée en A (fig. 20 a). Appliquons-lui en un point C deux 



Fig. 20. 



forces égales et opposées (fig. 20 b) ce qui ne change rien a son équilibre 
d’après la proposition a) ci-dessus. Les forces F et — F en A et R forment un 
couple de. moment 

M = Frf. 

Remplaçons donc ce système par le moment M. Il reste (fig. 20 c) la 
force F en B et un moment de transport égal au moment de F par rapport 
à B. 
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5.2 TRANSPORT DES MOMENTS. 


s "=■== : s»«tePü»î 

5.3 APPLICATION NUMÉRIQUE. 

j __ 5.31 Données. 

cv—x, . Une jambe d’âtterrisseur ren- 

J^x /c y - '* v trant reçoit au point P (centre do la 

ÆA. - i. - çL - X- - ,,0llG ) 'es efforts suivants (fig. 22) : 

, i un . e f ° rce P=5000 kg contenüe 

dans le plan médian de la roue et 

-'-'Z inclmee de 60 ° sur l’horizontale ; 

£ _ J . u ne force F'=1000 kg dirigée 

I j suivant Taxe de la roue (comno- 

santé de ripage) ; 

un moment //=500 mkg dû au 
freinage de la roue. 

à/ , évaluons les efforts au centre O 

y ( } u Paner d'articulation du train sc- 

s Ion le système d'axes OX, OY oz’ dé¬ 
jà fini par la figure’(OY parallèle à l’axe 

de la roue). 

j efforts comprendront : 

trois composantes de forces 
; I ' , F x F y F z (sens positifs arbi- 

— y*£4k_^ / traires dirigés selon les axes 

L correspondants) ; 

U ^ I . trois moments M x M Y M z (sens 

/ j £/ positifs adoptés selon les flè- 

,Jf / / ches représentées sur la fi- 

i k « / ) y., ^ ure )- 

^ ' i —p- 'J/- — ,r' .. . Les cotes n el d sont données 

j \ (( ^ j** pur la figure (en mm). 

Fig. 22 . 5.32 Solution. 

composantes parallèles aux axes OX et OZ nouJdbtenons 0 - § ^ f ° rCC ' F 6n dew * 

F* = F cos 60° = ~ = 2500 kg (vers l’arrière) 

_ • 

F, = F sin 00° = 1^1 = 4330 kg (vers le haut). 

Transport de F x 

Fl îlgeèj^de oT(dIo°4 e V r ° aUire *“ r ° tati0nS aU ‘° Ur de ° Y (déca ' 

II donne donc : 

force : F x =—F x = —2500 kg. 

j M Yl = F a . • H=2500 1,2 = 3000 mkg 
! M z = F*-d=2500 0,25=625 mkg. ’ 


Moments 
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Transport de F' 

F' donne en O : 

Fv=F'= 1000 kg. 

M Xl = F'H=1000 1,2=1200 mkg. 


Transport de F z 
F. donne en O : 

F z = F 2 =4330 kg. 

Mx, = F z • cl =4330 ■ 0.25 = 1082,5 mkg. 


Transport de /* 

n se transporte directement en 0 en donnant un moment : 
M ï2 =,i= 500 mkg. 


Efforts totaux en O : 

Fx=—2500 kg 
Forces F Y =1000 kg 
( F z =4330 kg. 


j Résultante : F 0 = \/Fx 2 +Fr+ F Z 2 = 
J v Ï0 1 (625 +100 +1875) = 5090 kg 


Moments 


M x = M Xl +Mx 2 = 2282,5 mkg. 
^ M y = M Yi + My, = 3500 mkg 
( M z =625 mkg 


Moment résultant : M 0 = 

\/ Mx 2 4-Mi-~+Mz 2 = 4220 mkg 


6. TRAVAIL ET PUISSANCE ENGENDRÉS 
PAR LES FORCES ET LES MOMENTS 

Nous avons défini aux paragraphes 1.4 et 1.5 les dimensions et unités 
du travail et de la puissance. Nous en donnons ci-dessous quelques cas 
particuliers de calcul avec interprétations graphiques. 

6.1 TRAVAIL DES FORCES. 

Nous considérerons, pour l’étude, deux catégories de cas, selon que les 
forces envisagées se déplacent, ou non, suivant leurs lignes d’action. 

6.11 Travail des forces se déplaçant suivant leurs lignes d’action. — 

Ce cas concerno, par exemple, une force F 
se déplaçant suivant le prolongement de son 
vecteur figuratif (fig. 23 a) ou plus générale¬ 
ment, une force assujettie à rester constam¬ 
ment tangente à la trajectoire de son mouve¬ 
ment (fig. 23 b). 

6.111 Cas d’une force F d’intensité cous 
tante (fig. 24 o). — Par définition, le travail 
développé est égal au produit : force x déplacement, soit : 

Zf =FL. 

Si l’on porte sur un diagramme, en abscisses, les déplacements à 
l’échelle : 1 mm — n mm et en ordonnées les forces à l’échelle 1 mm = 
n kg, on obtient une droite figurant la fonction F = constante (fig. 24 a ).„ 



Fig. 23 
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,> • e “ tr ® deux points A et B du déplacement est représenté par 

1 aire du rectangle hachuré, à l’échelle itpiesemc pai 

1 mm 2 =nrï kgmm. 

Cette aire est bien, en effet, équivalente au produit FL. 



Pic. 24. 


6.112 Cas d’une force d'intensité variable. — Soit une force se dépla¬ 
çant suivant sa ligne d action et dont l’intensité F se représente en fonction 

fiLrP 94 d 7 ? P n^n ment - \ ( °n gU ? U / de . la trajectoire) par la courbe de la 
hgure 2-i b. Dans un intervalle très petit A L où la force peut être considérée 
comme constante et égalé a l’ordonnée moyenne de la courbe F dans cet 
intervalle le travail élémentaire sera représenté par l’aire du rectangle 
correspondant, soit : 6 

A = F AL. 

Le travail entre deux points A et B du déplacement vaudra donc : 

& = 2 "fal. 

A 

On voit ainsi que le travail est donné par Vintégration définie de la 

enttn«/r r ' e ' depla ^ ment i 5 iWr chn P- 8 5 -). Ce travail sera repré 
sente par 1 aire curviligne AaùB (à la môme échelle que ci-dessus). 

seuA7}iZ i0 ^i r P0Ur c< ] nna *t r G !'énergie absorbée par un amortis. 

? on trac ®j d a P rès essais, la courbe des déplace- 

C’S? V a, "f ’T ? U6C - ° n obtient un diagramme selon 

8 9 » J pn»r d îm !? qi i el air ?. hachuree présente l’énergie cherchée, 
on éûh fi? L e r ude du lon <f°nneraent de toutes les machines thermiques, 
on établit des diagrammes des pressions dans le cylindre en fonction de la 
ourse du piston. On obtient ainsi des courbes selon figure 25 a (machine à 
a^ston LeS Pr6SS1 ° nS présentent, à une échelle près, les efforts appliqués 

L aire hachurée figure le travail moteur dans un cycle, à l’échelle 


en posant : 


1 mm 2 = mi'S kgmm. 


échelle des courses : 1 mm=n mm (échelle 


n 


échelle des pressions : 1 mm =??/kg/mm 2 , 

S = surface du piston en mm 2 . 

3° Supposons une force dont. Vint ensilé F croît linéairement en fonction 
de son déplacement L. 
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Elle se représente alors graphiquement selon figure 23 b, par une droite 


d’équation : 


F =KL. 



Fig. 25. 


Le travail développé entre l’origine 0 et un point A du déplacement est 
représenté par l’aire du triangle hachuré, soit : 

<r = 4 - fl= 4- KL> - 

Nous retrouverons cette. propriété en Résistance des matériaux pour 
tous les phénomènes dits élastiques qui sont à la base de cette science. 

6.12 Travail des forces se déplaçant obliquement par rapport à leurs 
lignes d’action. — Ce cas concerne, en général, celui représenté par la 
figure 26 où la force considérée F' est dirigée de façon quelconque par rapport 

à sa trajectoire. - . . 

Si l’on désigne par F la projection de Y' sur la tangente a la trajectoire 
au point considéré, le travail élémentaire au cours d’un déplacement A L 
compté sur la trajectoire est encore donné par : 

A ë =F AL. 

On retrouve ainsi les mêmes formules qu’au paragraphe précédent en 
ayant soin de remplacer la force par sa projection sur la tangente a la tra¬ 
jectoire. 




Explication physique. — Considérons un chariot remorque sur un plan 
incliné (fig. 27). L’effort à fournir (on négligeant les frottements) n est égal 
qu’à la composante / du poids P, parallèle au plan incline, la composante 
normale F étant équilibrée par des actions de contact. 

Le travail à fournir sera donc donné par : 

=/L=PL sin 7 .. 
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mouvement ünftor^ “ déplaçant en 

tante du mouvement r’pst n r?it>a u ’ it \ la vitesse cons- 

temps. D’après la définition du paragraXTl sTtomfi p6 " da ^ ’> n ‘ té de 
■sera donc donnée par la relation : P s ance W développée 

W = FV = travail pendant l’unité de temps. 

On en déduit la relation 


F = 


W 


vitesse P V==80o\m/™-S m / S60 ü " * a ™ n ''°, lnnt horizontalement à une 
est appliquée une 1 11* 4 , to< * nell< ’ 

S)?rr e par i,haice »™ 

w - 


F = 


V 


6.2 TRAVAIL DES MOMENTS. 

6.21 Travail d’un moment tournant autour de son axe de mesure - 

n “^ment M tournant autour de son 
e O est assimilable à un couple de com¬ 
posantes F et - F ayant un liras de lev er 

R tel que (fig. 28). eMer 

M= FR soit F= -M. 

R 

de SV"R èn u ainS i rétude du mouvement 
de M a celle d une force F se déplaçant sui¬ 
vant sa ligne d action. En effet : F reste on 
tout point tangent à sa trajectoire (arc de 

posante 6 ra ^ 0n R) et ,a com ' 

S r ~ F > d0n V e P° lnt d’application 
. ,, reste fix6 > n engendre aucun travail 

court une dlsW 6 rotati0n « ** « autour de son axe, F par- 

AB=AL=RA0 

(avec a* exprimé en radians) et le travail élémentaire vaut : 



A ë =F AL = 


M 

R 


R A(5 = M A» 


tt) Si M csl conslan l> On a donc au bout d’une rotation 0 , 
d'où : ° =m 

rotaJon'exprimé enVTdkns ° 0n *‘“* = intenSité (ie “ '«ornent x angle de 
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courbé représentative du moment tracée en fonction des angles de rotai ion o 
problème analogue à ceux étudiés au paragraphe 6.1 Pour les forces. 

6.22 Travail d’un moment tournant autour d’un axe différent de son 

axe de mesure. — Connue pour les forces, le problème se ramène ou cas 
précédent en considérant seulement la 'projection dv vecteur-moment sur 
l’axe de rota lion. 

6.23 Puissance engendrée par un moment constant en rotation uni= 
forme autour de son axe. — L’angle de rotation du moment INI pendant 
l’unité de temps est mesuré par la vitesse angulaire o> du mouvement (définie 
ci-dessus au § 1.272). 

Le travail correspondant, c’est-à-dire la puissance développée AV a donc 
pour expression : 

W=M-w 

relation d’où l’on tire : 



O) 


Application numérique. — Soit un moteur d avion fournissant une 
puissance utile W u = 1700 eh et entraî¬ 
nant. (par 1 intermédiaire d’un réducteur), 
une hélice qui tourne à un nombre de 
tours : 

N = 1200 tours/minute. 

Le moment (ou couple) transmis à l'hé¬ 
lice vaut : 

M = Wü - 1ÎQ ° ■ — ? !?- = 1018 kgm. 
u> 1200 • 2 «T 

60 

Ce moment sera équilibré sur les atta¬ 
ches du moteur par un couple équivalent el 
de sens inverse. 

Si ces attaches sont distantes de 0.7 m 
par exemple (fig. 29), elles supporteront des 
composantes de couple : 

R = 1218 = 1450 

0,7 0,7 


7. CENTRES DE GRAVITÉ 



7.1 DEFINITION. 

7.11 Centre de gravité d’un corps. — Si l'on soumet un corps pesant à 
une accélération quelconque, on démontre que les forces d’inertie engendrées 
passent toujours par un point caractéristique appelé centre de gravité de ce 
corps, quelles que soient l’orientation et la grandeur de cette accélération L 


1. — Nous utiliserons l’abréviation c. de g. pour désigner le centre de gravité qui 
sera en général indiqué sur les figures par la lettre G. 
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tndu'oidsT^co^. COr m PS eSt d0nc ’ en pa “ r ’ le point d -a PP lica. 

/r^ : % T ° us les poids p, p 2 p :t ... des éléments de vo- 

/ T a ' ,ume 11 ? 1 e ce , cor P s constituent un système de forces 

( U §Ëk par 5 lh ;l es Æ )nfc la résultante, égale en grandeur au 

\ » j -Ww I , ,0lds 1; d éfimt par sa position un lieu du centre 

V ï f>\ gravite. En faisant tourner le corps on obtient 

_L • ( autres lieux dont le point de concours commun 

* ' e . nit la position de G. Cette définition permet de 

voulue le problème de la recherche du centre de 

dp fn'rpp? 77'7 , i ^ r(ll ^ e a un corps revient à celui d’une composition 

de forces parallèles et de même sens. p^uiou 

^épaisseur'constante!* 6 ^ S “ PP ° Sfo dé “ apfe ^ ™ 

nninf 0 5'?« U î- ^ é Ç, l6ment ? ue le centre de gravité d’une surface est le 
application d un système de forces fictives parallèles et de meme 
sens ayant des intensités proportionnelles aux surfaces partielles de chaque 
élément constituant la surface considérée. C aque 

7.2 PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DES CENTRES DE GRAVITE. 

paralM0s > fvoir^Z.4J <! ci 1 -dessus). Ce ** eS ** r&ultantes des de forces 

considèr 5 un axe Quelconque passant par le centre de gravité 
d un coips la somme des moments des masses (ou des poids) des éléments 

VéXmfâiï ^ raPPOTt ^ C6t 6St - qui s’exprime, pa^ 

+m 2 d 2 + m 3 d ■ ■ ■ =0 

s °lf ; • 5 md=0 

memt de “autoef ant C ° mptées Pavement d’un côté de l’axe et négative- 
Pour une surface, on arrive de même à 

S sd =0 

s désignant la surface de chaque élément. 



Le Produit sd s’appelle moment statique de chaque élément de surface 

ï/!! 1 / 0110 dire qU ® 1 U momenl statique d’une surface par rapport à un 
axe quelconque passant par son centre de gravité est nul. ? ? 
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b) Le moment de la masse totale (ou du poids total) d’un corps par 
rapport à un axe quelconque est égal à la somme des moments élémentaires 
par rapport à ce même axe des masses (ou des poids des éléments de volume 
constituant ce corps (fig. 31 b ) 


soit 


m 1 8 1 -i-m,8 2 -i-m 3 S ;i ...=MD 
S mS = MD 


OU 


2 pS=PD. 


Pour une surface, on a de même : 

2 .?8 = SD. 


c) Le centre de gravité d’un corps symétrique est situé dans le plan de 
symétrie, de même celui d’une surface symétrique est situé sur l’axe de 
symétrie (corollaire de la propriété a). En particulier si le corps ou la surface 
possèdent un centre de symétrie, le centre de gravité est confondu avec ce 
centre. 


Exemples : Le centre de gravité d’une sphère ou d’un cercle est au 
centre. 

Le centre de gravité d’un parallélipipède rectangle ou d’un rec¬ 
tangle ou d’un losange est au point de concours des diagonales, etc... 


7.3 RECHERCHE DES CENTRES DE GRAVITE. 

7.31 Méthodes algébriques. — On utilise, pour la recherche des cen¬ 
tres de gravité, la propriété b ci-dessus qui peut s’écrire : 

D = pour les corps 


ou 

D__2 s8 _ p 0Ur j eS surfaces. 

On commencera par décomposer le corps (ou la surface) en éléments 
de volume (ou de surface) dont on connaît la position du centre de gravité : 
(parallélipipèdes, sphères, etc..., pour les corps, ou rectangles, triangles, tra¬ 
pèzes, etc..., pour les surfaces ; voir paragraphe suivant). 

Chacun de ces éléments sera affecté en son centre de gravité propre 
d’une force proportionnelle à son poids (ou à sa surface) . 

Pour un corps ne possédant aucun plan de symétrie, on choisira trois 
axes ou trois plans de référence A,, A., A : > non parallèles entre eux, par rap¬ 
port auxquels on évaluera les sommes de moments statiques partiels ; 
Spô 2 ; Spfi 3 d’où trois distances D x D 2 D, qui définiront les cotes de position 
de G par rapport à ces trois références. 

Pour une surface sans axe de symétrie, on procédera de même par rap 
port à deux axes Ai et A 2 non parallèles. 

Si le corps (ou la surface) possède un plan (ou un axe) de symétrie, on 
connaît un premier lieu de G ce qui élimine une des opérations. 

Remarque. — Les axes de référence peuvent être choisis de façon arbi¬ 
traire. On adoptera donc des axes commodes, constitués par exemple, par 
une arête caractéristique ou une tangente à la forme extérieure du corps ou 
de la surface. 
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de oeÎ5TdS^nfrXw? ntagOTS f enlent d , isposés dans un tableau du modèle 
u-dessous relatif a une surface quelconque (indication de la figure .12). 


SÛT faJrl 


f ' v, w'mon pSes / ^r appp^ri à a, J Par rapport à a* 




Il Totaux.. s 


Fig. 32. 






7-4 centres de GRAVITÉ des surfaces usuelles 

smïssmTM^ 

8 . MOMENTS D’INERTIE 

8.i généralités. 

8.11 Définitions. 

™Z°ents T (lXG ‘ iUe !^^’ sftué^^des^diston^^respectives 6 ?’^^^ 16 ^ Ses 

faZ f:itTSnt~^ S PTOdUitS dBS ~ ^nta^'par ,e 


soit : 


ou encore : 


I =Tn 1 r 1 a +m i r a t +m a r, a ■ 

I =2wr 2 


I = — S ®r* 
iZ 

avec p = poids des éléments de masse. 
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8.112 Moment d'inertie d’une surface. — Par analogie, on désigne 
par moment d’inertie d’une surface, la somme : 

I=S sd- 


où s représente l’aire de chaque élément de surface et d la distance de 
chacun do ces éléments à l’axe considéré. 

8.12 Notion physique des moments d’inertie. — Nous donnerons cette 
nolioh en étudiant deux problèmes classiques de Mécanique qui feront, en 
morne temps, ressortir 1 ' utilité du calcul des moments d inertie des corps. 

8.121. Energie cinétique d’un corps en mouvement de rotation (lig. 113). 

_ Soit un corps de masse M animé d’un mouvement de rotation autour 

d’un axe 0 et soit co la vitesse angulaire de ce mouvement (voir § 1.2/2 et 

fig. 33 )- 

Un élément de masse m situé à une dis¬ 
tance Ti de l’axe 0 aura pour vitesse tangen- 
lielle (voir § 1.273) : 

üx=^i 

De même un élément nu situé à r s aura 
une vitesse 

l> 2 = i.u? , 2 CtC... 

D’après la définition donnée ci-dessus au 
paragraphe 1.43, l’énergie cinétique de cha¬ 
que élément aura pour valeur : 

Elément 1 : f 1 = = 22— m , r x 2 

2 Fie. 33. 

Elément 2 : /..= m„ r,- 

etc... 

L’énergie cinétique du corps dans son mouvement autour de OO' vau¬ 
dra donc 

T^t 1 + t.,+ ...= éÇ. (m,?-, 2 + m 2 r, 2 •••) 

t*’ 

soit : 

ï = —- 2 m r 2 
2 

on d’après la définition ci-dessus : 


T 1 T = 
i = —— i (1) . 


Cette formule est utilisée, en particulier, pour lo calcul de l’énergie em¬ 
magasinée par les volants. 

8.122 Inertie d’un corps sous une impulsion en rotation. 

Accélération angulaire. — Supposons que l’on veuille faire varier la 
vitesse angulaire d’un corps en mouvement de rotation autour d’un certain 
axe 0, ou encore que l’on veuille faire démarrer en rotation autour de cet 



Axa ofe /-oS&r/os? / 







46 


RÉSISTANCE DES .MATÉRIAUX 


Chap. II 


mmmmm 

par accélération anguM re 6 8 ™ 1 ™> ««8»« !>'«* simplement 


tanc^TlS'SL un^ae'Sot ta^în,TeUeV 0 S e di * 


dv rdo> 

y ~ dt = ~ÔT = “ r 


,% erHe quelle de sens opposé à l'impulsion ayant pour 
f=my=m<û'r (fig. 34 ^). 



AC=/r= w 'rnr 2 

r ésJaltTt™ de t0UteS *“ maæeS m du COr P s d ““°™ donc un couple 

C = S AC=o' 5 mr 2 

soil [ ~^T 


DESIGNATION 


MASSE M EN TRANSLATION MASSE EN ROTATION 


Energie cinétique 
Inertie' : 


T = ~ MV2 
F = M y 


T = 2 1 0,2 
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On voit donc que le moment. d’inertie I d’un corps joue dans un mouve¬ 
ment de rotation un rôle analogue à la masse M de ce corps dans un mouve¬ 
ment de translation. 

Il multiplie la vitesse ou l’accélération angulaires de la môme façon que 
la masse multipliait la vitesse ou l’accélération linéaires pour produire dos 
effets analogues. En d’autres termes, la masse résiste aux mouvements de 
translation c’est-à-dire aux forces, et le moment d’inertie résiste aux mou¬ 
vements de rotation, c’est-à-dire aux couples (ou moments). 

8.124 Extension aux moments d’inertie des surfaces. 
avant toute étude de résistance des matériaux, que le para¬ 
mètre entrant en jeu pour l’extension d’un corps est sa 
section S. Le paramètre entrant en jeu pour la rotation de 
ce corps (fléchissement ou torsion par exemple), sera le 
moment d’inertie I de sa section par rapport à l’axe autour 
duquel on veut le faire tourner L 

Il est très utile de se représenter physiquement la « dif¬ 
ficulté de rotation » d’une surface autour de l’axe par rapport 
auquel on évalue le moment d’inertie. On conçoit ainsi que 
le moment d’inertie du rectangle plat de la figure 33 sera plus 
élevé autour de l’axe AA' qu'autour do l’axe W, car on a 
fort bien l’intuition d’une difficulté plus grande pour le faire 
tourner autour du premier axe plutôt qu'autour du second. 

8.13 Dimensions des moments d’inertie. Unités. Fig. 35. 

8.131 Moments d’inertie des corps. — Les dimensions de I découlent 
directement de l’expression de définition 

1=2 mr 2 . 

Equation aux dimensions 

1= ML 2 = massex carré de longueur. 

Dans le système industriel où l’unité do masse aurait pour dimensions 
FT 2 L— 1 (voir Annexe § 10.), le moment d’inertie a donc pour dimensions 
FPL. Ceci conduirait à l’exprimer en kgm.sec®, par exemple. On spé¬ 
cifiera, en pratique, après le nombre trouvé : « unités du système M. K p. S. ». 

8.132 Moments d’inertie des surfaces. 

1=2 sd~. 

Equation aux dimensions 

ï=surfacexcarré de longueur = L 2 L 2 = L 4 . 

Le moment d’inertie; s’exprimera donc en quatrième puissance de lon¬ 
gueur, par exemple en : 

mm 4 , cm 4 , dm 4 etc... 

Relations : 

1 cm 4 --- 10 4 ni m 4 = 10000 mm 4 
1 dm 1 - 10 8 mm 1 ..., etc... 


j _ Les axes envisagés au cours de l’étude des moments d’inortie des surfaces 
seront, sauf spécification contraire, contenus dans le plan de ces surfaces. 


— On conçoit 
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8.14 Rayon de giration. — Au lieu d écrire I 
corps sous In tonne : 


Clinp. Il 

e moment d’inertie d’un 


écrivons-le sous la forme : 


I=2mr 2 


I = Mp 2 


*“• du ^ “-i la 


soit : 


9 M 


p= JL. 

V M 


7 Ce . tte 7 dlst ance appelée rayon de giration est donc le bras de levier fictif 
a bout duquel il faudraU appliquer toute la masse du corps pour retrou^i 
h meme manient d’rnerlie par rapport à l’axe considéré. ' retrouve, 

U defmit de meme Ie ra y° n de Ovation d’une surface par l’expression : 

p = % / JL 

_V_s 

rJ fi . gU ï égaleme . nt ltt longueur du bras de levier au bout duquel toute la 

» d “ - 

en «3** tongue”°" Vex P tbaen *>nc 

port à^uTaxt ébnné e égal1f?ll S Zrl'f" 11 " T ™ P ' 

Mon par rapport au même axe vaut ’ so ” ra ^ on de &™- 

p= \ —7— = v'ïeÔÔ = 40 ram. 

* J to 

girata’soSt^ n' dZTttîto 

rabuXéftLo Permettent 'I e mair exactement taxe auquel ellefse 

5Uiv ™ ]es ^ <<* p 

l’a JZ’. Ple ■’ = “ 0I1¥nt d ’ in6rtie 0” rayon de giration autour' de 

8 -2 PRODUITS D’INERTIE. 

Avant d aborder l’étude des propriétés des moments d’inertie il 

ppeléis! t,: r e r ,a n ° ii0n • :autres ^nndeurs de mêmes dimensions 
1 pc le es pi admis d inertie » ou encore « moments centrifuges ... 

par nrodi,it D dW,ffi nS ‘ “ Pou \ un corps, on définit d’une façon générale 
1 Produit cl mertie par rapport aux plans xOz et zOy la somme (fig. 36 a ) 

K=2 mxy 

maSS6 ^ “ C ° rpS d ° * * V Par rapport 
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On définirait de même en associant deux à deux les plans de coordon¬ 
nées, les produits d’inertie 

1 K'=2 rnyz et K"=2 mxz 


Pour une surface plane, on définit d'une façon analogue le produit 
d’inertie K relatif à deux axes rectangulaires Ox et Oy, par la somme de 
produits élémentaires : 

K=2 sxy (fig. 36 b) 


où .s- représente toujours l’aire d’un élément de surface, de coordonnées x 
et y \ 

/t 





8.22 Propriété particulière aux surfaces planes symétriques orientées 
parallèlement à l’un des axes de référence. — Cette propriété s’énonce ainsi: 

Le produit d’inertie d’une surface plane symétrique, par rapport h deux 
axes Ox et 0 y donl l'un est parallèle à l’axe de symétrie, est. égal au produit 
de l’aire totale de la surface par les coordonnées Xi et y, du centre de gravité 
de cetto surface, soit (fig. 36 c) : 

K=S 

Si l’un des axes Ox ou 0 y passe par le centre de gravité de la surface, 
on a 

x. ou y, nul 

d’où : 

K =0. 

8.23 Produit d’inertie d’un rectangle incliné par rapport aux axes de 
référence. — Soit un rectangle de base b et de hauteur h (fig. 37) incliné d’un 
angle x par rapport à l’axe Ox, cet angle étant relatif à la dimension h et 
compté positivement dans le sens trigonornéInique (voir chapitre I, § 1.2). 

On démontre que le produit d’inertie * 

K = 2 sxy 

de cette figure a pour expression : 

K = S {x,y 1 + sin 2 a) 
avec. S — surface du rectangle = bh, 


1 . — Comme nous l’avons indiqué ci-dessus, les produits d'inertie sont des gran¬ 
deurs de mêmes dimensions que les moments d’inertie. Ils seront donc mesurés en 
utilisant les mêmes unités, 


P. Vallat. 


Résistance des Matériaux. 


4 



RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


JU RESISTANCE DES MATÉRIAUX Cliap. Il 

X, et y l = coordonnées du centre de gravité do ce rectangle comptées 
positivement dans le sens des axes. 

Remarque : On voit aisément dans cette formule que si a est égal à un 
multiple de %, c est-à-dire si l’un des côtés du rectangle est parallèle ci Ox 
on a bien lv=S • x t ■ y 1 selon le paragraphe précédent. 


8.21 Calcul pratique des produits d’inertie des surfaces planes. _Le 

moyen le plus simple consiste à décomposer la ligure en rectangles de côtés 
paia c es eux axes <1 dont I assemblage reproduit au plus près le contour 
J eel de la surlace étudiée (voir lig. 38). 

q ««° n , a PP ll( ï ue P our chacun de ces rectangles la formule du paragraphe 
8.12 et la somme des valeurs partielles donne le produit d’inertie cherché. 

Remarques. — a) Pour des sections d’épaisseurs minces, il peut être 
avantageux d envisager des rectangles inclinés (formule § 8.23). 

6) Les ordonnées x, et y, pouvant être négatives l’une ou l’autre selon 
1 emplacement de G par rapport aux axes de coordonnées, le résultat veut 
rire dé signé négatif, ce qui constitue à ce sujet une différence avec les mo¬ 
ment d inertie qui sont toujours exprimés par des valeurs positives. 

, ., C '\,? n trouvera Planche 4 une application numérique du calcul des pro¬ 
duits d inertie (voir § 9.2 ci-après). 



8.3 PROPRIETES PRINCIPALES DES MOMENTS D’INERTIE. 

8.30 Remarque préliminaire. — Dans un but de simplification, nous 
ne donnerons J énoncé de ces propriétés que dans le cas des surfaces planes 
(inerties de surlaces). Dans le cas des corps (inerties de masse), il suffirait 
généralement de remplacer les termes « surfaces » par les termes « masses ». 

8.31 Relation entre les moments d’inertie et rayons de giration éva= 

lués par rapport à des axes parallèles dont l’un passe par le centre de gravité 
de la surface. & 

Moments d'inertie. — Cette relation s’exprime ainsi : 

« Le moment d’inertie d’une surface par rapport à un axe quelconque 
est égal au moment d’inertie de cette surface par rapport à un axe parallèle, 
au premier et passant par le centre, de gravité, augmenté du produit de l’aire 
de la surface par le carré de la distance entre les axes. » Soit (fig. 39) : 








PROPRIÉTÉS DES AXES PRINCIPAUX d’i.NERTIE 


tl 


Le terme \; x , s’appelle encore inertie propre de la surface autour cï’uii 
axe parallèle à xx' et le terme S d- inertie de transport de la surface par 
rapport à xx'. 

Inversement, on a la relation : 

W=I XX '-S d 2 (2) 


inertie propre = inertie totale — inertie de transport. 

Payons de giration. — En désignant par ?*x" et p a J les rayons de gira¬ 
tion relatifs aux axes précédents, on obtient immédiatement d’après la 
relation (1) : 

• • Sp^'.+Sd 2 

Soit P 2 xx = p 2 xx' 4- (l 2 

d’oïl pxx= K /p\- x ’+æ. (3) 







8.32 Relation entre les moments d’inertie évalués par rapport à des 
systèmes d’axes rectangulaires issus du centre de gravité. — Cette relation 
s’énonce ainsi : 

La somme des moments d’inertie relatifs à tout système de deux axes 
rectangulaires issus du centre de gravité d’une surface est constante. 

Soit, en effet (fîg. 40), deux systèmes d’axes rectangulaires Gx, Gy et 
Gu, Gu issus du centre de gravité : 


Or 

donc 

d’où 


I* + 1„ = 2,sx 2 +’Zsy 2 ='Zs(x 2 +y 2 ) 
x 2 + y 2 = r 2 — u 2 + v 2 
2s(x 2 + y~) — Ss(u 2 + v 2 ) 

Iæ+tjl = I« + Io. 


(4) 


8.33 Relation entre les moments d’inertie autour d’axes rectangulaires 
issus du centre de gravité et le momept d’inertie autour d’un axe quelconque 
passant par le centre de gravité (Gg. 41). — En désignant par a l’angle de 
l’axe quelconque Gu avec l’axe Gæ du système 
d’axes rectangulaires quelconques Gx, G y issu de 
G, cette relation s’exprime par l’équation suivante 
qui résulte d’un «' changement de coordonnées » 
classique : 


I„ = L cos x+'Itf sin 3 a—K sin 2a 


Dans cette relation, K représente le produit 
d’inertie de la surface considérée par rapport au / 
système d’axes Gx, G y, soit 

K=^sxy (Voir paragr. précédent). 



Fia. 41. 
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8.4 AXES PRINCIPAUX D'INERTIE DES SURFACES PLANES. 

8.41 Définition. — L’équation (5) ci-dessus^ permet d’étudier le mo¬ 
ment d’inertie lu en fonction de l’angle a d’orientation de l’axe u. 

Il est intéressant; en particulier, de voir si la fonction I„ = /(<*) qu’elle 
détermine présente un maximum ou un minimum. Pour cela, cherchons la 
dérivée de I u par rapport à a. On obtient J 



soit -L" = — l x sin 2 a +'I„ sin 2a—2 K cos 2a 

d a 

= sin 2x (Ij,—la)—2 K cos 2a 
Cette dérivée s’annule pour 

2 K cos 2 a—sin 2.x (!„—!*) 


soit, 


2 K = 


sin 2a 
cos 2 a 


(I„—I«) = lg 2 a (T„—T x ) 


c'est-à-dire 



La tangente d'un angle 2a variant de 0 à 360° reprend deux fois la 
même valeur pour deux angles et * + 2«, différant de 180° (voir chapi¬ 
tre I, § 1.6). On aura donc quatre angles : a,, H-*,), (- + a,) cl -f- a , J 

satisfaisant à la relation (6) ci-dessus. 

Les quatre angles définissent deux axes rectangulaires caractéristiques 
de la surface, par rapport auxquels les moments d'inertie sou!, respective¬ 
ment maximum et minimum, (fig. 42). 



Fig. 42. Fig. 43. 


Les axes sont appelés axes principaux d’inertie de la surface considérée. 
Ils jouent un rôle important en Résistance des matériaux. Les valeurs des 
moments d inertie I mas. et 1 min. qu’ils déterminent sont données, après 
remplacement de a par sa valeur a, dans l’équation (5) par la relation : 

Liai ou I uiin = — - ( L + L/ ± — — ^ — (7) 

2 \ cos 2a 


l. — Voir chapitre I, § 4. 
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Ces valeurs extrêmes sont appelées : moments d’inertie principaux de la 
surface 1 . 


8.42 Propriétés des axes principaux d’inertie des surfaces planes. 

a) D’après la relation (4) ci-dessus, les axes principaux étant normaux 
entre eux, on a évidemment (lig. 42) 

Itu&x + Imin = T æ -f !(, = Iu + Tu 


b) Le produit d’inertie d’une surface est nul par rapport à ses axes 
principaux. 


Kxy = 0. 


La relation (o) ci-dessus donne donc par rapport à ces axes : 


= COS 2 a + I,nin SU1 2 7. 


( 8 ) 


■ tt désignant, cette fois, Vangle de l'axe central quelconque Lu arec l axe 

principal d’inertie maximum. _ . 

Cette relation permet donc le calcul facile de I« connaissant les mo¬ 
ments d’inertie principaux. 

c) Quand une surface possède un axe de symétrie , cet axe est confondu 
avec l’un des axes principaux d’inertie. 

Exemples : Profilé en U : normale au milieu de l'âme ; cornière à ailes 
égales : bissectrice de l’angle d’ouverture. 

Quand une surface possède deux axes de symétrie (donc perpendicu¬ 
laires), ils sont tous deux confondus avec les axes principaux d inertie. 

Exemples : Les axes principaux d’inertie d’un rectangle sont confondus 
avec ses médianes, ceux d’un losange avec ses diagonales, ceux d une ellipse 
avec ses axes, etc... 

d) Quand une surface possède un centre de symétrie , tous les axes issus 
de G (qui est confondu avec ce centre de symétrie) sont, axes principaux 
d"inertie, ce qui veut dire que I a la même valeur autour de tous ces axes. 

Exemples : Cercle, carré, triangle équilatéral, hexagone régulier et, 
d’une façon générale, toutes les figures polygonales régulières inscrites. 


8.43 Sens physique des axes principaux d’inertie. — Considérons la 
cornière représentée, figure 43. Il est. assez, commode de sc rendre compte en 
essayant, par la pensée, de la faire tourner autour des différents axes indi¬ 
qués, qu’elle offrira une résistance minimum à ce mouvement, autoui (le 
y Y' et une résistance maximum autour de XXL 

Ces axes sont respectivement ceux de I min. et I max. 


8.5 NOTIONS SUR L’ELLIPSE D’INERTIE ET LE CERCLE D'INERTIE 
DES SURFACES PLANES. 

8.51 Ellipse centrale d’inertie. — Les axes principaux d’inertie défi¬ 
nissent deux rayons de giration principaux d’une surface : 

Pm et P*n = \/-f- 


1 — On définit de même pour un corps (inerties de masses) trois axes principaux 
d’inertie et trois moments d’inertie principaux. 






U 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 



Fig. 44. 


UES MATERIAUX Ghap II 

, rrn J :" L ai . S , ant apparaître les rayons de giration dans l’équation (7) du para- 
- graphe 8.rl, on constate analytiquement qu’ils peuvent être représentés 
aIW? r f stan( ? es existant entre le centre de gravité G et les tangentes à une 
GB P = S p min e (lig e îi) d#m, “*“ d ““ ° A = ' et de deS® ïï? 

Cette propriété définit l’ellipse centrale d’inertie d’une surface oui figure 
ainsi une représentation géométrique des rayons de giration, donc des ra- 
caiiees des moments d inertie, de cette surface autour d’axes quel¬ 
conques issus de son centre de gra¬ 
vité. 

Ainsi (fig. 44 ) le rayon do gira- 
tion j x autour de Gx est obtenu par 
les distances entre les tangentes à 
1 ellipse centrale parallèles à Gæ et le 
centre de gravité G. 

Remarques. — a) Les points de 
contact de ces tangentes définissent 
le diamètre conjugué au diamètre 
Gx de l’ellipse. Le rayon de giration 
autour d un axe diamétral est donc 
donné (à l’échelle du tracé) par la 
demi-projection sur une normale à 
eet. axe de son diamètre conjugué ; 

b) L’ellipse d’inertie est évidem¬ 
ment orientée suivant les axes de sy- 

puisque ceux-ci sont axes principaux d'WiE* ?8Ur68 0n p0ssèdent 

l'elIipie P d“neX f d^LTfn ceri Un (carré - cercle ' etc ->. 

vantl 0 L“prSfe° Ur ” diri B° 

8 ;°“ Cercle d’inertie. — L’ellipse d’inertie est de construction assez 

des' C mnl v imp ™ cl ?f ’ ° n lui préfère industriellement, pour la résolution 
des probïemes de changement d’axes d’inertie, une construction plus com 

nHéf é^r 6 - Sur V ro P nêtés de lieux géométriques (et non sur des pro¬ 
priétés physiques) qui s’appelle : cercle d’inertie P 

catostumlri q uT trUCti ° n ^ n ™ S UtiIiserMS ci -“P rès p ° ar *» appü- 

svméMa L ** principaux d'inertie d’une section dis- 

symétrique. — Soient deux axes rectangulaires quelconques Gar et Gu naq 

=r tas f-w^ÆK’irsî sLfêf 

A une certaine « eclielle des inerties » (1 mm = n mm' nnr ovomnlpl 
portons sur O», GA = I„ et AB = I, « traçons le cercle de diamètre GB ^rf 
nnO' P° UI centre Elevons en A une perpendiculaire Ail = K (sens 

àT'écheltâdopL lte H ° détermine un diamètre ED sur loq»êï on a. 

EH =I max. et ÏÏD = I min. 

on ioLnfn^^^^ s’obtient directement 

sur figure 1 tLdij L angle * des démonstrations précédentes est indiqué 











moment d’inertie relatif à l’autre axe principal puis à lui-même, par exem¬ 
ple (fîg. 46) GA = I max et AB = l„ lin sur l’axe de I mln . On obtient ainsi le cercle 
de diamètre GB = I innï + l„ lin qui a pour centre le point O. 

Soit à déterminer les moments d’inertie autour d’axes rectangulaires 
quelconques Gu et Gu. 

En élevant la perpendiculaire AIT au diamètre ED intercepté par res 
axes, on obtient à l’échelle : 

HD=I„ EH=I, ; . 

On trouve également 

AH = K OB (produit d’inertie relatif à Gu et Gv) 

et la direction Gui du diamètre conjugé à Gît dans l’ellipse centrale d’inertie 
(même construction pour Gu en joignant EA et l’extrémité de la corde cor¬ 
respondante, à G). 

8.6 MOMENTS D'INERTIE POLAIRES DES SURFACES. 

8.6.1 Définition. — On désigne par moment d’inertie polaire 
d’une surface S, par rapport à un point 0 du 
plan de cette surface, la somme des produits de 
lous les éléments s de cette surface, par le carré 
de leurs distances r au point 0 

*0 = s sr s . (fig. 47) 

On voit, par cette définition, que le moment, 
ti inertie polaire d’une surface, n’est autre chose 
que son moment d’inertie par rapport à un axe 
particulier normal au plan de celle surface qu’il 
rencontre au point O considéré. 

On définit de même qu’au paragraphe 8.14 un rayon de giration polaire 
de la surface, autour de 0. 

8.62 Propriété principale. -— Envisageons lin système d’axes rectan¬ 
gulaires quelconques Qx et O y issus du point 0 et contenus dans le plan de 
la surface. 
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d’où 

soit, 


On a (fig. 47) 
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r- = x 2 4 y- 
5 s?- 2 =5 SX' + ^SIJ- 


Ghap. II 


h + I„. 


donné^est* éââl ^ P ° ,aire d ’ une «*mr d'un point 

I : jal a , somme de scs moments d’inertie autour de (leur a ras 
rectangulaires quelconques passant par ce point 

‘S-'KS.wast 

tral I L6 Da?m B e ™ltl mertie , pol Tf sonl relife au moment d’inertie «en- 
'• pai une ielation analogue a la relation (I) (§ 8.31), soit • 


tu=Ia + S d 2 


dans laquelle d = distance GO. 
che l° iT ïaIeUrS “ SU6lleS <les moments ^'inertie polaires des surfaces, Plan- 

8.7 MODULES D’INERTIE DES SURFACES. 

0l ! désigne P tir module d’inertie en un point A d’une surface S rmr 

Æ :zz du pif/à’rS Ju —* d ' inJtie 

Module d’inertie de A par rapport à xx’ = (fig. 48). 

Nous verrons ultérieurement au cours de l’étude de la [brian rf d* b, 

extriW^d ' eSt c °“ mode de d6finir pour une section donnée les valeurs 
extrêmes de ce module appelées modules de section : 


valeur minimum 
valeur maximum 


- = (-1 H" 

^ I V „UIX \ V I y.r 


I 


XX' 


■ nuis 

t.r.r 
l ii in 


I 


niax 



On définit de même des modules 
d inertie polaires ~ appelés encore mo¬ 
dules cle torsion par analogie avec les 
premiers que l’on désigne souvent par 
modules de flexion. 

il est aisé de voir que ces gran- 
, deurs ont pour dimension : 

r = L ' 

de Gi ™'— 
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Nous y avons également fait apparaître les moments d'inertie polaires 
centraux 1,, quand ceux-ci donnaient lieu à des expressions commodes. 

Toutes ces valeurs se déterminent par des intégrations- sim-ples résul¬ 
tant de la définition des moments d’inertie. 

Il est très utile de retenir de mémoire les expressions relatives aux 
rectangles et aux cercles pleins ou creux qui sont les plus utilisées 

8.9 CALCUL PRATIQUE DES MOMENTS D’INERTIE DES SURFACES 
PLANES QUELCONQUES. 

8.91 Principe. — Ce principe repose essentiellement sur la pro¬ 
priété énoncée au paragraphe 8.111 ci-dessus : On décompose la surlace (ou 
section) étudiée en ligures simples dont on connaît la position du c-enlrc de 
gravité et l’expression des moments d'inertie propres I,, autour d’axes 
passant par ces centres de gravité et parallèles aux axes autour desquels on 
a à évaluer les moments d’inertie de la section (ces expressions seront 
déduites des tableaux, Planche 2). 

Cette décomposition en éléments étant arbitraire, on l’effectuera de la 
façon la plus pratique pour les calculs (voir ci-après). La juxtaposition de 
res éléments doit, reproduire au plus près le contour de la figure étudiée. 

On effectue ensuite les inerties de transport de ces éléments 

U-sd- (Voir § 8.31). 

La somme des inerties propres + inerties de transport donnera le 
résultat cherché : 



8.92 Disposition des calculs. — Le problème le plus fréquent en Résis¬ 
tance des matériaux est celui du calcul des moments d’inertie des sections 
autour d’axes passant par leurs centres de gravité. 

Le problème se trouve donc combiné avec celui d’une recherche des 
centres de gravité des sections étudiées, dans le cas général où ces centres 
de gravité ne sont pas directement déterminés par des considérations de 
double symétrie (centres de symétrie confondus avec les centres de gravité). 

Les calculs seront alors avantageusement groupés dans des tableaux 
du genre de ceux figurant dans les applications numériques données au 
paragraphe suivant (Planches 3 et 4). 

Quand le centre de gravité est connu, la première partie du tableau est 
à éliminer. 

Nota. — Pour les sections composées de profilés standard (cornières, U, 
i, etc...), on aura avantage à « isoler en bloc » ces profilés dont les carac¬ 
téristiques propres de résistance (s et Ip) sont données par les tableaux stan¬ 
dard (ou curseurs) en usage courant dans les bureaux d’études (voir appli¬ 
cation n° 1, Planche 3). 

8.93 Calculs graphiques. — Nous donnerons au chapitre IV (Statique 
graphique) des méthodes permettant une résolution entièrement graphique 
des problèmes de recherche des moments d’inertie. Ces méthodes sont a 
conseiller dans le cas du sections compliquées. 


1. — Quand les axes d’inertie considérés sont des axes principaux, nous les avons 
affectés de lettres majuscules. Les modules d'inertie n’ont été donnés que relativement 
à ces axes principaux. 
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9.« APPLICATIONS numériques 

mommts d ’ inmü et P”™ - 

M APPLICATION N° 1 (Planche 3). 

Les calculs sont groupes dans un même tableau. 

standard* doutées w If figure ^ 

9.2 APPLICATION N*> 2 (Pi anc he4). 

symétrique (striure “«T?* *" 

déterminés en utilisant In formula rioL ' S de ? e '\ 1 «ctangles inclines sont 
a u 

10. ANNEXE : SYSTÈMES D’UNITÉS 

î£^3^&‘ , î«sï 

10.1 GÉNÉRALITÉS. 

dantet SÎT! 

theone, être choisies arbitrairpmont i „ -,, M U1 peuvent d ailleurs, en 

l ÂZSt eurs ***•■ ^î*ÆC£.t 

Los trois systèmes les plus utilisés sont : 

îe S sl1uZ h r d l siT 'f (^.système transitoire courant), 
le qÆfjolV^S^ priDClpal6ment en électricité). 

10.2 SYSTÈME INDUSTRIEL 

cet ouvrage! SyStèm6 d ’ UDités *“ nOTS aTOns exclusivement utilisé dans 

^■‘s'J Æîsgaiaai: *“* *- » -■ 

tème M. Kp. T?” (mètre küocramme-nn'ids désign "' Je système industriel par « sys- 
K. S. , C« te «A. SSEt* • urTsy-stème 










SYSTÈMES D’UNITÉS 
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— unité de longueur : le mètre, 

— unité de force (ou poids) : le kilogramme (ou kg) : action de lu 
pesanteur à Paris, sur le kilogramme étalon (lingot déposé au Bureau 

International des poids et mesures),. 

— unité de temps : la seconde. 

Ges grandeurs fondamentales ne.comportent donc pas d’unité de masse. 
La masse constitue, dans le système industriel, une grandeur dérivée dont 
l’unité ne porte pas d’appellation particulière. 

Cette unité de masse (qu’il est impropre de désigner par kg-masse) 
correspond à la masse d’un corps à qui une force d’un kilogramme donne 
l’accélération unité : c’est donc la masse d’un corps pesant 9,81 kilo¬ 
grammes à Paris (Voir note 1 ci-dessous). 

C’est pourquoi, pour chiffrer la masse d’un corps dans ce système, il 
convient de diviser son poids P par l’accélération g de la pesanteur 1 . 

La valeur ainsi trouvée peut, par homogénéité 2 , se désigner en 
kg sec 2 /m.Notons que les masses spécifiques se. désigneraient en kg sec 2 /m". 

On .constate immédiatement la lacune théorique du système industriel 
dans lequel la définition de l’unité fondamentale de force est obligée de 
l'aire appel à un lieu géographique bien déterminé. 

Rappelons que les principales unités dérivées du système industriel 
sont : 

— unités do travail (ou énergie ou forco vive) ou de moments des forces : 

le kilogrammètre (kgm) et ses multiples ou sous-multiples (tm, mmkg... 
etc.) Mentionnons ' également le cheval-heure (,ch-h) qui vaut 
75 x (iO 2 = 27-10 4 kgm. 

— unités de puissance : le kilogrammètre par seconde (kgm/sec.), le Poncelet 

qui vaut 100 kgm/sec. (unité peu utilisée en pratique) et le cheval-vapeur 
(ch), qui vaut 75 kgm/sec (unité peu différente du Horse-Power anglais 
(H. P.) qui vaut 76,041 kgm/sec ). 

— unités de pression (ou de fatigue, contrainte, ou tension ) : le kilogramme 

par m- (kg/m 2 ) ou ses multiples tels que : kg/cm 2 , kg/mm 3 . On emploie 
également Vatmosphère qui vaut 1,033 kg/cm 2 . 

10.3 SYSTEME C.G.S. 

Les unités des trois grandeurs fondamentales de ce système (dont la 
création remonte à 1861) sont : 

— unité do longueur : lo centimètre (cm), 

— unité de masse (et non do poids) : le gramme (g ), millième partie 
de la masse du lingot, kilogramme-étalon. 

— unité de temps : la seconde. 

Les principales unités des grandeurs dérivées sont : 

— unité de force ou de poids : la dyne (dy) force qui, appliquée à une 
masse de 1 g procure à cette masse une accélération de I m/sec-. 
•Une mégadyne (Md y) = 10 6 dynes. 


d’unités comportant la grandeur fondamentale masse, avec comme unité le kilogramme. 
Ce système s’apparenterait directement aux systèmes C. G. S. ou M. T. S. (Voir ci- 
après). 

1. — L’accélération g de la pesanteur (en m/sec2) varie, au niveau de la mer, de 
9,781 au pôle à 9,831 à l’équateur. Sa variation avec l’altitude est de — 0,003 m/sec® par 
kilomètre de hauteur. La valeur précise de g à Paris (définition du kg-poids) est de 
9.80665 m/secs. On admet généralement g = 9,81 m/sec 2 comme valeur pratique. 

2. — Dans le système industriel, l’équation aux dimensions de la masse est : 

L/T* =FT2L- '- 
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— unité de travail : l'erg (travail produit par une force de 1 dyne dont le 

point d’application décrit 1 cm dans sa direction). Cette unité étant 
très petite on emploie également le joule (J) qui vaut 10 7 ergs. 

— unité de puissance : l’unité directe (erg/sec.) n’a pas de désignation 
particulière. On utilise le watt (W) qui vaut 10 7 ergs/sec, c’est-à-dire 
1 joule/sec. 

— unité de pression : la barge qui vaut 1 dyne par cm 2 . Une méqabarue - 

10 6 baryes. 

— Mentionnons que les principales unités électromagnétiques (intensité, 

résistance, potentiel) se rattachent à ce système. 


10.4 SYSTEME LEGAL M.T.S. 

Ce système, dont 1 application est légalement obligatoire en France 
depuis 1919, repose sur les mêmes grandeurs fondamentales que le système 
G G.S., c.’est-à-diie sur les trois grandeurs indépendantes : longueur,' masse 
et temps. Il ne diffère de ce système que par le choix des unités de ces gran¬ 
deurs fondamentales '. Ces unités sont : 

— unité de longueur : le mètre (soit, donc 100 unités C.G.S.), 

unité de masse (et non de poids) la tonne (l) égale à mille fois 
la masse du lingot kilogramme-étalon (soit donc lü" unités G.G.S.), 

— unité de temps : la seconde (comme pour le système G.G.S.). 


Les principales unités des grandeurs dérivées sont : 

"" UJI , i , t 1 !± T de V ° id \ : \ sthèm ( sn )> force appliquée à une 

masse de 1 t, procure a cette masse une accélération de 1 m/sec 2 
(l sn = 10 dynes) Un centisthène (csn) = 10-* sn = 10« dynes = l mégadvne. 

— unité de travail : le kilojoule (k.T), travail engendré par une force de 

7, , S t “ ont le point d’application décrit 1 m dans sa direction 
(l k.) = 10 3 J = 10 10 ergs). 


unité de puissance le kilowatt (kW) égal à 1 kj/sec (1 kw = 10 3 W). 

unité de pression : la piété (pz) qui vaut 1 sn/m* (soit 10' baryes). 
Ce.te unité étant petite, on emploie surtout ses multiples tels que : 
heclopieze (1 hpz = 100 pz), ou la myriapièze (1 mapz=10 6 pz). 

Pour la mesure des pressions atmosphériques, on emploie également le 
= 10ïarye^r ^ heC ‘° Piè2e !l milIibar ( mB ) = 1 décipièze (dpz) 

iA S? Ü ° nn ° ns , <ï ue le système M. T. S. comporte une unité légale de quan- 
riL if- me qU1 t -f St ,a , thermie G th = l° 3 grandes calories = 

unftés é.eeïrolg P n 1ürués 16S) ’ “ ™ 


10.5 TABLEAU DE CORRESPONDANCE. 

• donn t ons ’ ci ‘ a P;t s - tableau indiquant les principales relations 
\r t' en’ nt Gntre 6S unites , du système industriel et celles du système légal 
K lit I 1 16, narquem que la correspondance avec le système C.G.S. s’éta- 
lit dnectement a 1 aide des relations entre ce système et le système M T S 

données au paragraphe 4. ci-dessus. y 

Ce tableau est établi en partant des unités industrielles et en utilisant 
la valeur courante g = 9,81 m/sec 2 . 

Afin d éviter une confusion, nous avons écrit en italique les unités de 


du système^ qUe 





















SYSTÈMES 


D 


UNITES 


TABLEAU DE CORRESPONDANCE ENTRE SYSTEME INDUSTRIEL 
ET SYSTEME M. T. S. 


Grandeur 

étudiée 

Unité du 

système industriel 
(ou système 
transitoire 

M Kp. S.) 

Valeur en 
unités M.T.S. 

(avec g = 

Relations 

remarquables 

9,81 m/sec2) 

Relations 
approchées 
( pour usage 
mnémotechnique) 

Masse 

1 unité industrielle 
( 1 kg sec 2 /m 

0.00981 tonne 

1 kg see 2 /m=9,81 kg 


Masse spécifique 

1 unité industrielle 
O kg sec2/m*) 

0,00981 tonne/m* 



Force 

(ou poids) 

kilogramme (kg) 

0,00981 slllêne 

1 kg = 0.981 esn 

1 t =9.81 sn 

1 kg = 1 esn 

1 * = 1 dasn 

Travail 

(ou énergie, force 
vive, ou moment 
des forces) 

kilogrammètra 
(kgm ) 

0,00981 kilojoule 

1 kJ =101.94 kgm. 

1 kgm = 9,81 J. 

1 kJ. = 100 kgm 
l kgm = 10 J 

1 mmkg-1 mm. esn. 

cheval-heure 
(27 ■ 10 >kgm) 

2650 kilojoules 

1 ch/ h = 0,736 kW/h 


Puissance 

kilogrammètre 
par seconde 
(kgm/ser. ) 

0,00981 kilowatt 

1 kW = 101.94 kgm/sec 

l kW = 100 kgm/sec 

Poncelet 
(100 Kgm/sec) 

0,981 kilowatt 

1 kW = 1,0194 Poncelet 

1 kW = 1 Poncelet 

cheval-vapeur (ch) 
(75 kgm/sec ) 

0.736 kilowatt 

1 kW = 1.3G ch 

i ch = 3 kW 

Pression 
(ou contrainte) 

kilog par 

(kg/.Tl 2 ) 

0.00981 pièze 

1 kg On 2 = 0,931 cpz 

1 kg 'm 2 = 1 cpz 

kilog par cm 2 
(kg/cm 2 ) 

98, f pièzes 

1 kg /cm 2 = 0,981 hpz 

1 kg'cm 2 = 1 hpz 

kilog par mm 2 
(kg/mm=) 

9810 pièzes 

1 kg/mm 2 = 0,981 mapz 

1 kg/mm 2 = 1 mapz 

atmosphère 
(1,033 kg/cm 2 ) 

101.3 pièzes 

1 atm = 1.013 hpz 
= 1,013 Bar 

1 atm. = 1 hpz 
= 1 Bar 


TABLEAU DES MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES DECIMAUX 


Paissance de 10 
par laquelle est multip'iée 
l’unité 


106 ou 

1 000 

000 

105 

100 

000 

m 

10 

000 

103 

1 

000 

102 


100 

101 


10 

10» 


1 

10-1 


0, 1 

10-2 


0. 01 

10-4 


0. 000 

10-3 


0. 001 

10-5 


0, 000 

10-6 


0,000 


Préfixe à mettre 
avant le nom 
de l'unité 


méga 

hectokilo 

myria 

kilo 

hrcto 

déca 

déci 

centi 

milli 

décimilli 

centimllli 

micro 


Symbole à mettre 
avant celui 
de l’unité 


M 

hk 

ma 

k 

h 

da 


m 

dm 

cm 

U. 
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a . ssæ ,s,s; , < s” ( i^swa &•'-**> ■- 

sous-multiples décimaux k unités dulystfmT 

10.6 REMARQUE. 

forme d’un exemple^oncret *: ^ ' eponse a Objection suivante, posée sous 
«on poids Vu n sa a masse' n J " aV1 ° n d6 20 tonnes >J ’ lo nombre 20 désigne-t-ii 

/ All ?0.OOO ■ • l -81 ~-’ U> en unités t. séc 2 /m 

1 MT = 20i0 en unités kg sec 2 /m). 

b) Si l’on utilise le système MT «5 i„ 

âO tonnes et son poids se Mesure én sthènes n?r U™! d U1 S TOas5e de 
196,2 sn. ua btij enes, par la valeur : 20 x 9,81 = 

(Nous avons admis, implicitement, la valeur courante „. m m/aec% 















CHAPITRE III 


ÉQUILIBRE STATIQUE DES SYSTÈMES 


1. GÉNÉRALITÉS 

1.1 DEFINITION. 

On dit qu'un système matériel est en équilibre statique extérieur quand 
l’ensemble des actions extérieures qui lui sont appliquées est équivalent à 
zéro, c’est-à-dire n’engendre aucune accélération à ce système. C’est le cas 
des corps au repos ou en mouvement uniforme. 

1.2 ACTIONS ET REACTIONS. 

L’expression « ensemble des actions extérieures » employée dans la 
définition ci-dessus demande à être précisée. 

Cet ensemble comprend : 

— les actions extérieures proprement dites, communément appelées 
forces appliquées au système ; 

— les actions de contact ou réactions que ce système reçoit des systè¬ 
mes voisins pour conserver son équilibre. 

Exemples. — Un objet placé sur une table est en équilibre sous l’action 
de son poids (force appliquée ) et sous l’action de contact de la table 
(réaction). _ . 

La table est elle-même en équilibre sous l’action du poids de 1 objet et 
de son poids propre ( forces appliquées ) et sous l’action des forces de con¬ 
tact (réactions) que le sol fournit h ses pieds. 

Un avion en vol à vitesse constante est en équilibre sous l’action de son 
poids et de la force de traction de son hélice (forces appliquées) et sous les 
actions aérodynamiques qui agissent sur ses divers éléments (réactions). 

Remarques. — a) Il convient de remarquer que la distinction maté¬ 
rielle. entre les actions et les réactions peut devenir assez subtile, c’est pour¬ 
quoi il suffit généralement d’englober sous la désignation de réactions 
toutes les actions extérieures qui n’ont pas été comptées comme forces 
appliquées et «pii sont nécessaires pour établir l’équilibre externe. 

h) Nous avons précisé dans la définition ci-dessus qu il s agissait de 
« l'équilibre extérieur » des systèmes. 11 existe également un équilibré 
interne de ces systèmes dont nous nous occuperons ultérieurement en 
Résistance des matériaux. 

1.3 PROBLEME DE L’ÉQUILIBRAGE EXTERNE. 

Equilibrer un système revient donc à rechercher ses réactions ou forces 
de liaison extérieures. 
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forces" Se e nt t s . COmPrendre - * *“ ks efforis VpV* H». 

Nous ne saurions trop insister sur l'importance du problème de l’éaui- 
hbrage de tout element étudié. C’est toujours le premier travail à e fie chier 
avant tout calcul de Résistance des matériaux. 

1.4 CONVENTIONS DE REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. 

nm, c P ^ Ur . dlsl _ m ë ue U sur 1 , es figures, les forces appliquées des réaction* 
nous conviendrons de représenter les forces appliquées des vecteurs ni 

tmés S longsr <S ^ VéaCtWm par J es vecteurs ^ traits interrompus (poin- 


2. ÉQUATIONS D’EQUILIBRE STATIQUE EXTÉRIEUR 

D’UN SYSTÈME 

2,0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

La condition d équilibre statique extérieur délinie ci-dessus au narn 

dônnoL cianrtsVn a f B U è7 f01 ™ 6 d ’fH ua ‘ wm fondamentales que nous 
aonnons ci-apres en les faisant suivre d’interprétations physiques Nous 

tonnerons ensuite au paragraphe 5. quelques exemples qui concrétiseront 

clés Udpwfr tatiqUe grapl " fIU î ( ch{L P itrG IV) nous fournira en supplément 
intei P i etations purement, géométriques de ces conditions d’équilibre. 

2.1 EQUATIONS D’ÉQUILIBRE D’UN SYSTEME A TROIS DIMENSIONS. 

Ht Equations générales. -Soit un corps soumis ù un certain sys- 

o“esF P 0 ”! C tVT’" 8 ( T»? UéeS T rt réactions ) comprenant des 

raie rar'f F V* de ! niomen t s »J, M„... Désignons d'une manière gène- 
c O par r„ les projections de chaque force sur un système d’axes Ox, 

(}//, Oz et par M œ , M„, M» les moments 
partiels de transport ou de projec tion 
autour de ces trois axes. 

La condition d’équilibre se résume 
aux six équations fonda ment aies ci-des- 
sous : 




2 F r = 0 
2 F,, = 0 
2 F, =0 

2 M. r = 0 
2 M„ = 0 
2 M. = 0 . 


( 1 ) 

(2 

(3) 

(4) 

(5) 


Fig. 1. 


Les trois premières expriment que 
les sommes des projections des forces 
sur chacun des trois axes doivent être 
nulles. 

Les trois autres expriment que les sommes des moments autour de 
chacwi des trois axes doivent également être nulles. 

Ou peut encore les interpréter ainsi : 

Groupe (1)(2)(3) : sommes des projections des forces de réaction égales et 
opposées aux sommes des projections des forces appliquées. 

Groupe (4) (5) (6) : sommes des moments des réactions égales et opposées aux 
sommes des moments des actions. 
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2.12 Cas particulier de forces concourantes ou parallèles. — Nous 
avons vu au chapitre II, paragraphe 2.12, que ces forces pouvaient se 
composer on une force unique résultante. 

Pour avoir équilibre, il faut et il suffit que cette résultante d'ensemble 
(actions et réactions) soit nulle, ce qui s’exprime par les équations (1), (2) 
et (3) seulement. 

On peut encore dire que, dans ce cas particulier, il suffit que la résul¬ 
tante des réactions soit égale et opposée à celle des forces appliquées. 

2.2 EQUATIONS D’EQUILIBRE D’UN SYSTÈME PLAN (DEUX D'IMEN- 
SIONS). 


2.21 Cas général. — Les équations d’équilibre se réduisent à deux 
équations de projections de forces et une équation de moment : 


2F* = 0 (1) 

2 F„ =0 (2) 


2 M = 0. (3) 


Les équations (1) et (2) expriment que les sommes des projections des 
forces extérieures sur deux axes quelconques du plan sont nulles (ou encore 
que les sommes des projections des réactions sont égales et opposées à 
celles des actions). 

L’équation (3) exprime que la somme des moments par rapport à un 
point quelconque du plan est nulle (ou que la somme des moments des 
réactions est égale et opposée à celle des actions). 

C’est ce cas que nous rencontrerons le plus fréquemment. 

2.22 Cas particulier de forces concourantes. — Ces forces admettent 
une résultante qui doit être nulle (polygone des forces de toutes les actions 
extérieures se refermant sur lui-même). Les équations (1) et (2) suffisent. 
On peut dire encore que la résultante des réactions doit cire égale et 
opposée à celle des actions. 

2.23 Cas particulier de forces parallèles. — Vue équation de projec¬ 
tions et une équation de moments suffisent ; soit par exemple : 


2 F* = 0 et 2 M = 0. 

2.3 CONCLUSIONS. 

On voit donc, en résumé, que les problèmes d’équilibrages statiques se 
résument, à des projections de forces et à des calculs de moments. La seule 
difficulté pratique résidera dans le choix des axes de projection ou des 
points de référence qui doivent, dans chaque cas particulier, être judicieu¬ 
sement choisis pour simplifier les calculs. 

Il ost, à remarquer que beaucoup de problèmes d’équilibrages peuvent 
être résolus élégamment par de simples constructions graphiques. Nous en 
donnerons quelques exemples ci-après. 


3. ÉTUDE DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES 
DE LIAISONS EXTÉRIEURES 

3.0 GENERALITES. 

Il est essentiel d’examiner, avant tout calcul d’équilibrage, de quelle 
manière les différents points de liaison de l’élément étudié peuvent réagir. 

On est ainsi conduit h constater immédiatement si ces points de liaison 
ne peuvent réagir que par des forces ou au contraire par une combinaison 


r. vallat. 


Résistance des Matériaux. 


5 
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de forces et de moments. Nous désignerons, d'une façon générale, par 
appuis les liaisons extérieures ne pouvant réagir que par des forces et par 
encastrements celles pouvant, en supplément, donner lieu à des moments. 
Les appuis ne s’opposent donc qu’à une translation, ati niveau d’eux-mêmes, 
de l’élément étudié tandis que les encastrements s’opposent à un effet 
combiné de translation et de rotation. 

Exemples : Le couteau d’une balance constitue un appui, car le fléau 
peut osciller autour de ce couteau. 

Le scellement d’une console dans un mur constitue un encastrement, 
car il impose une direction fixe de la console à son origine et s’oppose ainsi 
à une rotation. 

Nous étudions ci-dessous quelques cas particuliers d’appuis et d’encas¬ 
trements, en cheminant, pour cette étude, des liaisons les plus simples 
aux plus compliquées. 

3.1 APPUIS NE POUVANT DONNER QU’UN SEUL SENS DE REACTION : 
REACTIONS DIRIGEES (UNE COMPOSANTE DE FORCE). 

La figure 2 représente quelques exemples classiques de ces appuis 1 : 

Figure 2 a) : fil sans raideur (fil à plomb par exemple) : ne réagit que 
suivant sa direction. 

Figures 2 b) et 2 b') : biellettes entre rotules ou entre articulations non 
serrées (biellettes rectilignes ou non) : ces systèmes ne peuvent équilibrer 


« V 



Fig. 2. 


que des efforts dirigés suivant la droite joignant les centres de ces rotules, 
ou articulations. 11 y aurait déséquilibre et rotation du système dans le cas 
contraire. 

Figure 2 c) : axe (non serré) dans une boutonnière : ne peut donner 
que des réactions normales à la direction de la boutonnière. 

Figure 2 d) : rouleaux des ponts : ne peuvent réagir que normalement, 
au tablier qu’ils supportent. 

Figure 2 e) : couteau d’une balance 7 ne réagit que suivant le plan bis¬ 
secteur de sa pointe, etc... 


1. — Il est à remarquer que tous ces exemples négligent les forces de froueirient 
dont on ne tient généralement pas compte dans les calculs de résistance des matériaux. 
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On groupe tous ces exemples d'appuis sous la désignation commune 
d 'appuis à réactions dirigées : Cette notion 

lion rend des services considérables pour étudier 1 équilibrage de nombieux 
systèmes. Nous en trouverons ci-après quelques applications notamment 

aux paragraphes 5. et 6. 

37 APPUIS NE POUVANT DONNER QU’UN POINT DE REACTION FIXE 
DANS UN PLAN (DEUX COMPOSANTES DE FORCES). 

Figure 3 a) : l’exemple le plus classique est celui d’un boulon non serre 
(articulation) assemblant deux éléments minces : La réaction passç obliga¬ 
toirement par l’axe O du boulon et elle est contenue dans un plan normal a 
cet axe On a donc un point fixe O dans ce plan. La réaction peut, tout 
en restant dans ce plan, avoir n’importe quelle direction passant pai t. 



Figures 3 b) et 3 c) : le meme effet, se produit avec deux biellettes con¬ 
courûtes supportant un corps. Ces biellettes peuvent concourir sur un axe 
réalisé matériellement comme sur la figure 3 b) ou encore en un « point 
d’articulation fictif » obtenu par le prolongement des axes de ces biellettes 
(figure 3 c). On remarquera que ce « point d articulation lictil » constitue le, 

« centre instantané de rotation » du corps. 

Il est aisé de voir que si les forces appliquées ne passent pas par ces 
points O il y a déséquilibre. Les biellettes 'fournissent donc dans un et 
l’autre cas un point fixe dans le plan que leurs directions déterminent. 

On voit également que toutes les forces de ce plan passant par U peu¬ 
vent être équilibrées puisqu’elles rencontrent deux chemins de reactions diri¬ 
gées (axes des bielles) et peuvent être décomposées suivant ces deux dnec- 
tions (voir figures). Il est évident que les bielles peuvent être rectilignes ou 
courbes : leurs directions d’actions respectives sont toujours celles joignant 
leurs articulations. 

3.3 APPUIS DONNANT UN POINT DE RÉACTION FIXE DANS L’ESPACE 

(TROIS COMPOSANTES DE FORCES). . 

Figure 4 a) : l’exemple le plus classique est celui d’une rotule sphenque 
(serrage négligé) qui peut absorber tous les efforts passant, par son centre O. 

Figure 4 b) : trois biellettes non contenues dans un meme plan et con¬ 
courant ail même point procurent le même effet (sommet stable de la pyra- 
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|p<î d RifiS PUi) ‘ Le P + oint de concours peut encore être matérialisé ou non et 
les bielles peuvent toujours être rectilignes ou courbes. 



3.4 ENCASTREMENTS SUR UN PLAN 
FORCES ET UN MOMENT). 


(DEUX COMPOSANTES DE 


C est le cas de la figure 5 qui représente la fixation d’une ferrure sur 
unvode mince ne présentant pas de rigidité appréciable normalement à son 

Ce serait également le cas de la. figure 3 c) ci-dessus si l’on encastrait les 
extrémités À et. B des biellettes dans le plan AOB. 





Fig 5. 


Fig. 6. 


3.5 ENCASTREMENTS DANS L’ESPACE (OU PARFAITS) • (TROIS 
COMPOSANTES DE FORCE ET TROIS COMPOSANTES DE MOMENTS) 

ie - — * -W » Æt»; 
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3.6 REMARQUE. 

Nous mirions pu envisager d'autres cas intermédiaires entre ceux des 
paragraphes 3.4 et 3.5 (comme par exemple : encastrement sur un plan avec- 
possibilité de réaction dirigée normalement à ce plan). Nous nous sommes 
limités aux cas ci-dessus par suite de leurs interprétations physiques com¬ 
modes. 

3.7 « DEGRE D’EFFICACITE » D’UNE LIAISON. 

11 est possible de définir, pour chaque système de liaisons, une grandeur 
qualificative que l’on pourrait désigner par « degré d’efficacité » de ce sys¬ 
tème de liaison. 

Ce degré se mesure simplement par le nombre total de projections de 
forces ou de moments pouvant être équilibrés. 

Exemples : 

Liaison à réaction dirigée (§ 3.1) : I"' degré. 

Point fixe dans le plan (§ 3.2) : 2° degré. 

Point fixe dans l’espace (§ 3.3) et encastrement dans un plan (§ 3.4) : 

3 e degré. 

Encastrement parfait (§ 3.5) : 6° degré. 

Le « degré d’efficacité » d’une liaison donne directement le nombre 
d’équations d équilibre que cette liaison absorbe, à elle seule, dans l’étude de 
l’équilibrage du système auquel elle appartient, 

3.8 CONVENTIONS DE REPRESENTATION GRAPHIQUE. 

Les études qui vont suivre concerneront essentiellement des poutres 
planes. Nous possédons, dans ce cas, trois types de liaisons extérieures qui 
sont : 

3.81 Appui dirigé (§ — Premier degré d’efficacité. Nous le repré¬ 

senterons dans le cas général selon ligure 7 a par up trait dirigé suivant la 
direction de son action. Dans le cas particulier (fréquemment rencontré) où 
cotte-direction est normale à la poutre étudiée, nous représenterons l’appui 
par un triangle (couteau de balance) selon ligure 1 b l . 

De tels appuis sont encore appelés appuis simples. 



Fig. 7. 


3.82 Point fixe dans le plan (§ 3.2). — Deuxième degré d efficacité. 
Nous le représenterons par son image la plus commode qui es! un cercle 
figurant une articulation (fig. 7 c). 

3.83 Encastrement (dans le plan de la figure) (§ 3.4). — Troisième 
degré. Nous le représenterons par un plan hachuré selon ligure 7 d (coupe 
d’un mur par exemple). 


1. — pour uniformiser les figures, nous conviendrons de situer, dans tous les cas. 
ces triangles au-dessous dos poutres étudiées, même si les couteaux qu’ils représentent 
devaient être matériellement situés au-dessus de ces poutres pour réagir aux charges 
qu’ils ont à supporter (charges* tendant à soulever les poutres). 
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4. DISTINCTION ENTRE LES SYSTÈMES ISOSTATIQUES 

ET HYPERSTATIQUES 

4.1 DEFINITIONS. 

rrA m ?ri apPe } 1 » s y st ' em <>,^statique tout système pour lequel les équations 
J'}? 6 fatigue extérieur données ci-dessus au paragraphe 2. suffisent 
pour déterminer les-liaisons extérieures appliquées à ce système. 

nnnX Un tel ,la somme des « degrés d’efficacité » des différents 

ÏÏÏISnTTÎ 0 t e 1 .?fV e aU n ° mbre dléquati0ns ^ Ui concernent le 

Dom°Ltnü! ? ai ' s y stèm f, hyperslatique (ou surabondant) tout système 
P ■ équations d équilibré statique sont en nombre insu!lisant 

pour déterminer les liaisons extérieures. msu/psant 

Samme , des (, J de ë rés d’efficacité » de ces liaisons est supérieure au 

L^étmWl S r U cas 1 c ° nsidéré * 11 - v a donc ^détermination statique. 
Letude des systèmes hyperstatiques fera l’objet du'chapitre XVIII de 

auxXualon^^émÎTh 113 ’ ^ ° G C ? apitre \d U il eSt nécessaire d’adjoindre 
aux équations d equihbre statique, des conditions fournies par l’étude des 
déformations du système étudié. F 

,omH e i mgrqi f e ; ~ °? P om ‘ J ' ait également, par analogie, désigner par sys¬ 
tèmes hypostatiques (ou insuffisants ) ceux présentant un degré total d’effi- 

Sue eS rSteT ext . é ™ ui : es inférieur au nombre des équations d’équilibre 
peuÆe émOlt ^ mhe s^plement que le système considéré ne 
forcesfppliquleï <I ' le ’ ' y aUra mOTœemen< l'action des 

_ Nous allons ci-dessous, concrétiser ces définitions théoriques par un 
exemple simple faisant appel au sens physique commun. 

4.2 EXEMPLE SIMPLE. 

Etudions le cas d’une poutre rectiligne sur appuis (fia. 8 et 01 Cette 
poutre est soumise à des charges appliquées et à des réactions contenues 
dans un meme plan-plan de la figure). Nous avons donc affaire à un sys¬ 
tème plan d ou (§ 2.2) : trois équations d’équilibre, dans le cas général 'de 
oi ces non concourantes et non parallèles et deux équations dans le cas de 
charges parallèles ou concourantes. e 

Envisageons successivement divers systèmes d’appuis. 

4.21 Deux appuis simples A et B : degré d’efficacité I + l = o — 

mir /S GSt . eviden { dan T s le cas général de forces appliquées quelcon- 
ünnf , a , nt ]" 1C résultante R inclinée sur l’axe de la poutre (fig. 8 a) la 
p outie va tendre a glisser sur scs couteaux et à tomber : d’où système 
« insuffisant » ou hyposlatique. ÿ e 


4 © 
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Fig. 8. 


R/ Cas P ar f iculier de forces appliquées donnant une résultante 

ou Imlta L'l r^ la a P ° Utr ?’ lo , s >' stèaie devient « tout juste suffisant 
ou isostatique (fig. 8 b) . deux équations (§ 2.23) et degré 2. 

tlonnéTesS 9- cette condt- 
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4.22 Un appui simple A et un point fixe B : degre 1 + - - 3 @B- )• 

- La projection horizontale de R est équilibrée entièrement en B et les 
projections verticales se ramènent au cas précédent Le ^ le “ e 
rement déterminé : problème isostatique dans tous les cas de charges cou 
tenues dans le plan ; trois équations et degré 3. 

4.23 Deux points fixes A et B : degré 2 + 2 = 4 (ûg. 9 a). — Le pro¬ 
blème est indéterminé dans tous les cas de charges : ^ . . 

— Pour une charge R inclinée, on ne peut savoir a priori la paiticipa- 

tion de A ou de B ‘à l’équilibre horizontal. . , 

— Pour une charge R' verticale on ressent bien que la poutre tendi a 
à.rapprocher les points A et B l'un vers l’autre avec une force dépendant de 

sa déformabilité (fig. 9 b) 1 . . . , ,. . , r. 

C’est un problème hyperstatique : trois équations et de e io r. 




Fig. 9. . 


4 24 Trois appuis simples A, B et C : degré 4 + J + 1 

a) Dans le cal général d’une charge inclinée (fig. 9 c), le système est- 
visiblement insuffisant : la poutre glisserait sur ses couteaux (voir note 

a dc ^°^ ns le cas part i cu iier d’une charge normale R' (hg. 9 d) le pro¬ 
blème est hyperstatique, on ne peut évaluer la participation de chaque appui 
autrement qï’en étudiant la déformabilité de la poutre et des appuis . deux 
équations d’équilibrage et trois inconnues (degre à). 

4.3 EXEMPLES DE SYSTEMES HYPERSTATIQUES COURANTS. DEGRE 
DE SURABONDANCE. 

4.34 Poutres droites sur appuis. — Nous venons de voir ci-dessus les 
r-is des poutres droites sur deux articulations cl sur trois appuis. I oui cch 
deux cas, il y avait une composante de réaction indéterminée. On dit que ces 
systèmes sont surabondants au premier degre. 


1 — Le même phénomène existait d'ailleurs dans le cas de la figure 9 a. 

ësfsmmmw: 

liaisons 8 expriment dZfdes contons 

^eM CÆ^eîor. ne peuvent être équilibrées. ce qui s’opère 
en faisant simplement appel au bon sens. 
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à sa dnormalement 
trième degré d’efflcSMdïl^iZtret"! ^ éqmti ° ns et 

.,,, Poutre dro »te encastrée et apnuvée rfio- in „\ m . , 

d ^«^brage ; degré d’efficacité des liaisons • 3 T J°A ~ ! 0 '* quations 
tique du premier degré. .04-1 = 4, système hypersta- 


—4 


3* 



Fig. 10. 


tiens *d’nn P rK tre dr0it r SUr deux errements ffic 10 6) 

tiens d équilibrage ; degré d’efficacité des liaisons V a. s 
hyperstatique du troisième degré. « + 3 


Trois équa- 
0 , système 


oeIui 4 d 3 -une A p r ou"é î? ®. cas analogue à 

mène de sollicitation des appuis le lonS'de fT ici ’ e plléno ' 

Dans le cas de la ligure les apnuis lend,, t ? >? ™ plus net encore, 

l’influence de la „ (Lw “ d " 1 *> l’antre sous 

la poussée de l’arc. Nous reviendrons sur en ° fPP®Jle ce phénomène 
terne est hyperstatique au premier drnré rim’ ^ aa . c hapitre ^JII. Le sys- 
d efficacité des liaisons). P ^ ^ tl01s équations et quatrième degré 

AP P 4 i 8 REM “ “ SÜJET MS CONTINUES SUK TROIS 

chargé par unTystème^ wf'ïiJî trois dil »ensions 

3! 1UQtions 

statique d’une telle poudre " nuiI,érit * u « d W)rage 

MrNlL^^ 00115 AVEC ^ COMPOSITIONS DE FORCES INDÉTER- 

/orces n’étaient*dTt erm lî° 4 *’ qa °. Ies décompositions de 

dans le plan et trois dans l’espace On se rond? ^°? d,,,ons : deux directions 
que si ces conditions ne sont pas remplies on a^tfïire'T^ 6 ’ ( mainfcenant > 
f osants ou surabondants. Les problènmfdVrt^M-i à des s > fstemes msu 1~ 
tres Iréquemment, h des problèmes V llf bra .Ç? rev, cnnen! d’ailleurs, 
après § 5.). ’ S promemes de décomposition de forces (voir ci- 
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4.6 NOTION SUR LES SYSTEMES HYPERSTATIQUES INTERNES. 

Tous les exemples de systèmes hyperstatiques donnés ci-dessus concer¬ 
nent des systèmes indéterminés pour la mise en équilibre extérieur. On les 
appelle d’une façon générale systèmes hyperstatiques externes (ou exté¬ 
rieurs). 

11 est utile de donner des maintenant la notion d’un autre genre de sys¬ 
tèmes surabondants : les systèmes hyperstatiques internes (ou intérieurs) 
appelés encore systèmes hyperstatiques de structure. 

Considérons, par exemple (fig. 11), un 
anneau quelconque soumis à deux charges 
égales et opposées F et—F. L'équilibre exté¬ 
rieur est évidemment assuré, mais on ne 
connaît pas à priori la participation de la 
partie ACB et de la partie ADB à la trans- c 
mission interne de ces charges, l’une vers 
l’autre. Cette participation dépendra do la 
rigidité relative de ces deux parties. Le sys¬ 
tème est hypersta tique intérieurement. 

C’est le cas de toutes les figures se refer¬ 
mant sur elles-mêmes, cas très fréquent en 
construction. Fig. il. 

4.7 REMARQUE AU SUJET DES SYSTEMES SYMÉTRIQUES. 

Il arrive parfois que certaines conditions de symétrie lèvent l’indéter¬ 
mination d’un système hyporstatique qui peut alors se traiter sons faire 
appel aux déformations. Si, par exemple, les charges F de la figure 11 étaient 
appliquées suivant, un axe de symétrie de l’anneau, on conçoit très bien que 
la participation de chaque moitié serait égale. 

5. EXEMPLES D’ÉQUILIBRAGES 
DE SYSTÈMES ISOSTATIQUES 

5.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de mise en équilibre de sys¬ 
tèmes isostatiques classiques. Nous avons, pour certains exemples simples, 
utilisé des valeurs numériques de façon à concrétiser au maximum ces pre¬ 
miers exercices. 

Nous avons, au surplus, fait appel à des constructions graphiques quand 
celles-ci offraient un intérêt particulier. Il est, à remarquer, à ce sujet., que 
des méthodes graphiques générales seront données au chapitre IY (Statique 
graphique). 

Nous donnerons, de plus, au paragraphe suivant, quelques applications 
particulières à dos cléments de structure d’avions. 

Pour tous les exemples ci-dessous, nous avons adopté pour sens positifs 
des réactions et des moments, ceux indiqués par les flèches des figures. Sur 
ces figures, les forces sont exprimées en kg et les dimensions en mètres. 

Nous étudierons d’abord quelques systèmes plans (§ 5.1 à 5.4) et un sys¬ 
tème simple à trois dimensions (§ 5.3). 

5.1 POUTRE DROITE SUR DEUX APPUIS SIMPLES (CHARGES NOR¬ 
MALES A LA POUTRE) (fig. 12). 

Equation de projection 

2 R=—2 F 

soit : Ra+Rb = 50—100 + 200 = 150 kg-; (1) 

Equation de moment : On a intérêt à évaluer ce moment par rapport à 
l’un des appuis pour éliminer ainsi le moment de la réaction correspondante. 
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Moments par rapport à A 


5 Mra=-- 



Fig. 12. 


soit (voir sens positif) 

Rb • 0,5 = — 50 • 0,1—100 • 0,15 + 200 (0,15 + 0,25) 

=—5—15 + 80=60 mkg. 
fl ou • R _ 00 1t , n . 

■ Kb ~ -yg- = 12 ° kg (vers le haut) 

De (1) on tire 

Ra“— F— Rb= 150—120=30 kg (vers le haut). 
v enficahon : Moments par rapport à B 

Mb=50 (50+0,1)—30 • 0,5-100 (0,25 + 0,1)+200 • 0 1 
=30—15 —35 + 20 = 0. 

5.2 POUTRE DROITE SUR UN APPUI SIMPLE ET UNE ARTICULATION 

(CHARGES QUELCONQUES). LATION 

5.21 Solution algébrique (fig. 13 ). 

Projections verticales 

R.a + R , b=—100 cos 30°+ 150 cos 45° 

=-100 • 0,866 + 150 • 0,707=—86,0+106 
Ra + R'b= 19,4 kg. ([) 

Projections horizontales 

R" b = 100 sin 30°+ 150 sin 45° =100 • 0,5 + 150 • 0,707 
=50 + 106=156 kg (vers la droite). 

■ 'T) 




___ 

Fig. 13. 

Moments : Par rapport à B 

2 Mr b =—v MFji 
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D'après (1) 

R' B =19,4+53,2=72,6 kg (vers le haut). 

Réaction totale en B 

Rb=V / RV + R"b 2 = V / 72^' 2 +Ï56 s = 169 kg. 


Vérification 


M a = 86,6 • 0,16 + 106 ■ 0,17—72,6 • 0,44 
=13,85+18—31,85=0. 


5.22 Construction graphique directe (üg. 14).—Les forces appliquées 
■se composent au point de concours G de leurs lignes d actions, et, donnent 
une résultante B. 



L’appui A donne une réaction dirigée de direction connue zz' et la réac¬ 
tion totale en B doit passer par ce point B, elle aura donc la direction ÜB, 
le point 0 étant, le point de rencontre de B avec la direction zz. 

En décomposant — B suivant les deux directions de réaction OA et 01? 
un obtient directement R, et R„ en grandeur et direction. 

5.3 POUTRE DROITE SUR UNE ARTICULATION ET UN APPUI DIRIGE 
OBLIQUEMENT PAR RAPPORT A LA POUTRE. 

(Cet appui dirigé obliquement 


À peut être matérialisé par exem¬ 
ple par un fil sans-raideur). 

Nous donnons directement la 
décomposition graphique, figure 15, 
pour une force F figurant la résul¬ 
tante du système de forces appli¬ 
quées. Même raisonnement qu’au 
paragraphe précédent en partant 
do la réaction dirigée zz' : 

Pour obtenir les réactions algé¬ 
briquement, il suffirait d’écrire que 
les composantes R' A et R"* de R A 
sont liées entre elles par la rela¬ 
tion 


/v/ :'t\ 



FIG. 15. 


R"a=R'a tga. 


La composante B' A jouera alors le rôle de R A dans les équations ana¬ 
logues à celles du paragraphe précédent. 




/fi 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Map. III 


5.4 ARC A TROIS ARTICULATIONS (fig. 16). 
mise en équilibre^’un^sys^èiR^pIan 1 Tur/ld' particulier intéressant de 

Sffle* grapiÜqUement ’ ° ette de ™ ière “fthode ZnfS*Æten,e n B “& 

BC articulés fw'bases°A et’B-TréBnîs enti£°m d ® denx arceaux AC et 
l'are)*? *"»“ 

sui J arceau AC : des forces F F iv 0 i 

sur l’arceau BC : des forces F' F' V' ^ nt F° ur re3ultant e R, 

T , 6S ' 1 ■ Fa y an t pour résultante R 

Les réactions extérieures sont, prises en a p . n n- • , , 

degre). Le système est apparemment B (hait : on?: du deuxième 

rrefficacité » des liaisons extérieures est d /2 + fP lllsc I l ] e Je « degré 
d équilibré extérieur (§ 2.21) Mais il exCto ^ confie trois équations 
neure complémentaire exprimant aue lis i‘' e | l e T C relation in¬ 

appliquées à un même arceau sonÆls^ J ST ’ f actl(,ns et Actions 
Le nombre total de reda m P 01 f; ou il y a articulation. 

liaisons 4. Le système est donc bien' üoswiyù. '' ^ ““ degré de 

projections : 0 .x parallèî^'à^lf'ft (h/jüù Ad ?. pt ° n ? un système d’axes de 
l’indice x ou y loutes les l ?5? lai1 ? " AB ' Affectons de 
forces parallèles à ces axes. ' est-a-dire les composantes) des 

h quations d'équilibre slulique extérieur (§ 2.21). 

Projections sur Ox 

n . . R *+R'*=-R X ~R' X . 

Projections sur 0 y 

R» + R’» =- Ry~R'y. 

Moments par rapport à A (sens de la ligure) 


(D 


( 2 ) 



t>) = Rd + 7i' cl' 


<3> 


Fig. IG. 



Fig. 17. 


b quation complémentaire en C 

., R» • a-Ri ■ h=RS 

(équation équivalente) 


(4) 


R'y ' 6 + R'a * Il=R'S'. 
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Ces quatre équations permettent le calcul des quatre projections de 
réactions 


R„ R«, R„ et R'„. 


5.43 Solution graphique. — a) Isolons d-abord la résultante R agis¬ 
sant sur l’arceau AC (fig. 17). L’arceau BC ne constitue plus qu’un élé¬ 
ment d'appui h l’autre arceau, et il est assimilable à une bielle entre articu¬ 
lions. Il fournira donc à AC une réaction dirigée suivant BC (§ 3.1). En 
prolongeant R et BC, on obtient le point O par où doivent passer les 
réactions en A et B, d’où décomposition classique et réactions R' A et R' n ; 

b) En isolant ensuite R' on traiterait de mémo l’arceau BC comme arti¬ 
culé en B et soumis en C à une réaction dirigée suivant AC d’où deux nou¬ 
velles réactions R/' a et R",, ; 

c) La composition de R' A avec R'' A et. de R',, avec R" u donnera les réac¬ 
tions totales R a et R„ cherchées ’. 


5.44 Application en construction aéronautique (fig. 18) : 


Certaines structures de becs d’attaque de voilure comportent des nervures qui, 
pour des commodités de construction par panneaux, sont constituées par deux 
lianes séparés articulés en A et B sur la structure principale de l’aile et reliés 
entre eux en C par une articulation pure ou un système de liaison à faible 
rigidité équivalent à une articulation. 

On calcule alors ces nervures comme des arcs à trois articulations ABC 
soumis aux charges provenant des dépressions ou pressions aérodynamiques sur 
l’extrados et l’intrados. 

En réduisant ces actions aérodynamiques à deux résultantes R et R' on 
retombe sur le problème ci-dessus. 

Vos s/y £t£VAnwy 


f* | \* s 

I i 

• JJ l 

r~i 





5.5 POUTRE REPOSANT SUR TROIS APPUIS SIMPLES NON ALIGNES 
(CHARGES PARALLELES AUX LIGNES D’ACTION DES APPUTS). 

La figure 19 représente deux projections orthogonales d’une telle poutre 


- 1 . — U peut arriver que la résultante appliquée et la réaction dirigée affectant un 

même arceau soient parallèles entre elles. Effectuer alors une décomposition de forces 
suivant deux directions parallèles. 
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(vue en élévation et vue en plan). Les forces appliquées indiquées sur la vue 
en élévation agissent aux points D et E et les réactions aux points A, B, C. 

Equation de 'projections • 

2R =—SF 

Ra + Rb + Rc = JO0—50 —50 kg. (]j 

Moments par rapport à l’axe AB. 

Rc • 0,27=100 • 0,04—50 • 0,15=4—7,5 =3,5 mkg. 

^ 0Ù Ro=—AË_ = —1.3 kcr (vers le bas). 


soit 


' C = -ôS7 = -l 3 kg 


d’où 


Moments par rapport à l’axe BG 1 

Ra ■ 0,2=100 • 0,1 + 50 • 0,07=10 + 3,5=13,5 mkg, 
13,5 


R-i = =67,5 kg 


(vers le haut). 


D’après l’équation (1) 

Rb =50—Ra—R c = 50—67,5 +13 
R b =_ 4,5 kg (vers le bas). 

Vérification : Moments par rapport à un axe parallèle à BC et passant 
par a 

M =100 (0,2—0,1)+ 4,5 • 0,2— 50 (0,2 + 0,07) + 13 0,2 
= 10 + 0,9-13,5+2,6=0. 

5.6 CONCLUSION. 

Les exemples des paragraphes 5.2, 5.3 et 5.4 font ressortir l’intérêt que 
présenté la notion do réactions dirigées poùr la mise en équilibre directe des 
systèmes par de simples décompositions de forces. 

Pour effectuer ces opérations graphiques, il y a lieu, d’une façon géné¬ 
rale, de rechercher le point de rencontre O de la direction obligatoire con¬ 
nue avec la résultante des forces appliquées. On connaît ainsi la direction 
ue l autre reaction d ou décomposition classique. 

. ? n trouvera au paragraphe suivant quelques autres applications de ce 
principe. 


6. APPLICATIONS A DES ÉLÉMENTS 
DE STRUCTURE D’AVIONS 


6.1 ÉQUILIBRE D’UNE ARTICULATION DE VOLET DE COURBURE - 
PLANCHE 5. 

. , On emploie, pour suspendre les volets de courbure, des mécanismes 
cinematiques produisant,,un mouvement analogue à celui d’une articulation 
déportée en dessous du profil (effets de fente et de recul). Ces mécanismes 
ont 1 avantage d etre entièrement inclus h l’intérieur du profil de base, ce 


i Be choix de AB et de BC comme axes de moments a été guidé par le fait nue 

deux des inconnues ont un moment nul par rapport à chacun de ces axes. 
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qui évite les traînées et interactions aérodynamiques qui seraient la consé¬ 
quence de supports déportés. .... „ . , 

Nous donnons, Planche 5, un exemple de mise en équilibré d un tel 
système. Les indications correspondantes sont reproduites sur la planche. 

6.2 EQUILIBRE D’UN ATTERRISSEUR RENTRANT : PLANCHE 6. 

L’atterrisseur étudié est du type monojambe à contrefiche articulée et 
escamotage latéral (atterrisseur type D. 820-S). Nous envisageons deux cas 
d équilibré décrits sur la planche. 
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CHAPITRE iv 


STATIQUE GRAPHIQUE 


0. INTRODUCTION 

géométriques^ ^ d “ 

treint statlque grapkiqne os* grandement facilité si l'on ,7*. 

et 

SS £ 

^V-TîSÇü: 

1. DEFINITIONS, PROPRIÉTÉS, NOTATIONS 

1.1 DYNAMIQUE DES FORCES (fig. 1). 

po!Ients ( aux r forc^ I1 (pcdygone^}A^CD, r \fg n ^l^) e ^ COn ^ ,le °' dcs "■*« U 




A* 

r i 

<C 

3 

/’ 

A ? 

J 

3 

® 

Fig. 1. 




forcesT P°F V” f/’ff'T U ’J>^ve, v he 2.32, que la résultante R des 
joignant ies extrémité du polygone des force^Oigne 'onf"”' par la droite 

vS ° « D 
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1.2 POLE. RAYONS POLAIRES (fig. 1 b). 

Joignons les origines et. extrémités de tous les vecteurs du dynamique 
à un point quelconque P nommé pôle. On obtient les rayons polaires issus 
de ce pôle (rayons PO, PA, PII, PC et PD). 

1.3 POLYGONE FUNICULAIRE. 

Par un point 0' quelconque (fig. 1 a) menons O'A' parallèle au rayon 
vecteur PO, A'B' parallèle à PA, etc... en limitant toujours chaque parallèle 
à la force ayant pour origine le rayon polaire considéré. On obtient une 
ligne brisée appelée polygone funiculaire ou plus simplement, funiculaire. 

On voit immédiatement que les côtes extrêmes O'A' et D'E' peuvent 
être soit convergents, soit parallèles. 

Il suffirait pour ce dernier cas, que le dynamique soit fermé (D et 0 
confondus) ou bien que P soit choisi sur la droite 01). Les côtés extrêmes 
peuvent, enfin, être dans le prolongement l’un et l’autre. Nous en verrons la 
signification plus loin. 

1.4 PROCÉDÉ DE NUMÉROTATION. 

Afin d’éviter des erreurs au sujet de la position relative des forces et 
des côtés du polygone funiculaire, nous conseillons la méthode de « numé¬ 
rotation, par intervalles » exposée ci-dessous et utilisée, par la suite, pour 
toutes les figures (voir, par exemple, fig. 2). 

On numérotera tous les intervalles compris entre les forces F u F 2 , F 3 , I‘\ 
et les intervalles extérieurs à ce système et d’une manière correspondante 
les sommets et les rayons du dynamique. 

Un rayon quelconque devra alors se trouver dans l’intervalle de même 
numéro et une force se désignera par les intervalles qu’elle délimitera. 

Exemples (fig. 2). — Le côté du funiculaire se trouvant dans l’inter¬ 
valle 3 est parallèle au rayon polaire n° 3 qui aboutit au sommet 3 du dyna¬ 
mique. La force F! se lira : force 1-2, la force F 3 : force 3-4, etc... 11 est à 
remarquer que cette désignation d’une force par deux chiffres est aussi com¬ 
mode sur la figure des forces elles-mêmes que sur le dynamique. 

1.5 DÉSIGNATION DES ÉCHELLES. 

En statique graphique, les échelles jouent un rôle capital. Toutes les 
grandeurs étudiées étant représentées par des vecteurs, nous aurons à com¬ 
parer à. des longueurs des termes de dimensions les plus diverses (forces, 
moments de forces, surfaces, moments d’inertie, etc...). Nous prendrons pour 
habitude de toujours désigner les échelles en écrivant la valeur représentée 
par l’unité de longueur du diagramme. 

Exemples : 

Echelle de forces : 1 mm =10 kg et non 1 kg =0,1 mm. 

Echelle de moments : 1 mm= 10 mkg et non 1 mkg = 0,l mm. 

Echelle de surfaces : 1 mm = 10 cm 2 et non 1 cm 2 =0,l mm. 
etc... 

Remarques. — 1° Dans les expressions ci-dessus, le signe = est une 
convention commode et doit en toute rigueur se lire : représente. 

2° 11 convient surtout de ne jamais désigner par un simple rapport 
sans dimension une échelle où entrent deux grandeurs différentes. 

Exemple. — Echelle des forces = -^q est absolument incorrect et n’a 
aucune signification. 

P. Vallât. — Résistance des Matériaux 6 
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1.6 SIMPLIFICATION DES FIGURES. 

a) J1 n est pas utile de représenter les flèches des vecteurs-forces sur 
le dynamique puisque celles-ci figurent sur la représentation du système fie 
lorces et qu au surplus, avec nos conventions de numérotation, le sens des 
forces sera clairement indiqué en progressant sur le dynamique en suivant 
cette numérotation (voir figures ci-après). 

b) Il n’est pas utile également de dessiner les vecteurs-iorces à l’échelle 
des forces sur la figure représentative du système (figure de gauche ci-après) 
puisque ces vecteurs-forces seront obligatoirement représentés à l’échelle sur 
le dynamique. 

En résumé, les figures représentatives du sytème indiqueront seulement 
la situation, la direction et le sens des forces ; les renseignements complé¬ 
mentaires sur Y intensité des forces seront donnés par le dynamique. 

Nous utiliserons, en général, ces simplifications de tracé pour les figures 
à venir. 


2. RECHERCHE DE LA RÉSULTANTE D’UN SYSTÈME 

PLAN DE FORCES 

La figure 2 représente avec les notations ci-dessus le dynamique et le 
funiculaire du système de forces Fi F* F a F,. 

On sait déjà que la résultante U est donnée en direction et en grandeur 
(à 1 échelle des forces) par la ligne de fermeture 1-5 du dynamique des 
forces. 1 


! 



Fig. 2. 5 


Il reste à trouver sa position. 

On voit que l’on peut remplacer la force F, par deux composantes 
parallèles et égales aux rayons polaires (I) et (2) et dont les sens respectifs 
sont 1-P et P-2. 

De même F 2 équivaut à 2-P et P-3, etc... 

On voit que II équivaut finalement à 1-P et Pu, c’est-à-dire aux rayons 
vecteurs extrêmes (puisque les rayons intermédiaires sont comptés deux fois 
et dans des sens opposés). 

Règle. — La résultante passe donc par le point de concours des côtés 
extrêmes du polygone funiculaire et elle est parallèle à la ligne de fermeture 
du dynamique des forces. 

Quel que soit le pôle choisi, les côtés extrêmes du funiculaire se ren¬ 
contrent donc toujours sur une même droite (ligne d’action de la résultante). 
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Remarque. — On doit toujours éviter de prendre le pôle sur la ligne de 
fermeture du dynamique car les côtés extrêmes seraient parallèles et il y 
aurait indétermination apparente pour la position de la résultante. 


3. RECHERCHE GRAPHIQUE DES CENTRES DE GRAVITÉ 

DES SURFACES PLANES 

C’est une application directe de la recherche des résultantes. Nous avons 
vu, en effet, au chapitre II, paragraphe 7.12, que le centre de gravité d’une 
surface pouvait être considéré comme le point d’application de la résultante, 
de forces parallèles proportionnelles aux surfaces élémentaires constituant 
la surface considérée. 

La figure 3 donne une application dans le cas général d une surface 



On décompose la surface en éléments usuels (rectangles, triangles, cer¬ 
cles, etc...) dont on connaît la position du centre de gravité et la surface. 

On choisit une échelle des surfaces : I mm =k mm 3 . 

On trace un premier dynamique et funiculaire en faisant agir les lorces 
(surfaces) verticalement. On obtient un premier lieu du centre de qravité 
donné par lu verticale Z7/. 

On trace ensuite un autre dynamique et funiculaire avec des forces hori¬ 
zontales. On obtient un deuxième lieu (horizontale NX')- 

Le centre de gravité se trouve au point de rencontre G do ces deux axes. 
Voir notes 1 2 et 3 . 


1. — On peut, comme vérification, faire une troisième construction avec une direc¬ 
tion quelconque. On obtient ainsi un triangle d’erreur graphique d’où plus de précision. 

2. — Quand la surface a un axe de symétrie on connaît déjà un lieu de G (sur 

l’axe) et une seule construction suffit. 
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4 . DÉ I ERMINATION GRAPHIQUE DES MOMENTS 

DES FORCES 

4.1 MOMENT D'UNE FORCE. 

d ° - 

un pô]™|akZt™u f rontt 6 qUeIC ° nqUe ^ k f0TO F «“"*“*“* » 

Menons par le point C une parallèle à la force F et soit MN le serment 
intercepte sur cette parallèle par les deux côtés du funiculaire. Posons : 

/ = dist arice de P à ab (distance polaire) 
d = distance de C à F mesurée sur le tracé. 

Si ce tracé a été effectué avec une échelle des longueurs : 1 mm = c mm 
la distance reelle est 

d • e. 

Les triangles ab¥ et MNÀ étant semblables, nous avons : 


MN 

d 


ab 

l 



Si le tracé du vecteur-force ah 
a été effectué à une échelle des for¬ 
ces telle que : 




1 mm = n: 

on a : 

ab= _5L 


u 

d’où : 

MN _ F 

d n i 

soit : 

MN • l • n =F 


d. 

On a donc en multipliant par e 
(échelle des longueurs) : 

MN • l ■ n ■ e = F ■ d ■ e. 
poinfc* 6 pr ° duit F ' d ' e est égal au moment réel de P par rapport au 

Le, vecteur MN représente donc à une échelle près le moment de la force 
r par rapport au point C. 

Cette échelle est égale au produit de l’échelle des longueurs e par l’échelle 
des forces n et par la distance polaire l. Soit 

1 mm du vecteur moment représente : e ■ n ■ l mmkg-. 

4.2 MOMENT D'UN SYSTEME PLAN DE FORCES QUELCONQUES. 

F F En F 1Sa F e ° n % mai A te î ant Un d un non,bre quelconque de forces 

1 ” 12 .’ f 3 ’ ^ Le raoment de 1 ensemble de ces forces par rapport 

au point U est égal au moment par rapport à ce point de la résultante R des 
forces considérées. Cette résultante est déterminée comme indiqué au para¬ 
graphe 2. Le segment MN déterminé par les deux côtés extrêmes du pnlveone 
iumculaire sur la parallèle à R passant par le point C représente donc, à 
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une 


échelle près, le moment par rapport à G de l’ensemble des iorces F lt lv 

F 1 r 

D’après la règle ci-dessus, cette échelle est égale au produit de l’echnlle 



dos longueurs e par l’échelle des forces n et par la distance polaire l de la 
résultante des forces. 

1 mm = e • n • l unités de moments G 

4.3 MOMENT D’UN SYSTÈME PLAN DE FORCES PARALLÈLES. 

Soit un système de forces parallèles F„ F„ F„ F* (fig. 6). La construc¬ 
tion précédente s’applique sans restriction : le vecteur-moment étant tou¬ 
jours limité par les deux côtés extrêmes du funiculaire (vecteur MN sur la 
figure). 



En effet, leur point d’intersection permet do tracer la résultante R du 
système de forces et c’est le moment de la résultante par rapport au. point < 
que l’on détermine. 

1. — La distance polaire variant pour chaque force, l’échelle des moments partiels 
serait également variable. 
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pui Sq L «tre“Æ ielS d# C " aqUe f0, '° e S ° nt ici donnés à la mêm « échelle 

4 - 4 CAS PARTICULIER : 
. \ MOMENT D’UN COUPLE 

\ " ' (flg - 7) ‘ 

< / \ Considérons le couple 

v* / \ F —\ , constitué par les forces + F 

_A/ \ © \ ^ \ et — F distantes de d. Cons- 

\ \ \ / truisons un funiculaire 

\ \/ quelconque. Le moment du 

\ \ je • 9 0 , u P I , e est représenté à une 

\ échelle près par la longueur 

x MN interceptée par les côtés 

extrêmes du funiculaire sur 
G ' 7 * » ne droite quelconque paral¬ 

lèle h la direction des forces 

chapitre 11 (§ 2.44). c ‘ p ^ ue ( c la propriété donnée au 


O. APPLICATIONS de la statique graphique 
a L’ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PLANS 


D.l CONDITIONS GRAPHIQUES D’ÉQUILIBRE D’UN SYSTÈME PLAN* 

«ons A 1 SJ»^ -„t les condi- 

résumer en : système. Les conditions peuvent se 


a) force résultante nulle ; 

b) moment nul par rapport à un point quelconque. 


Il en découle immédiatement que : 


a> Le tÆÆ t r(SVïï sïïïït doit etre ,ermé ■ Cette condi - 

6> L M°e l feZlXHtZt gSTSî *U é a a,eme nt 

être dans l e prolongement l’un dî d& C6 P °' yg0ne doivent 

ne pe E uven“1tre ,Ï3Æ‘ ^1’ ' eS , CÔtés du f-iculaire 

dans le premier cas on sa t i le Plongeaient l’un de l’autre. Or. 

de forces équivaudrait à un couple doiTuStensité q "° s - ystème 
distance entre ces parallèles Le svstàmp no « ^ i se,ait mesurée par la 
funiculaire doit donc b^n être fermé ^ d °" C PQS sn é <ï ui,ib ™ et le 

SwîSVJS”"” -rtif." .»«Mdïr , 3,S“iï 
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a 



APPUIS SIMPLES. 

Nous nous placerons dans le cas le plus fréquent où les charges appli¬ 
quées et les réactions à déterminer forment un système plan de forces 
parallèles normales à la direction de la poutre. 

5.21 Principe de la méthode : Ligne de fermeture. — Nous expose¬ 
rons ce principe à l’aide d’un exemple simple. Soit (fig. 9), une poutre sur 
deux appuis simples A et B chargée par un système de forces normales et de 

même sens F,, F 2 . F 3 , F.,. , , . , . „ ne . 

Traçons un dynamique et un funiculaire de ce système de loi ces 

appliquées. , . , 

L’ensemble : forces appliquées et réactions devant etre en équilibre, d 
faudra donc que le dynamique et le funiculaire finals soient fermes (para¬ 
graphe précédent). 
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La clcuxicme condition existe nue ce noinf () cnit tni mm i 

a ]n l n mv em K ntl ' e Pai ‘ C f ra . 1S0nncmen t ( iue le rayon polaire PO sera parallèle 
funiriiÎT^irp T o tt K ' C ° to s'appelle ligne de fermeture du polveone 

to'eawjrw'.w-. * ■« «- 

SÊÊM MHSiSSHE 

jmSSJÇK StZSSfiU rasa s » as 



y-a Kg UI LIBRE 


' xwuiniio loUS I AtIQUES POSSÉDANT DFS 

TS FIXES (CHARGES QUELCONQUES NON PARALLELES) 

ces f~PWque m enl l'équilibre de 

e^ n ^Æ? § 1 .t n ^ 


a^aS-rlS^Fste-'Kï 

appliquées, d'où la direction H l’iïitpn a [ orrne le dynainique des forces 
ensuite un funiculârerehtîf 1 ^iin *^A ensit ^ la résultante /?. On trace 
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d'autre de ce point en commençant par F intervalle qui le contient). On 
obtient ainsi la ligne d action de R et le point de rencontre O de cette ligne 
d’action avec XX' définit la direction OA de la réaction R A . La décomposi¬ 



tion de R s’effectue directement sur le dynamique. Même remarque que ci- 
dessus au sujet des origines des réactions. 


6. DÉTERMINATION DES MOMENTS FLÉCHISSANTS 
AGISSANT SUR LES POUTRES DROITES SOUMISES 
A DES CHARGES NORMALES 


G.O REMARQUE ET DEFINITION PRÉLIMINAIRES. 

La définition précise du moment fléchissant agissant sur une section 
<Imite d’une poutre prismatique sera donnée au chapitre V ci-après. 

Pour l’étude qui va suivre, la définition ci-dessous suffit. 

On désigne par moment fléchissant (ou moment de flexion ,) en un point 
C quelconque d’une poutre droite (fig. 12), 
la somme (algébrique) des moments partiels 
par rapport à C de Ions les efforts extérieurs 
agissant d’un même coté de ce point C. Ces 
efforts doivent comprendre les actions (forces 
appliquées) et les réactions s’il y a lieu, ce 
qui nécessite donc toujours la mise en équi¬ 
libre préalable de la poutre étudiée. Fic 12 

Le système étant en équilibre, la somme 
des moments de tous les efforts (à droite et à gauche de C) doit être nulle 
chap. III, § 2.2. On en déduit donc que le moment fléchissant obtenu en 
considérant les forces situées à gauche de C, sera égal (et opposé) à celui 
obtenu en considérant les forces situées à droite. 


«C 


d, 

df I 

L 4 L 

d 4 


A 1 c K 


*** 


«C 

| 

1 * 


. i 

:_L 

• c! 

• A 


3 


Exemple (fig. 12). 


- Le moment fléchissant en C vaut 
M = F, • —R a ■ (L + F,, • d., 
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™Bmontre, 6 ou ^ncore^ M P ° 5itif d “ S le sens <«» 

M = (F 3 • d ,— R b ■ d s ) 

en considérant les forces de droite avec même sens de rotation positif 

tiques recev^tïaborddeS^Aa^es^onnenWes^e^l à ïsi^u^d ^ 65 jj sosta " 

réparties « 6.4) ces chargés étS, Z"dirigéfs Vofn.flë Lnt fu7dT 
mensions longitudinales de ces poutres. S nonnmement aux di- 


6.1 POUTRE DROITE ENCASTREE A UNE EXTREMITE (flg 1S) 
Considérons une poutre encastrée en A et supportant des charges F,. 


Construisons le funiculaire relatif au pôle P situé à une distance d ,h, 

* Cherch °" s *“» - 'e — t 
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Considérons pour cela les forces situées à gauche de C (ce qui évite, dans 
ce cas particulier, la mise en équilibre préalable). D’après le paragraphe 4.3 
et la définition ci-dessus, le moment de flexion cherché est représenté par le 

segment MN à l’échelle des moments. 

Le moment de flexion en un point quelconque de la poutre est donc 
déterminé, à une échelle près, par le segment, tel que MN, qui correspond à 
ce point. L’ensemble de tous ces segments constitue la surface hachurée sur 
la figure ; cette surface est dite : surlace des moments fléchissants. 

Si 1 on veut la représentation graphique des moments fléchissants dans 
un système d’axes rectangulaires, il suffit de rendre la droite (4) du funicu¬ 
laire horizontale, c’est-à-dire le rayon polaire P-l horizontal, ce qui s’opère 
simplement en choisissant le pôle P sur l’horizontale du point 1 (flg. 13 b). 
Cette opération s’appelle redressement du ■polygone funiculaire. 

6.2 POUTRE SUR DEUX APPUIS SANS PORTE-A-FAUX CHARGÉ (fig.U). 

Nous savons déterminer les réactions R A et R B (§ 5.24h La ligne de fer¬ 
meture ab est relative à la fois aux réactions R* et R B ' 

Si l'on veut le moment de flexion en C de toutes les.forces situées à sa 
gauche, par exemple, le moment do flexion est déterminé (§ 2.42) à une 
échelle près par le segment MN déterminé par les côtés extrêmes du funicu¬ 
laire sur la parallèle aux forces passant par C. Or ici, le premier côté est 
celui relatif à R A donc la ligne de fermeture, le dernier côté étant (3). On voit 
donc que la surface des moments fléchissants est celle hachurée sur la figure. 



Redressement du volyqone funiculaire. — Si l’on veut la représenta¬ 
tion des moments fléchissants directement^ à partir de la poutre, il sut fit 
de rendre la ligne de fermeture ab parallèle à la poutre et cela en choisis¬ 
sant un pôle P' convenable, c’est-à-dire tel que P'O soit parallèle à la poutre. 
La construction d’un second funiculaire relatif à ce pôle P' et débutant par le 
point A donnera la solution cherchée qui est représentée également sur la 
figure 14. 

6.3 POUTRE SUR APPUIS SIMPLES AVEC PORTE-A-FAUX CHARGÉS. 

Le principe de construction est le même que précédemment. Nous don- 
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nons figure M ims application numérique. On voit que la seule difficulté rirti 
P r esence des charges sur les porte-à-faux réside dans le redressement di 

(i°ux y n“u(X C f côTes L p SOl t Ut p n Utilis& r U1 ' ltt Ji ê uro la « consisté ù prendr. 
ligne de fermeture ' ’ “ SUpplement nu P ôl ° P * obtenu avec I» 

Le pôle P, situé à l’aplomb de la force extrême-gauche (point 11 donne 
es cotes rediesses 1 (conlondu avec la poutre) et 2 jusqu’à la réaction R 
Le pôle P, donne les côtés redressés 2 (après RJ 3, 4 et 3 juWà R*' 
Le pôle P, donne les côtés redressés 5 (après HJ et (3 qui doit Ô!?e confondu 
avec la poutre ce qui constitue une vérification du tracé °° ^ 



Echelles. 

Longueurs : 1 mm=20 mm. 

Forces : 1 mm = 10 kg. 

Distance polaire : d= 20 mm. 

Moments fléchissants : 1 mm =20 • 10 • 20=4000 mmkg. 
soit : l mm=4 mkg. 

Moment fléchissant maximum (voir figure). 

M = 4 • 21 = 84 mkg. 

Fro. 15. 


BnslfdZ'fiÂîl °" P? urrai t également tracer un autre dynamique 
englobant cette lois, les réactions lî, et R, connues, dans l’ordre où elles 

l’anfemb du^nofe’i a , p0UtTC ', Le ,P Me P ««'ait alors évidemment choisi à 
1 aplomb du point I (moment nul a gauche de ce point). Le funiculaire cor¬ 
respondant donnerait la meme ligure redressée. ne 

. h ) ° n P eu / aussi, simplement, se contenter de relever par points la 
la poutre 1 ^ 6 Premi0, ‘ fumci,l;urc et d e reporter ces ordonnées à partir 


va- 

de 

















MOMENTS FLÉCHISSANTS SUR POUTRES DROITES 


93 


6.4 POUTRES DROITES AVEC CHARGES REPARTIES. 


6.41 Définitions. — Considérons une poutre AA' sur laquelle est appli¬ 
quée une charge répartie variable (fig. 16). 

Isolons un polit élément de largeur Al entourant un point M de la poutre. 
Supposons que l’on connaisse la charge q agissant sur cet élément. 

Le rapport définit la charge moyenne par unité de longueur le long 
de cet élément. 


Si la distance Al a été prise suffisamment petite (ou si, en d’autres 
termes SI tend vers zéro) le rapport précédent mesurera une grandeur p ap¬ 
pelée ordonnée de charge au point M. 



pour A l m->~ 0 


Cette ordonnée de charge sera 
de dimensions : 

_ F orce _F_ 

longueur ”” L 



et s’exprimera donc en forces par 
unités de longueurs. 


Exemple : p=50 kg/m (kilog par mètre courant). 


En déterminant ainsi les ordonnées p tout le long de la poutre, on 
obtiendra une courbe telle que BCR’ appelée courbe de charge ou ligne 
de charge appliquée à la poutre. On voit aisément que l’intégration de 
cette courbe (c’est-à-dire le planimétrage do la surface qu’elle délimite), 
représentera la charge totale appliquée entre les deux limites d’intégration 
utilisées. 


Notion physique. — On peut se représenter la ligne de charge -comme 
la hauteur d’un tas de sable (de largeur constante) donnant lieu sur la poutre 
aux charges considérées. 

Cas particuliers. — On dit que" la charge est uniformément répartie 
quand la ligne de charge est une droite parallèle à la poutre, c’est-à-dire 
quand Vordonnée de charge est constante le long de celte poulie. 

Exemple : p=1000 kg/m = constante. 

Plus généralement, la ligne de charge est dite linéaire quand elle se 
figure par une droite inclinée ou non. 


6.42 Charges par mètre carré et par mètre courant. — En construction 
et particulièrement en construction aéronautique, on part le plus souvent 
de charges par unité de surface. On a ainsi sur un élément de lorme donnée 
une charge Q par mètre carré. 

o) Supposons d’abord cette charge Q constante. 

Soit, par exemple, Q = 500 kg/m 2 appliquée à la surface dessinée 
figure 17 (forme en plan d’une aile par exemple). 



RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Clmp. n 


Vue <*n ph» 

EthtUe ’/roo 


Pbuh-e. 


Ligne de charge 
Echelle 1mm =. tOO Kg /„ 


Lign e &e charg e 


3 = SOOKç/m* = C~ 


Un élément AL de pou 
fcre entourant un point IV 
intéressera une surface : 

AS = 1 • AL 

avec l = profondeur de la 
surface au point M. 

Soit : 

1=3 mètres (fig. 17). 

Cet élément recevra 
donc une charge 

q=Q •AS = Q• l ■AL 
soit : 

?=500 • 3 • AL = 1500 • AL 
(en kg avec AL en m). 
L’ordonnée de charge 
en M vaut donc: 

??= "AL soifc: P=Qt • 


Fl(î - 1 7. . c’est-à-dire ici : 

P = 500 • 3 = 1500 kg/m. 

donc que la lie,ne de charrie reproduira à une échelle près la 
variation de la profondeur l de la surface c’est-à-dire, d’une façon générale, 

poutr? atl ° n ^ ^ dimenswn de 1(1 sm '/acc, normale à la direction de la 
h) Si la charge Q est elle-même variable . la formule 

P=Ql 

reste toujours valable. 

Il y a lieu de déterminer p par points, compte tenu en chacun de ces 
points de la valeur de Q et de celle de L 

0.43 Courbe funiculaire.— Dans le cas d’une charge répartie ie poly¬ 
gone funiculaire devient une courbe funiculaire que nous allons déterminer. 

. oit, figure ib, . une poutre AA chargée par une ligne do charge B' 
d ordonnée p variable. e h 

,a P°V t . re AA ' 1,11 certain nombre de parties et traçons en 
r mrao ET ' dc dl ™ 10n lcs dr ° ltes d 'ordonnées limitées à la ligne de 

Hs \ Ct îf m rî 10 A S f CC r treS de ^ ravité V 1 ’ des éléments de surface 
' ls ‘IV e A " 13 v - et appliquons en ces points les forces F,, F., F égales 
aux charges des diverses parties de la poutre 3 & 

„ P ,F résultante des forces, égale à la charge totale, passe par le centre de 

SXe des>'rislon“ ch « d ™‘ k r ° sition «* indé P 0 " danle d « 
Construisons un dynamique des forces et le funiculaire correspondant. 

; i nous augmentons le nombre de divisions, le rayon polaire 1-P reste 
£6 pTJ 'rS ntB ÿ S , r . orce ® Vfmpt par fi, ceci entraîne la constance 
section de Î?P et do 6^ ° n d ° h résultante est déterminée par l’inter- 

A la limite, lorsque le nombre de divisions est infiniment grand le polv- 

Citü 1C ,aire se ™ devenu une courbe funiculaire qui sera par conséquent 
tangente en a et a.' aux rayons polaires 1-P et f>-P. 

On démontrerait de la même manière que les côtés du polygone funi- 
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m. 


la ire sont tangents à la courbe aux points a L , a 2 , situes sur les verticales 
des limites de division , c’est-fVdire des points À,, A 2 ... 11 est donc possible 
de construire la courbe funiculaire avec une bonne précision. 




Remarque. — Lorsque p est constant, la courbe funiculaire est une para¬ 
bole ainsi que nous l’établirons ultérieurement. 

6.44 Moments fléchissants. — Les moments fléchissants s’obtiennent 

en partant de la courbe funiculaire d’une façon identique à la méthode expo¬ 
sée au paragraphe précédent. „ * 

11 est recommandé de redresser d’abord le polygone funiculaire et de 
ne tracer la courbe inscrite que sur ce polygone redressé. 

6.45 Application numérique. — Nous donnons, Planche 7, une appli¬ 
cation numérique concernant le calcul des moments fléchissants agissant 
sur l’élément longitudinal d’un gouvernail de direction reposant sur deux 
articulations. 

Ce gouvernail est chargé aérodynamiquement par deux charges repar¬ 
ties a et a' et reçoit, eu plus, une charge concentrée au niveau de la com¬ 
mande de braquage. Voir indications sur Planche 7. 

7. DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES MOMENTS 
D’INERTIE DES SURFACES PLANES 

Nous donnons ci-après doux méthodes classiques de calculs graphiques 
des moments d’inertie des surfaces planes. 

Ces méthodes sont complétées chacune par une application numérique. 
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7.1 PREMIERE MÉTHODE : MÉTHODE DU DOUBLE DYNAMIQUE ET 
FUNICULAIRE. 

7.11 Théorie de la méthode, échelles. — Soit à rechercher le moment 
a inertie, par rapport à l’axe ZZ', de la surface S représentée figure 19. Cette 
surlace est tracée à l’échelle des longueurs e c’est-à-dire que I mm de 
tracé = e mm réels. 

Considérons un élément de surface .s, dont le centre de gravité q est situé 
a une distance x de ZZ' et supposons concentrée en q une "force proportion¬ 
nelle a s et parallèle à ZZ'. 

Représentons cette force par le vecteur ah à une certaine échelle des 
surlaces : 

1 mm=e' mm 2 . 

Prenons un pôle quelconque P avec une distance polaire y et à partir 
de la ligne d application de 5, traçons un funiculaire dont les côtés extrêmes 
déterminent le segment cd sur ZZ'. Nous savons (§ 4.1) que c3 représente le 
moment de 5 par rapport à ZZ' (moment statique de la surface s). On a 

Moment statique = s • x=cà ■ e • e' • y ( 1 ) 





P’ 


traçons un deuxième dynamique, avec comme force, le segment cd et 
comme distance polaire y'. Traçons un deuxieme funiculaire qui intercepte 
le segment ef sur l’axe ZZ'. 

G® se ë men t figure, à une échelle près, le moment de cd par rapport à 
ZZ'. c est-à-dire 

s • x • x=s ■ x}. 

Or, ce produit n’est autre que le moment d’inertie i de l’élément de 
surface s par rapport à ZZ'. 

L’échelle figurative de ce moment d’inertie est telle que 

cd • a:=ef e • if. (2) 

(Nous n’avons plus d’échelle de forces puisque cd a été reporté en vraie 
grandeur.) 
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Or, d'après la relation (1), on a : 


e ■ 

d’où, en portant cette valeur dans (2) : 


• x 
e' ■ y 


x ■ x 


soit : 
d’où : 


e ■ e' ■ y 
SX 2 


=ef • e ■ y' 


ef = 


e 2 e' y y' e 2 e' y y' 
i=e f ( e 2 e’ y y')- 


Le moment d’inertie i est donc mesuré par le vecteur ef avec une échelle 
égale au produit : carré de l’échelle des longueurs x échelle des surfaces 
x distances polaires des deux dynamiques. 

1 mm du vecteur ef = e 2 e’ ■ y • y' mm 4 . 


7.12 Application. — Nous donnons Planche 8 une application de la 
méthode. Il s’agit de trouver le moment d’inertie de la section figurée, par 
rapport à l’axe d’inertie vertical passant par le centre de gravité de cette 
section (axe ZZ' à déterminer). 

On décompose la section en rectangles dont on calcule la surface et, 
l’on applique aux centres de gravité de ces rectangles des forces proportion¬ 
nelles à ces surfaces (voir échelle sur Planche). 

L’intersection des côtés extrêmes du premier funiculaire donne l’axe 
d’inertie ZZ'. On prolonge chaque côté du polygone funiculaire jusqu’à sa 
rencontre avec ZZ'. On a ainsi les moments statiques de chacun des éléments 
de surfaces donnés par les vecteurs interceptés sur ZZ' par les côtés du funi¬ 
culaire afférents à ces éléments. 


Exemple : cd = moment statique élément 4-5. 

I 

On reporte à la même échelle ces moments statiques comme forces du 
deuxième dynamique et on trace le funiculaire correspondant. 

L’intervalle AB figure le moment d’inertie de la partie située à gauche 
de ZZ' et PintervalleXC le moment d’inertie de la partie située à droite. 

Le moment d’inertie total est donc représenté àTéchelle par la somme 
des longueurs 

AB + AC. - 

Nota. — L’intersection de 1' et 10' donne le lieu vertical du centre 
de percussion de la surface (axe par rapport auquel les moments d’inertie 
sont égaux de part et d’autre). 

7.2 DEUXIEME METHODE : METHODE DE LA SURFACE DU POLYGONE 
FUNICULAIRE. 

7.21 Théorie de la méthode (fig. 20). — Soit à chercher le moment 
•d’inertie de la surface S par rapport à ZZ'. On décompose en éléments étroits 
parallèles à ZZ' on construit le dynamique des surfaces partielles s It s 2 ... s „ 
avec une distance polaire quelconque y et une échelle des surfaces telle 
que 

1 mm=e' mm'. 


On construit le polygone funiculaire correspondant. 

Considérons le triangle abc formé par les côtés correspondant à s 2 et 
l’axe ZZ'. 


J*. VALLAT. 


Résistance des Matériaux. 


7 
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Soit d la distance réelle du c. de g. de s 2 à ZZ'. La surface du triangle abc 
vaut (à l’échelle du dessin) 


soit : 


"17 d 

ai T 

_• g 

ab —-— réellement 


(échelle des longueurs : 1 mm = e mm). 

Le vecteur ab représente le moment statique de s 2 par rapport à TT. 
Moment statique de s 2 = s z • d = ab e • e' • y (voir § précédent), soit 

• d' 


ab — 


e • e y 


La surface abc vaut donc (sur le dessin) : 

_ s 2 • d" _ Mt d 7 inertie de s 2 par rap. à ZZ'. 

2 e 2 • e' • y “ 2 e 2 • e' • y 




En considérant, de même, les triangles afférents aux surfaces partielles 
voisines, on voit que le moment d’inertie total est donné, à une échelle près, 
par la surface S, hachurée sur la figure. 

En particulier, quand l’axe de mesure est celui passant par le centre de 
gravité (axe Z,Z', sur la figure) le moment d’inertie Iz,//, est donné par l’aire 
comprise entre le polygone funiculaire et les côtés extrêmes (à l’échelle : 
1 mm 2 = 2 e 2 • e' • y mm 4 ). 
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7.22 Simplification d’échelle. — En prenant comme distance polaire 
y, la moitié de la longueur de la droite des vecteurs-forces, c’est-à-dire 

NM S 
y ~ 2 "2 c' 

l'échelle se simplifie et on obtient : 

Echelle des moments d’inertie 

1 mm 2 =2 e 2 • c' • -A- =e 2 • S. 

2 e> 

Règle. — En prenant pour distance polaire la moitié de la surface consi¬ 
dérée (à l’échelle des surfaces) le moment d’inertie est donc donné par le 
produit des deux surfaces S • Si amplifié dans le rapport du carré de l échelle 
du dessin : 

I zr = S 1 • S • c 2 

avec S, = surface du polygone funiculaire (échelle dessin) ; S = surface 
réelle de la section envisagée et e = échelle du dessin. 

7.23 Application. — Nous donnons Planche 9 une application de cette 
méthode à la section composée envisagée précédemment pour la méthode 1 
(Planche 8). 

7.3 REMARQUE AU SUJET DES DEUX METHODES GRAPHIQUES PRE¬ 
CEDENTES. 

Les deux méthodes ci-dessus donnent une somme de produits sd 2 . Pour 
que cette somme figure exactement le moment d’inertie de ta surface, il fau¬ 
drait que le nombre de surfaces élémentaires s soit infini (voir cliap. Il, 

§ 8 . 11 ). 

En d’autres termes, il faudrait que l’inertie propre de chaque^ dénient 
de décomposition soit négligeable. On a donc, théoriquement, intérêt a frag¬ 
menter la surface en un très grand nombre d’éléments. Pratiquement, il est 
plus simple et aussi précis d’ajouter _au résultat trouvé la somme des iner¬ 
ties propres de tous les éléments considères par rapport a des axes parallèles 
à l’axe général de mesure et passant par les centres de gravité propres de ces 
éléments (voir chapitre II, § 8.9). 


8. INTEGRATION GRAPHIQUE DES FONCTIONS 

Soit une fonction y 1 = f' ( x ) dont la courbe représentative est, tracée 
figure 21 (courbe AB). Il s’agit de déterminer la courbe primitive de cette 
fonction, c’est-à-dire la courbe y = f(x) dont y' soit la dérivée. 

Nous avons vu au chapitre I, paragraphe 5.3, que 1 accroissement de g 
dans un intervalle A.r s’obtenait en planimétrant, la surface délimitée par y , 
l’axe des abscisses et les ordonnées correspondant, à kx. Nous donnons 
ci-dessous une méthode plus rapide. .. 

Divisons les abscisses en petits intervalles Aæ, projetons les valeurs 
correspondantes de y' sur l’axe des ordonnées et traçons une figure polaire 
issue d’un pôle P situé sur le prolongement de Ox à une distance quelcon¬ 
que d de O y. . 

D’une origine quelconque Iv sur 0 y, traçons un polygone funiculaire, 
dont les côtés sont limités aux milieux des intervalles £sx (voir numérotation 
des régions). Considérons l’accroissement rrn du funiculaire dans la région 
(3), par exemple. 
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Les triangles semblables ram et POa' donnent : 

nrn _ rn_ __ Ax 

O a' ' OP ~ d 

Or Oa' = ca = valeur moyenne de y' dans l’intervalle considéré, donc : 


nm=[y' ■ Ax) — 
d 



Fig. 21. 


On voit donc que le polygone funiculaire répond à la propriété de la 
courbe primitive dont il donne le polygone circonscrit à une échelle égale à 
celle do y’- multipliée par d et par l’échelle des abscisses (voir ci-dessous). 

Les valeurs exactes de y sont obtenues sur les verticales des points .1. 
2, 3... 6. On a, pour l’exemple choisi, sept, points et sept tangentes pour 
tracer la courbe y (analogie avec les courbes funiculaires de charges réparties 
du paragraphe B.43 ci-dessus). 

Les propriétés de y', par rapport à y se vérifient, bien par l’allure des 
deux courbes (voir chapitre I, § 4.2). 

La valeur do Vintégrale définie : Y = C V' est donnée par la diffé¬ 
rence des ordonnées de la courbe y entre les deux abscisses Xi et x 2 (à 
l’échelle indiquée ci-dessous). 

Echelles. — Si la courbe y r a été tracée à des échelles telles que : 

1 mm des ordonnées —n unités de la fonction y', 

1 mm des abscisses = 7?.' unités de la variable x, 

la courbe y et les intégrales définies Y seront à une échelle telle que : 

1 mm des ordonnées =n ■ n' ■ d unités de la fonction y. 










DEUXIÈME PARTIE 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX GÉNÉRALE 




bous- avons groupé, dans celle deuxième partie, onze chapitres traitant 
d< la résis ‘ anee des dite 

l que possible, orienté leur exposé et leurs applications 
vois un but d utilisation directe en construction aéronautique. 

, j, e considération nous a conduit à développer, plus spécialement le* 
problèmes relatifs a la flexion et à la torsion des éléments minces. Ces ’ron- 

“r^T S /7" mJla ”' eS - 7 ’T <i “ 7i " fS V ermMronl un exposé plus ration- 
uel de la quatrième partie de cet ouvrage. 










CHAPITRE 


Y 


PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA RÉSISTANCE 

DES MATÉRIAUX 

Essais Mécaniques des Matériaux 


0. INTRODUCTION 


Comme toute science physique, la résistance des matériaux est a la fois 
expérimentale et rationnelle., c'est-à-dire qu'elle utilise, 4“ 

résultats expérimentaux, des connaissances théoriques qm sont fourmes 
notamment, par la mécanique rationnelle et la théorie de l eïasitciR. 

Nous verrons ci-après qu’elle ne constitue pas une science mat 1(M 1 ' 

quement exacte. Elle doit faire appel à quelques fcypotheses /wdfl^ntaie» 
dont le but essentiel est de simplifier les; tlieones générales d ® 1 ® la S 

licite en particulier) afin de les rendre directement utilisables dans le 

donipe^nt de la résistance des matériaux est do déterminer la forme les 
dimensions et la matière des pièces entrant dans une construction de telle 
façon que ces pièces résistent aux efforts qui leur sont appliques. Celle 
notion de résistante implique non seulement que les pièces étudiées ne . e 
rompent pas, mais aussi qu’elles n’atteignent pas des deformations prohibi- 

t ît) CS * 

C’est pourquoi l’étude de la résistance proprement dite sera toujours 

menée de pair avec celle des déformations. 

En construction aeronautique, la résistance des matériaux joue un ioie 
d’autant plus important qu’il s’agit de construire léger pour des n|cessz^ 
vitales (telles que possibilité d’envol et de transport de charge utile) et non 
plus seulement pour de simples considérations d économie de matière. Nous 
verrons que, par surcroît, les éléments d’un avion peuvent être soumis a des 
coefficients de charge considérables, ce qui accroît la nécessite d un calcul 
aussi exact que possible de la résistance de ces éléments. 

Cette notion de légèreté impliquera celle d homogénéité entre les dilit- 
rents éléments d’une'structure ou plus simplement entre les diî'érentes 
sections d’un même élément. On dit que ces éléments devront etre d égalé 
résistance. 


Remarques. — a) Les coefficients de charge dont il est question ci- 
dessus seront, en général, inclus dans un coefficient, de calcul qui tiendra 
compte également d’un certain coefficient de sécurité dont nous verrons plus 
loin la nécessité. 

h) Les calculs de résistance sont fréquemment vérifiés par des essais 
statiques poussés généralement jusqu’à 1a, rupture des éléments essayés ; mais 
il convient de remarquer que de tels essais donnent, en général, des renseï- 
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teur déterminé eïentidlement 70^1 nil eS Structures ( ï ui resfce 11 n fec- 

efforts internes appliqués aux sections 

l.o POSITION DU PROBLÈME. ' 

que dcVégZubrZ (n ° tamment »■> chapitre III) 

indéformables. Nous étudierons maintenant 1 ^ qU1 - ° nt touj0urs e ; té supposés 

ces éléments en équilibre externe et ceci en v p 1 £! + & P f S | 6 à I m ^ new de 
a-dire des coupures fictives. } eifectuant des séchons, c’est- 

1.1 DÉFINITION DES EFFORTS INERNES. 

systèmTlISV^^^^r^n e ^rne sous l’action d’un 

conque qui sépare ce corpsen unf lme sect . ion I^ne « quel- 

veut supprimer, par exemple la partie nanrhp 6 une P ai t * e . gauche. Si l’on 
équilibre que si on lui applique à travers h dro,ta ne restei> a en 

e<rui ™ 1 s en * “«??! extérieures que subissait la part™ Sulh ™ 0 *"“* 
R, {résultant™!™ fontTdl I^e ^ ™ e r&ultante 



r; 



Fig. I. 

de transport M„ dont levecteurreTOEentarf 6 * à R * et un moment 

fornré par R, et le “ P, ° n 

- - 

T est 1 effort tranchant ) 

N est l'effort normal f appliqués à la section S. 

la secUon°S ( & 3"*™ un Ornent le long de 

mal tend, sdon toi ^Tr^Zchérit ?°‘ te ^ ^ l ' eBoit ™ 
droite à travers la section S ^ a se P arer les parties gauche et 

Décomposons de même le vecteur-moment M, en un vecteur M contenu 
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dans le plan de la section S et en un vecteur M, normal au plan de cette 
section. 

M est le moment fléchissant (ou moment de flexion) ) , , , 

M t est le. moment de torsion (ou -moment tordant) j 1( ï ues a a sec 10,1 • 

Le vecteur moment M, contenu dans la section S, peut être considéré 
comme le moment d’un couple dont les composantes sont normales à S et 
qui vont donc tendre à raccourcir ou allonger les parties de la pièce sur les¬ 
quelles elles sont appliquées. 

M, produit un couple dont les composantes seraient contenues dans la 
section S. 11 tend à faire tourner la section S sur elle-même, c’est-à-dire 
à faire glisser par rotation la partie de gauche sur la partie de droite. 

On se rend compte ainsi, dès maintenant, de l’analogie qui existe entre 
les effets de l’effort tranchant et du moment de torsion qui tendent à faire 
glisser , et entre ceux de l’effort normal et du moment do flexion qui tendent 
à allonger ou à raccourcir les éléments du corps. 

1.2 REMARQUE TRES IMPORTANTE. 

Nous avons conservé la partie de droite et remplacé la partie de gauche 
par la résultante R fl des forces qui lui sont appliquées. Nous n’avons donc 
considéré que les forces situées à gauche de la section et ce sont ces forces 
qui nous ont conduit aux notions de T, N, M ( , M. 

Le problème aurait pu être considéré en conservant la partie de gauche. 
Un raisonnement identique au précédent aurait conduit à considérer la résul¬ 
tante R u des forces situées à droite de la section. Les résultats auraient été 
les mêmes que précédemment au signe près, la résultante R d étant, par défi¬ 
nition (corps en équilibre) égale et opposée à la résultante R c . 

Ceci conduit aux remarques essentielles suivantes 1 : 

— Pour déterminer les efforts agissant dans une section d’un corps en 
équilibre, ne considérer que les forces situées d’un même côté de la section 
envisagée. 

— En considérant les forces situées de l’autre côté on trouve les mêmes 
valeurs changées de signe. 

1.3 NOTATIONS, DÉFINITIONS GÉNÉRALES ET SENS POSITIFS. 

Nous continuerons, d’une façon générale, à utiliser les notations définies 
ci-dessus pour les quatre types d ’efforts internes sollicitant une section d'un 
système en équilibre, soit : 

T = effort tranchant = somme des projections sur Je plan de la section de 
toutes les forces extérieures situées d’un même côté de cette section ; 

N = effort normal = somme des projections normales au plan de la section 
de toutes les forces extérieures situées d’un même côté de cette section : 

M = moment fléchissant = somme des moments, par rapport à un axe contenu 
dans le plan de la section, de toutes les forces extérieures situées d’un 
même côté de cette section ; 

M t = moment de torsion = somme des moments, par rapport à un axe nor¬ 
mal au plan de la section, de toutes les forces extérieures situées d’un 
même côté de cette section. 

Remarques. — a) Les définitions précises de M et M t exigeraient que 
l’origine de leurs vecteurs (c’est-à-dire de leurs axes de mesure) soit égale- 


1. — Nous avions déjà été conduits à constater cette propriété au chap. IV, § 0.0 • 
lors de la détermination graphique des moments fléchissants agissant le long des 
poutres droites. On se rend compte maintenant, d'une façon plus précise, que ces 
« moments en un point de la poutre » concernaient, plus exactement, les moments flé¬ 
chissants agissant sur une section droite de cette poutre passant par le point considéré. 




100 


RESISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. V 


Tk Contentons-nous ici d'assimiler ee point ou centre de gravité 

de la section. Nous reviendrons ultérieurement sur cette définition." 7 

briques l ° ÜteS ^ sornmes C1 ' dessus sont évidemment des sommes algê- 

définhfS v ?* ltl i s - 7T 0n aüecte tr f souvent de sens positifs les quatre efforts 
dqn? wlî C ? S i SCnS po ? d ! fs ? ont généralement difficiles à observer 
tou J le . s cas ot leur considération n’offre qu’un intérêt limité. Aussi 
nous contenterons-nous simplement de les préciser dans les cas particuliers 
o leur emploi sera utile II est plus pratique généralement de « réaliser 
physïquement » le sens des deformations que ces efforts tendent à engen- 


1.1 CALCUL PRATIQUE UES EFFORTS APPLIQUÉS AUX SECTIONS. 

ment°? ASîiï** les , défmitions ci-dessus, que ce calcul revient siraple- 
ï t a des operations plus ou moins compliquées de transports de forces et 
de moments, telles qu’elles ont été définies au paragraphe 5. du chapitre II 

nort^ S i 6 ru aS d e ^ 0rts orien tés d’une façon quelconque par rap- 

l-oit aux sections etudiees, il est avantageux d’utiliser un système d’axes 

rectangulaires (c est-u-dire de projections) relié directement à cos sections. 

Exemple — Si l’on avait à étudier les efforts internes dans une section 
droite (c est-à-dire normale à l’axe longitudinal OZ) de la jambe d’atterris- 

panllSt^N a ov Ch ?n 7 e f paragmphe 5 * 3 - on considérerait des axes 

Œ (toir 4 22, chap. H)™* ^ de grayité de la sectio ” 

La composante F z donnerait l'effort normal N. 

T? ri^ Fx et - don “erait l 'effort 'tranchant T. 
ue moment M z donnerait le moment de torsion M, 

La composition des moments M x et M Y donnerait le moment de flexion M. 

1.5 COURBES DES EFFORTS APPLIQUÉS LE LONG D’UN ÉLÉMENT. 

?. n envisageant des sections mobiles le long de l’élément étudié on 
définit ainsi des courbes des efforts appliqués h cet élément C’est ce CT ue nous 

a “;r t IiC t itement ' T 0hap i tre IV ' p™g4he 6. lors deTa q d“termh 

qués aiix^outreï'droite™^ 1111116 ’ ** de «*»-««• «PP»' 

1.6 APPLICATION NUMÉRIQUE. 

îgp&SjœSæsS 

mise en «quilil.™ «M- 

. i U1 , différencier cette application des précédentes, nous avons effectué tous 
les calculs algébriquement. Le lecteur aura intérêt, à répéter ces opérations par la 
statique graptnque (en opérant les tracés dans chaque projection) P 

11 es P évide . n t qu il suffit, dans cet exemple, d’évaluer les efforts internes au 
C^et E) WG Sectlons Sltuees à chaque point d'introduction de force (points A, B, 

entr^es ff charges h i argeS étant concentrées > les variations des efforts sont linéaires 


1 y , f, 1 ? tout Juste heu - P° ur une représentation très exacte, de corriger les 
S r r sous , les éléments tels que leviers et paliers pour tenir compte de l’effet réel de 
épartition des efforts appliqués. Une telle correction n’est ordinairement pas néces- 

de ir ?ésSt?nS e préS nt ’ d aUtant plUS QUe °° S parties nc sont P as justiciables de calculs 
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Il est essentiel, pour le lecteur, de bien se familiariser (à l’aide de nombreux 
exemples), avec ces problèmes de recherche d’efforts appliqués le long des élé¬ 
ments. Nous reviendrons, du reste, sur ces calculs, lors de l’étude particulière de 
la résistance des pièces à chacun de ces efforts (chap. VI à XIII). 


2. ÉQUILIBRE INTERNE. CONTRAINTES 


2.0 POSITION DU PROBLÈME. 

Nous avons défini, ci-dessus, les ef/orts internes totaux appliqués à une 
section donnée d’un élément en équilibre externe. Nous avons vu que ces 
efforts se réduisaient, dans le cas général, à quatre composantes : T, N, M 
et M t que nous savons calculer. Il s’agit, maintenant, de déterminer la façon 
dont ces efforts seront transmis à l’intérieur do cet élément, c’est-à-dire de 
rechercher Véquilibre interne de chaque section. C’est le problème fonda¬ 
mental de la Résistance des matériaux. 


3.1 PRINCIPE DE L'EQUILIBRE : COHÉSION. 

Reprenons le corps quelconque de la figure 1 séparé en deux parties : 
droite et gauche par la section S. 

On conçoit que ce qui reliait précédemment (avant la coupure) ces deux 
parties entre elles, c’était la cohésion du matériau constituant le corps. Cette 
cohésion se manifeste physiquement par des forces d’attraction des difié- 
rentes molécules entre elles ( cohésion moléculaire ) qui existent tant que les 
efforts appliqués à la section ne deviennent pas prohibitifs (il y a alors 
rupture, c’est-à-dire dépassement de la cohésion moléculaire). 

On voit donc ainsi qu’il se produit (avant rupture) un 
état d'équilibre interne entre les forces de cohésion et les for¬ 
ces internes totales agissant sur la section. En d’autres ter¬ 
mes, les forces de cohésion sont les multiples composantes 
(ou équilibrantes) de ces forces internes résultantes. 

Considérons la section de coupure S reproduite figure 2 
et isolons un élément AS de cette section, suffisamment petit 
pour qu’il ne recueille qu’une seule force de cohésion. Dési¬ 
gnons cotte force élémentaire par AF. C’est donc l’ensemble 
de ces forces AF qui équivaut à la force R et au moment M a 
appliqués en G. 



Fig. 2. 


2.2 DÉFINITION DES CONTRAINTES. 

aF 

On désigne par contrainte moyenne de l’élément AS, le rapport ^ 

(c’est-à-dire la force de cohésion par unité de surface). Si AS devient infini¬ 
ment petit ce rapport tend vers une limite appelée contrainte en un point . 

La force AF peut se décomposer en : AN normal à la section S et 
AT contenu dans la section S. 

La contrainte précédemment définie est donc la composition de 

n = quand AS tend vers 0 

AS H 

et de 

/, = — quand AS tend vers U. 

AS 

La contrainte n qui résulte d’une sollicitation normale a S est appelée 
contrainte normale (ou encore contrainte axiale). La contrainte t qui résulte 
d’une sollicitation tangentielle est appelée contrainte tangentielle (ou de 
cisaillement). La contrainte normale résulte donc d’une tendance à séparer 
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à vis 6 r r^ à°faiîeglisseT ceÆnient de C ° tan ë en ' 

a-vis. On conçoit que les rontninfJ J? , eie ,™ ent ne section sur son vis- 

que les contraintes tangentielles résistent^îentiSlnt à T ^1“ 

3.3 DIMENSIONS DES CONTRAINTES UNITES 

Une contrainte est le quotient d'une force par une surface ; elle est donc 
dimensionj analogue à celle d’une pression. 

sion. Dans le système 'courant 1 que^ou ^ c ? ntra,ntes > des unités de pres- 
exemple : J dnt que nous employons, ces unités seront, par 

lr la/! ni Tn (k ! l0gramrne par mil] ünètre carré) 
le kg/cm- (kilogramme par centimètre carré)- ’ 

matérr^VuT^ot'oTcîpent ^ousT' tintes pour 1er 

kg/mm 5 . occupent, nous n utiliserons, en principe, que le' 

2.4 REMARQUES. 

indication de force (contSnYe 6 de^O* h -^'n ' 1106 C0 1 n * , ‘ ainte P ar une simple 
de préciser l’unité ie ,ur^t^^« t^ 

6 ) Les notations adoptées ci-dessus : ^Ppoite. 

I = contrainte tangentieile, 
n= contrains normale, 

ES“i” 

"""" ii d fio!Stori™pirà'^pitrX'ci de fai r apFa ' 

w.-wjr-css 

males et tangentielles sera traité au chapitreT ^ ^ COntramtes nor - 
nuerons de préférenceTutilisé S ° nl p noilymes - Nous conti- 

2.5 TRAVAIL INTERNE. 

équil“par 7^JoZ £F SeCti ° nS d ’“ dément «Ut donc 

élément. Cef efforts internesd^nnfn^r d °r niî , ent Ilpu ailx contraintes de cet 

atpTqu4 à d6S déplaCm “ 

r „ - U { a d° nc efforts et déplacements d’où travail (voir chapitre II § i a\ 

mmssssssssém 
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3. HYPOTHÈSES GÉNÉRALES DE LA RÉSISTANCE 

DES MATÉRIAUX 


3.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Ainsi que nous l’avons indiqué nu début de ce chapitre, la résistance 
des matériaux repose essentiellement sur la théorie de Vélasticité, dont elle 
constitue une application simplifiée grâce à des hypothèses particulières. 

Les hypothèses entrant en jeu, dans les théories de la résistance des 
matériaux, comprendront donc : les hypothèses do la théorie de l’élasticité 
elle-même et les hypothèses particulières simplificatrices. 


3.1 HYPOTHÈSE FONDAMENTALE DE LA THEORIE DE L’ELASTICITE. 
Sous l’action -d’un effort, même très faible, un corps quelconque se 
déforme. Ces déformations peuvent être : 

a) soit des déformations permanentes, c’est-à-dire qui subsistent entiè¬ 
rement après disparition de l’effort (corps mous ou plastiques) ; 

h) soit des déformations temporaires (ou subpermanentes), c’est-à-dire 
qui disparaissent, soit complètement, soit en partie, au bout d’un temps plus 
ou moins long après la cessation de l’effort. 

La théorie de l’élasticité ne s’occupe, en principe, que d’un cas parti¬ 
culier de ces déformations temporaires : les déformations élastiques. 

Leur appellation suffit en partie à définir les propriétés de ces déforma- 
Lic; élastiques : ce sont des déformations qui disparaissent entièrement 
ut ur.is un temps très bref après cessation de l’effort. 

La théorie de l'élasticité admet, en supplément, que ces déformations 
sont des jonctions bien déterminées des contraintes pour un matériau donné. 
Nous verrons que la résistance des matériaux complète encore cette hypo-. 
thèse. 


3.2 HYPOTHÈSES SIMPLIFICATRICES DE LA RESISTANCE DES 
MATERIAUX. 

Ces hypothèses peuvent être groupées en : hypothèses concernant la 
structure des corps et hypothèses concernant les déformations de ces corps. 

3.21 Hypothèses concernant la structuré des corps. — La résistance 
des matériaux courante ne s’applique qu’aux corps prismatiques et isotropes. 



Fig. 3. 


iii 



Fig. 4. 


3.211 Corps prismatiques. — Un corps prismatique est, par définition, 
engendrée par une surface plane quelconque S (fig. 3) qui est assujettie a 
se déplacer tout en restant normale à une courbe G continue (c est-à-dire 
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sans point anguleux) et de faible courbure. La surface S peut, de plus, se 
dilater ou se contracter, à condition que ces variations soient progressives. 

La courbe C que l’on assimile généralement à la trajectoire des centres 
de gravité des surfaces est appelée fibre moyenne du corps. Un point quel¬ 
conque P décrit de même une trajectoire P„ P P x appelée fibre relative au 
point P. 

Remarque. — Cette notion de fibre est purement théorique (et en désac¬ 
cord apparent avec la condition d’isotropie énoncée ci-dessous. Il suffit sim¬ 
plement d’assimiler ces fibres à des lieux théoriques qui ne doivent pas être 
interrompus brutalement le long du corps étudié. 

Exemple. — La figure 4 fournit un exemple de pièce non prismatique 
pour laquelle les formules simplifiées de la résistance des matériaux cou¬ 
rante ne sauraient s’appliquer, tout au moins au voisinage immédiat de 
son changement de forme brutal où les « fibres » se trouvent coupées. 

3.212 Corps isotropes. — La définition générale des corps isotropes 
peut ici se simplifier de la façon suivante : 

Les corps étudiés doivent avoir les mêmes caractéristiques de résistance 
dans tous les sens pour un même tvpe de sollicitation. 

On assimile, en général, les métaux cristallins à des corps isotropes U 

Nous verrons que les bois, par exemple, qui sont des corps fibreux (corps 
orthotropes) ne peuvent être étudiés que moyennant certaines corrections, 
par les théories de la résistance des matériaux. 

3.213 Poutres prismatiques, plaques. — La résistance des matériaux 
s’occupe plus particulièrement d’une catégorie de corps prismatiques appe¬ 
lés poutres. On désigne ainsi des corps possédant des dimensions longitu¬ 
dinales très importantes vis-à-vis de leurs dimensions transversales. 

Nous verrons ultérieurement que si une seule dimension transversale 
est faible, les corps prennent le nom de plaques (ou membranes ou voiles 
minces). La résistance des matériaux courante ne s’applique, qu’après 
corrections, à ccs catégories do corps. 

3.22 Hypothèses concernant les déformations des corps. 

3.221 Hypothèse de Bernoulli ou de la conservation des tranches 
planes. 

Cette hypothèse, qui constitue une simplification considérable à la théo¬ 
rie générale de l’élasticité, peut s’énoncer ainsi : 

Dans un corps prismatique se déformant sous l’action de forces exté¬ 
rieures, une section plane quelconque normale à la fibre moyenne avant dé¬ 
formation reste plane, perpendiculaire à la fibre moyenne et conserve ses di¬ 
mensions après la déformation du corps. 

C’est ce que représente la figure 5 a dans le cas d’une pièce fléchie. 

La figure o b représente, par contre, un exemple où l’hypothèse de Ber¬ 
noulli n’est visiblement pas satisfaite : c’est, celui d’une feuille de caout¬ 
chouc serrée entre les mors d’un étau et sollicitée en A par un effort de trac- 


1. — Les opérations de forgeage ou de laminage apportées à ces matériaux engen¬ 
drent, cependant, des fibres internes d’orientation bien définie et, par suite, des direc¬ 
tions de résistance prépondérantes. On convient, généralement, de leur appliquer enedre 
les théories de la résistance des matériaux, comme si les pièces étaient isotropes, mais 
il importe, en pratique, de tenir compte de l’orientation de leurs fibres qui doivent être 
dirigées dans le.sens des sollicitations prépondérantes. 
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lion. Cette feuille se déforme sans que ses sections restent planes et de mômes 
dimensions. 

Il convient de remarquer, du reste, que l’hypothèse de Bernoulli cons¬ 
titue un (( état idéal » qui n’est jamais réalisé rigoureusement. Ainsi que 
nous le verrons au paragraphe suivant, les déformations agissent toujours 
suivant les trois dimensions des corps, mais les variations des sections droi¬ 
tes, dans le cas des matériaux courants, sont généralement suffisamment 
faibles pour être négligées lors de l’étude des poutres 1 .^ 



Fig 5. 


D’une façon imagée, l’hvpothèse de Bernoulli assimile les poutres à une 
succession de-plaques rigides orientées normalement à la fibre moyenne et 
reliées entre elles par des ressorts s’opposant à des variations de distance et 
à des glissements entre ces plaques. C’est ce que représente la figure b c. 

Remarque. — C’est, cette hypothèse qui conduit à toujours considérer, en 
résistance des matériaux, des sections normales à la ligne longitudinale 
moyenne (fibre moyenne) des poutres étudiées. Ces sections sont appelées 
sections droites de ces poutres. 


«3.222 Hypothèse de proportionnalité des e /forts et déformations : Loi 
de Hooke. ~ 

Nous avons vu au paragraphe 3.1 que la théorie de l’élasticité admettait 
une relation déterminée entre les déformations élastiques et les contraintes 

appliquées à un même corps. . 

En résistance des matériaux, on admet que cette relation constitue une 
simple proportionnalité, c’est-à-dire une loi linéaire. 

Cette hypothèse essentielle est appelée loi de Hooke. Nous 1 éludions 
d’une façon détaillée au paragraphe 4. ci-après. 


3.3 APPROXIMATION DE CALCUL. 

On admet en général, en résistance des matériaux, que les déformations 
d’ensemble des corps étudiés sont suffisamment faibles pour être négligées 
lors de l’évaluation des efforts appliqués aux sections. 

On admet, par exemple, dans une pièce fléchie telle que celle de la 
figure 0 où une section S est venue en Sx après déformation, que le nouveau 


1. _• il „e peut plus en être de meme pour l’étude des plaques, comme nous le verrons 
ullérieuremcnt. 
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bras de levier d, de la force F par rapport à celle section, est égal à son bras 

de levier primitif d. 

Cette approximation est tout à fait 
raisonnable dans les cas courants étant 
donnée la faiblesse relative des défor¬ 
mations. Nous rencontrerons cependant 
quelques cas où cette % approximation 
n’est plus valable (notamment pour les 
systèmes souples). Il faut alors effec¬ 
tuer des calculs par approximations 
successives. 


/ 

d 

/ 

/ 

/ 

S i F 

/ --- 


; ""^9, 

_ 

/ 

/ 





__ d, __ 


Fig. B. 


4. EXPOSÉ IMAGE DE LA LOI DE HOOKE 
MODULE D’ÉLASTICITÉ 

4.1 DIAGRAMMES DE TRACTION. LIMITE ELASTIQUE. 

(Voir ci-après : Essais des métaux.) 

Si l’on tire entre les mors d’une machine d’essai une éprouvette prisma¬ 
tique d’un matériau courant, on constate que, sous l’action d’un effort F, la 
longueur initiale L de l’éprouvette v est devenue L'>L d’où un allongement 
réel ■ 

l = L' — L. 

Si l’on porte en abscisses les allongements l et en ordonnées les efforts 
correspondants F on obtient un diagramme'ayant généralement l’allure de 
celui do la figure 7. 

Le point le plus caractéristique de ce diagranime est le point A qui déli¬ 
mite une partie initiale linéaire OA d’une partie courbe ÀR allant jusqu’à 
la rupture de l’éprouvette. 

C’est ce point A qui caractérise la limite élastique du matériau. Dans la 
partie OA, les allongements sont élastiques , c’est-à-dire qu’ils disparaissent 
lorsque l’on supprime l’effort. Ensuite les allongements sont permanents. 

Le point A délimite deux domaines du matériau : 

Le domaine élastique (ou période élastique) : partie OA, 
le domaine plastique (ou période plastique) : partie AR. 




Les formules usuelles de la résistance des matériaux s’appliquent à ce 
premier domaine : domaine élastique, et c’est par convention qu’on les étend 
jusqu’à la limite de rupture. Les calculs de déformations, en particulier, n’ont 
plus aucune valeur au delà de la limite élastique. 
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Remarque. — L’allure (lu diagramme de la ligure 7 correspond, en fait, 
au cas des aciers doux. Pour la plupart des métaux utilisés en construction 
aéronautique (alliages légers, aciers trempés) le point A se situe do façon 
beaucoup moins nette et l’allure générale de la courbe est continue.(voir ci- 
après § 5.15 et chap. XVI § 3.). 

4.2 MODULE D’ÉLASTICITÉ LONGITUDINAL. 

On constate dans l’essai précédent que, tout au moins dans le domaine 
élastique, les allongements sont, à charge égale, proportionnels à la. longueur 
initiale L de la base de mesure et, qu’à allongement égal, les efforts F sont 
proportionnels aux sections initiales S des éprouvettes. 

On peut donc transformer la partie OA du diagramme, figure 7 (domaine 
élastique), selon la représentation de la figure 8. 

On porte en abscisses les allongements proportionnels (ou relatifs) 

, l U — L 
l ~L ~~^L~ 


et en ordonnées les charges par unité de section initiale 


n=* 

S 


i représente donc l'allongement de l’unité de longueur et n la contrainte 
moyenne de la section initiale S. 

On obtient une droite inclinée sur l’axe des abscisses d’un angle a. 
On désigne par module d’élasticité longitudinal (ou module o’Yoilng), 
le. coefficient angulaire de cette droite : 


E=^a= 7 X 


d'où la formule fondamentale exprimée par la Loi de Hooke : 


?i=E i. 


« En période élastique , les contraintes sont proportionnelles aux allon¬ 
gements relatifs, le coefficient de proportionnalité étant Je modide d’élasti¬ 
cité du matériau » 1 . 

Dimension du modide d’élasticité. — On voit donc que le module d’élas¬ 
ticité est homogène à une contrainte , c’est-à-dire qu’on l’exprime par une 
force par unité de surface. 

Exemples : Aciers courants : E = 20000 kg/mm 2 . 

Duralumin (AU4G) : E= 7000 kg/mm 2 . 

4.3 GENERALISATION DE LA LOI DE HOOKE. 

On constate que la loi de Hooke s’applique également dans les essais 
de compression. Pour les matériaux courants, le module d’élasticité en com- 


1. — On peut encore définir le module d’élasticité longitudinal par la contrainte 
(généralement fictive) que subirait un corps pour que sa longueur soit doublée par défor¬ 
mation élastique. 

On a en effet : 

n = E i=E L ' r~ L ■ 


Si le corps doublait élastiquement de longueur on aurait L'=2 L d’où : 

L_ 

L 17 


n = El_L_ h =eJL = E. 


P. Vali.at. — Résistance des Matériaux 
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K Si Sdeîsî,s) mêine qU en traCti ° n - G ' eSt Une condition isotropie du corps 

On constate également que le cisaillement (et la torsion) sont régis par 
e loi analogue quoique la limite élastique apparaisse souvent d’une façon 

rancle^eTr? ne ï e ',P ans u " e f sai de torsion, par exemple, la courbe de 

«Si iïii 1 T / , d ï 11 c ï h “ dre - en fonction du couple de torsion M., 
affecte 1 allure générale donnée figure 9. 

Si ,> r ° n 7 dé f igne P ar 1 la contrainte langentielle 
( o ci-de^us § 2.2) et par ] 1 angle de glissement que nous définirons ulté¬ 
rieurement (chapitre Mil), on a : 


t =G y. 


(t est le module d’élasticité transversal du 
au cisaillement). 



matériau (ou module d élasticité, 



Fig. 10. 


4.4 RELATION ENTRE E ET G : COEFFICIENT DE POISSON. 

On démontre, en élasticité, que G et E sont reliés entre eux par l’expres¬ 
sion simple ci-dessous : 

G= E 

2 (l + <r)_ 

fi étant un coefficient connu sous le nom de coefficient de Poisson. Ce coef¬ 
ficient. est, lo rapport de l’allongement relatif longitudinal i d’un corps à sa 
contraction relative transversale i' pendant la période élastique.. 

Cette contraction relative a pour valeur 



en désignant par (voir fig. ;10 ) : 

L, la dimension transversale initiale ; 

L'i la dimension transversale en un instant de la déformation élastique. 
(Voir notes 1 et 2 ci-dessous.) 


1. — Dans un essai de compression on obtient un phénomène analogue : i devient' 
un raccourcissement longitudinal relatif et i' une dilatation transversale relative. 
Dans un corps isotrope, les coefficients de Poisson de traction et de compression sont 
égaux. 

2. — Cette constatation d’un phénomène de déformation transversale nous éloigne 
de l’hypothèse simplificatrice de Bernoulli énoncée ci-dessus au paragraphe 3.221. On 
se rend compte que cette hypothèse ne constitue bien qu’une « convention idéale », 
ainsi que nous l’avions annoncé. On convient malgré tout, en résistance des matériaux 
courante pour étudier les poutres prismatiques, d’utiliser les valeurs de G et de E 
définies par la loi de Poisson tout en négligeant le phénomène qui donne lieu à leur 
relation. Ce phénomène de déformation transversale est souvent appelé « Effet de 
Poisson ». Il n’est plus négligeable pour les éléments minces tels que les plaques 
(Chap. XVII et XIX). 
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Valeurs de a et de G. — Pour les aciers courants on a : 

=0,25 

d’où ^ E 


G = 


2(1 + 0,25) 2,5 “ 5 E 0,4 E 


soit 


G = 20000 • 0,4=8000 kg/mm 1 2 . 


Pour le duralumin AU4G et, en général, pour tous les alliages légers à 
liase d aluminium, on admet généralement : 


d’où 

soit 


o-=0,3 


G= 


E 

2 (1+0,3) 


“JH 386 


E 


G = 7000 x 0,385 =2700 kg/mm 2 . 


4.5 INSTRUMENTS DE MESURE DIRECTE DES CONTRAINTES ELAS¬ 
TIQUES. 

La. loi de proportionnalité existant entre les contraintes et les déforma¬ 
tions élastiques des matériaux courants (Loi de IIooke) permet la détermi¬ 
nation expérimentale directe de ces contraintes à l’aide d’instruments de 
précision mesurant les déformations élastiques correspondantes au cours d’un 
essai. 

Ces instruments sont appelés tensomètres (ou extensomètres). On dis¬ 
tingue deux catégories principales de tensomètres. Les tensomètres méca¬ 
niques et les tensomètres électriques \ 

a) Tensomètres mécaniques : Leur principe, très simple, est le sui¬ 
vant : 

Deux pointes distantes entre elles d’une certaine base de mesure con¬ 
nue (20 mm environ pour les tensomètres Huggenberger qui sont les plus 
utilisés) sont assujetties à suivre les allongements ou raccourcissements 
élastiques de l’élément considéré, dans la direction étudiée. Un dispositif 
amplificateur de grande précision permet la lecture directe de ces déplace¬ 
ments. Par une simple proportion où entre le module d’élasticité du maté¬ 
riau, on obtient les contraintes élastiques correspondantes, soit en traction 
(allongement de la base de mesure), soit en compression (raccourcissement 
de celte base). 


h) Tensomètres électriques : Le principe de ces instruments repose sur 
la variation de résistance électrique d’un fil métallique soumis à un allon¬ 
gement ou raccourcissement. 

Cette variation, très faible, est mesurée par un montage électrique 
amplificateur, et, éventuellement, enregistreur. Le détecteur lui-même se pré¬ 
sente sous forme d’un sachet plat ayant à peu près los dimensions d’un 
liinbre-poste, contenant le fil métallique témoin. Ce détecteur est collé sur 
l’élément étudié dans le sens de l’allongement (ou contrainte) à mesurer 2 . 

Une boîte réceptrice, reliée par des fils électriques à chacun des détec¬ 
teurs utilisés centralisé, h distance, les indications de chacun d’eux. 


1. — U existe également des instruments basés sur une difficulté d’écoulement d’un 
fluide à travers un orifice étroit dont l’importance varie avec les déformations élas¬ 
tiques du corps étudié ( tensomètre Solex ). Us ne constituent cependant que des instru¬ 
ments de laboratoire, alors que ceux des deux autres catégories sont utilisés industriel¬ 
lement au cours des 'essais statiques. 

2. — Il existe des détecteurs à trois branches (en Y ou A) permettant donc la 
mesure des contraintes dans trois directions connues autour du point étudié. 
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5. ESSAIS DES MÉTAUX 

5.0 BUT ET CLASSIFICATION 

ques°et C“S4t 6SSaiS mé0aniqUCS ’ l6S “ “s opti- 

qui êr0Upe : l6S 

Ces essais peuvent être divisés en : 

a) Essais mécaniques courants : Traction lente, résilience, dureté 

b) Essais mécaniques spéciaux : Flexion alternée, usure, pliage, etc... 

5.1 ESSAIS DE TRACTION LENTE. 

, 5-11 Principe. — On tire entre les mors d’une machine (Testai rln* 

XrïïfmA 5 t P d e 6VeeS S 'T ’? pièce 011 Ie Jot de Pièces à essayer. La vitesse 
lactionTnie ”° rS 6 & maclline doit «tre très faible d’où le nom de 

5.-12 Machines d'essai. - Les machines d’essai comprennent : 

Des machines à main avec volant et vis sans fin donnant une très 
démultiplication. Ces machines sont généralement dotées d’un dispo¬ 
sait de mesure des efforts genre bascule (machine Falcot), P 

Presse 6 ° Ù / elÏ0rt mo t eur est Produit, comme dans une 

presse, pai 1 action d un liquide sur un piston. Les plus répandues sont les 

i ^îr CS Arns ! er - , E11 7 es Permettent généralement les essais en traction et en 

° nt ’ dc P J US ’ ravanta g e d’inscrire automatiquement sur un 

reproduitefigZ"T™” 1 ' char S e - cowse ’ c’est-à-dire la courbe analogue à celle 

l f * 13 Eprouvettes. — On distingue les éprouvettes cylindriques qui sont 
es plus courantes et les eprouvettes plates qui servent pour essayer les tôles. 

Eprouvettes cylindriques. — Elles affectent la forme générale repro- 
guéifsemont rêctiBée^ C * lmdnc I ue de dianiètr0 d «tant calibrée et soi- 
r marque, avant essai, sur le corps cylindrique de l’éprouvette, deux 
leïallongements StantS ^ ^ longueur L d 111 servira de base de mesure pour 


deux c^îS^arTSS 8114, P ° Ur 163 métaUX ’ UnG VilGSSe maX ' imum de rordre de 
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Le tableau ci-après résume les dimensions des éprouvettes utilisées 
industriellement. La plus répandue est l’éprouvette de diamètre d=13,8 mm. 


DÉSIGNATION 

DIAMÈTRE 

d 

mm 

SECTION 

S 

mm 2 

L 

mm 

D 

mm 

Norme AIR 0810 

4 

12,56 

28,8 

33 

Eprouvettes 

ordinaires 

1 

‘ 13,8 

15,96 

22,57 

150 

200 

400 

100 

115 

165 

130 

147 

210 


On peut remarquer que la longueur L est reliée à la section S par la 

relation : _ 

L= \J 66,67 S. 

Cette relation est nécessaire pour que les allongements à rupture soient 
comparables (voir ci-après). 



Fig. 11. Fig. 12. Fig. 13. 


Eprouvettes plaies (essais cle tôles). — Elles affectent la forme repré¬ 
sentée par la figure 12. 

La section et la longueur entre repères doivent également être reliées 
entre elles par la relation indiquée ci-dessus. 

5.14 Diagrammes d’essais. - Nous avons déjà décrit au paragraphe 4.1 
l'allure générale des diagrammes des allongements en fonction des efforts 
(voir fig. 7). 

5.15 Limite élastique. —La charge de limite élastique est théorique¬ 
ment celle définie par le point A. du diagramme, mais par suite de la dif¬ 
ficulté rencontrée pour situer exactement ce point, notamment, pour les 
métaux trempés, on convient d’une limite élastique conventionnelle définie 
ci-dessous 1 : 

1 . — Cette limite conventionnelle est, généralement, celle que l’on considère en 
résistance des matériaux. Nous verrons cependant ultérieurement que, pour certaines 
études, il y a lieu de distinguer la limite de proportionnalité réelle, de cette limite 
conventionnelle (voir chap. XVI, § 3). 
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C’est donc la diminution, en pour cent, de la section initiale ’v Le 
coefficient 2 donne un indice caractérisant la malléabilité h froid du métal 
essayé 


5.19 Observation concernant les essais de traction : Ecrouissage. — 

Supposons qu’au cours d’un essai de traction on ait dépassé légèrement 
la limite élastique. Le diagramme est OAD (lig. 14). Si l’on diminue progres¬ 
sivement la charge, la machine trace le graphique rectiligne 1)0, mettant en 


évidence l’existence d’un allongement 
résiduel 00, pour une charge nulle. 
En faisant croître à nouveau la charge, 
on obtient le tracé OïD. Tout se passe 
donc comme si la nouvelle limite élas¬ 
tique était au point D, plus élevé que 
le point A. Le nouveau travail élasti¬ 
que, représenté par l’aire OïDD', est 
plus important que l’ancien, figuré 
par l’aire 42 OAA\ Par contre, le tra¬ 
vail à absorber avant rupture est plus 
faible. Le métal est donc devenu plus 
résistant , mais aussi plus fragile. On 
dit qu’il s’est écroui. L’écrouissage qui 
se produit au cours du travail à froid 
des métaux (pliage, emboutissage) 
peut souvent devenir un danger. On en 
trempe provoque des modifications du i 
supprime totalement ou partiellement le 



a' n‘ 


Fig. 14. 

supprime les effets par le recuit. La 
îême ordre que l’écrouissage. Oii en 
; effets par le revenu. 


5.2 ESSAIS DE FRAGILITÉ OU RÉSILIENCE (RUPTURE AU CHOC). 

5.21 Mode de rupture des métaux. —On a constaté que la rupture des 
métaux s’opérait de deux façons différentes : 

soit par glissement des fibres du métal les unes sur lés autres ( cas¬ 
sure fibreuse ) ; c’est généralement le mode de rupture des aciers doux et 
des alliages légers ; 

soit par éclatement : rupture brusque, parfois sans déformation 
appréciable. Ce mode de rupture donne lieu à une cassure à grains. Lorsque 
la structure du métal est extrêmement fine, la cassure est analogue h colle 
de la porcelaine (cassure des aciers à outils trempés). 

Un même métal peut, suivant la façon dont on effectue la rupture, casser 
par glissement ou par éclatement. Cela peut dépendre de la forme de l’éprou¬ 
vette et, de 1a, brusquerie de Veffort, mais on constate pour chacun des 
métaux, suivant leur traitement thermique, une tendance à donner l’une ou 
l’autre cassure. 11 est évidemment important d’éviter l’emploi des métaux 
dormant une cassure brusque, d’où l’idée de mesurer la fragilité au choc des 
métaux. 

Influence d’une entaille. — Si l’on essaie à la machine de traction les 
trois éprouvettes représentées schématiquement figure lo : l’éprouvette 
2 étant identique à l’éprouvette 1 à une entaille près, et l’éprouvette 3 repro¬ 
duisant la section de l’éprouvette 2 au fond de l’entaille, on obtient : 

pour l’éprouvette 1 le diagramme d'allure normale OAR, 

2 le diagramme tronqué O A/B, 

3 le diagramme d’allure normale OARU. 


1 _ Ne pas confondre le coefficient de striction qui est mesuré après rupture, 
.'est-à-dire après le domaine plastique, avec le coefficient de Poisson, qui mesure un 
phénomène élastique présentant une certaine analogie. 

2 . — Travail d'une force se déplaçant sur sa ligne d’action (voir chapitre II, § 6.11). 
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1 ^ 0I 1 C une enta ille a pour effet d'avancer considérablement 

la limite de rupture et surtout do diminuer énormément h travail absorbé 
par 1 eprouvette pour se rompre, ce travail étant mesuré par l’aire limitée 
par le diagramme et la ligne des abscisses. 




Fig. 15. 


Cette propriété caractéristique d’un métal, exprimant sa plus ou moins 
grande^ tendance a se rompre sous l’influence d’une entaille, s’appelle la 
fissihte du métal. On la mesure également par l’essai de résilience exposé 
ci-après. r 


5.22 Principe de la méthode d’essai de résilience. — On brise, par 
un seul choc violent, un barreau entaillé prélevé sur le métal à essayer et 
on mesure le travail nécessaire pour produire cette rupture. On rapporte ce 
travail h l’unité de section du barreau au niveau de l’entaille. 

Soit T le travail absorbé en kilogrammètres (kgm) et S la section en 
mm- du barreau au fond de l’entaille, le coefficient ou indice de résilience est 
donne par : 



K est donc mesure en kilogrammètres par millimètre carré ( - êm \. 

T , ... , . . ‘mur I 

La resilience caractérisé la ténacité du métal ou, en d’antres termes, son 
absence de fragilité : plus K est grand et plus la fragilité est faible car plu, 
le travail absorbe est grand. 


5.2,1 Appareils d’essai. —On peut les diviser on trois groupes. Ils com¬ 
prennent tous : un mouton, un couteau et mi dispositif de mesure de 
travail. 

5.231 Moutons verticaux (Frémont, Amseer). — L’énergie est donnée 
par un mouton terminé par un couteau, tombant verticalement en chute 
libre. 

Le travail total est égal au produit : poids du mouton par hauteur de 
cluite. Le travail résiduel est-mesuré par un dvnauiomètre ou un dispositif 
à écrasement taré (crusher). On en déduit par différence le travail utilisé 
pour produire la rupture du barreau. 

La ligure 16 représente schématiquement le principe de cette méthode. 

5.232 Moutons rotatifs (Guillery). — L’énergie est donnée par un 
volant muni d’un couteau éclipsable. On lance le volant à une certaine vitesse 


1. — On emploie aussi parfois le symbole p pour désigner le coefficient de résilience. 
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angulaire et on sort le couteau qui vient frapper et briser le barreau (fig. 17). 
Un tachvmètre (généralement, réalisé par une pompe centrifuge agissant 




sur une colonne d’eau) mesure la vitesse de rotation immédiatement avant 
et après la rupture. Connaissant l'inertie du volant, on en déduit le travail 
absorbé. 


5.232 Moulons pendulaires (Chahpy, Amsler). — Une masse en forme 
de marteau oscille autour d'un axe. 

On la remonte en position haute, on intercale l'éprouvette, en B, sur la 
trajectoire et on libère la masse (fig. 18). 

L’angle de remontée de la masse en arrière de l’éprouvette est inscrit par 


une aiguille. 

On en déduit le travail absorbé pour produire la rupture, par une pro¬ 
portion de la différence des angles de chute et de remontée. 

Le dispositif le plus employé et le plus classique est le petit mouton de 
■Chahpy de 30 kgm. 






5.24 Eprouvettes. — On utilise deux types d’éprouvettes dont les 
dimensions sont données figure 19 : 
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figure 19 a : éprouvette type Mesnager. ; 

figure 19 b : éprouvette Gharpy ou UF(type unifié français). 

Gette dernière éprouvette est conforme à la Norme Air 0816. 

o.2o Conditions de comparabilité des essais. — Pour obtenir des essais 
comparatifs, il convient d’utiliser toujours le même type de barreau et 
meme, de préférence, le même type de mouton. 

Sur les tableaux standard de caractéristiques dos aciers, on spécifie tou¬ 
jours le type de l’éprouvette : 

K M kgm/mnr = résilience Mesnager. 

K U F kgm/mm 2 = résilience U F. 

Remarque. — On mesure également après rupture du barreau l’angle « 
formé en rapprochant les deux morceaux (lig. 19 c ). 

Cet angle donne une indication complémentaire de résilience. 

5.3 ESSAI DE DURETÉ. 

5..J i Définition de la dureté. La dureté d’un corps est mesurée par 
la résistance qu’il oppose à un déplacement quelconque de ses molécules 
superficielles. 

5.32 Différentes méthodes de mesure. — 11 existe différentes méthodes 
de mesure. Nous ne décrirons que les méthodes industrielles qui peuvent: 
être groupées en deux catégories principales. 

A. Méthode de mesure par rebondissement. — On mesure la hauteur 
à laquelle rebondit un petit marteau guidé tombant d’une hauteur déter¬ 
minée sur la face à essayer. 

L appareil, de ce principe, le plus répandu est le sclêrographe qui se' 
présente sous la forme d’un petit instrument cylindrique de ta grosseur d’un 
stylo. 

Les avantages de cette méthode sont : le faible encombrement de l’au- 
pareil, sa rapidité de mise en œuvre, l’absence de marques sur la pièce 
d’essai, la possibilité d’opérer sur des pièces à forte température. 

I . éovo ale 




Les inconvénients sont les risques d’erreur dus aux variations de la ver¬ 
ticalité des guides du marteau, du poli de la surface et de la rigidité propre 
ou de fixation de la pièce à essayer. 
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K. Méthodes de mesure par pénétration. — On mesure l’indice de 
dureté par la profondeur de pénétration d’un corps dur pressé sur la sur¬ 
face à essayer. On peut distinguer deux variantes : 

a) Pénétration d’un solide de dimensions données sous une pression 
donnée. 

La pression peut être donnée : 

— Soit par une charge statique (vitesse négligeable) : 

Procédé Brinell : bille sphérique en acier très dur (voir ci-après et. 
fig. 20 a). 

Procédé Vickers : diamant pyramidal de 130° d’angle au sommet. 

— Soit par une charge dynamique (choc avec vitesse) : c’est le principe 
du microbilleur. 

b) Mesure par différence de pénétration d’un même corps sur la pièce 
d’essai et un corps étalon. 

C’est le procédé Rockweul. La figure 20 b donne le schéma d’un appa¬ 
reil utilisant ce principe. L’effort donné par un coup de marteau est inconnu 
et variable mais on connaît la dureté eu comparant les empreintes laissées 
sur la pièce et le cube-étalou. 


5.33 Dureté Brinell. —On ramène généralement les indices de dureté 
donnés par les différents appareils décrits ci-dessus, à un indice commun, le 
plus utilisé, qui est l’indice de dureté Brinell. 

Sous la charge connue F, la bille de diamètre D laisse sur la pièce une 
empreinte de diamètre d et de profondeur h (voir fig. 21). L’indice de dureté 
Brinell, désigné par H, est donné par : 

_ effort en kg _ _ P 

- surface empreinte en mm 3 li 


La mesure de d étant plus aisée que celle de h 
on peut évaluer H en fonction de d : 


H= 


D — V D- — d 2 


ttT) 


Les diamètres D et les charges les plus em¬ 
ployées sont : 


D=10 mm 
D = 5 mm 


F=3000 kg 
F = 1000 kg 


La durée d’application de la charge doit être de 
15 secondes. 


I 



5.34 Tableaux de correspondance. — Il existe pour chaque type d'ap¬ 
pareil des tableaux de correspondance permettant de déduire du paramètre 
d’essai l’indice de dureté Brinell. 


5.35 Relation entre la durée et la résistance. — Pour les métaux non 
cémentés ou à trempe modérée, on a approximativement : 

R = 0,35 H 

avec R = résistance à la rupture en traction en kg/mm 2 . 

5.36 Avantages de la méthode. — La mesure de la dureté superficielle 
présente comme principaux avantages : 

l’absence d’éprouvettes (essais sur pièces elles-mêmes) ; 
la rapidité do mesure ; 

la possibilité d’effectuer des mesures à plusieurs endroits de la pièce. 
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maüon. d ’ uti,isation - ~ Ce «* méthode ne donne qu’une approxi- 

fnl S 11 ® “ e s applique pas aux métaux non homogènes et donne des rêsul- 
tats fausses par la trempe et surtout la cémentation 

Pour utiliser le procédé Brinell, il faut meuler la pièce à l’endroit de 

distance d ' un hord ou au nive “ u d ' une 

de faiïguk® DE FLEXI0n roïative ou flexion alternée, limite 

5 - / ; 1 Résistance des métaux à des efforts répétés rapidement. — On 

intcrvallîs’ “ 8 ™ mett ? lt 1111 cor P8 h de s efforts se succédant à de courts 
nllfl ?’• !* ■ a raptu 1 , ; e 80 produisait, généralement pour des charges 
nettement inferieures a celles que le corps supporterait si ces mêmes charges 
étaient constantes ou separees par des intervalles assez longs c 

tati 0n ; 

s asissent a,ors snr un corps déjà aérorm6 et ’ ™ 

Ce mode de sollicitation se produisant fréquemment (notamment sur 
les éléments soumis a des vibrations), il est intéressant de mesurer la résis- 
tance des métaux aux efforts alternés. 

5.42 Réalisation de l’essai de flexion rotative. — La figure 22 repré¬ 
sente le type d éprouvé!te conforme à la Norme Air 0830. Cette éprouvette 
est encastrée dans un mandrin animé d'un mouvement de rotation rapide 

nn?r r p de + SOn axe i ( X 1 *® 886 de rotation : 2300 à 3300 tours-minute). Un 
poids f est suspendu a 1 extrémité de l’éprouvette, par l’intermédiaire d’un 
loulement a billes. Au repos, l’éprouvette so présente donc comme une 
console encastrée chargée d’une charge verticale P c’est-à-dire dont les 
ibres supérieures sont tendues et les fibres inférieures comprimées (voir 
chapitre IA ci-après). v 



Fig. 22. 


En mouvement, la charge P reste verticale, mais les libres du corps 
occupent successivement toutes les positions. En particulier une fibre exté- 
rieui e est soumise dans un même tour aux contraintes maxima de traction et 
de compression, d ou le nom do flexion rotative ou alternée donné à cet essai 
Pour diilerentes charges P, un compte-tours mesure le nombre de tours 
effectue avant rupture 1 . 

W i/»^t 3 n rt ReS n. ltatS i?r e * Sai * _ Ll ? limile théo rique de fatigue en flexion 
rolatue pourrait se définir connue la contrainte que pourrait supporter indé¬ 
finiment sans se rompre l’éprouvette soumise à la flexion rotative. 

Un voit qu elle est impossible à mesurer (temps infini). 

plusieurs éSo5ÎK“ S U ‘ mSéS P ° Ur e ® a “ permett “‘ ^ultanément 
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On est donc convenu d'une limite conventionnelle désignée par le sym¬ 
bole 1 /. 

Cette limite conventionnelle est la contrainte maximum de flexion que 
peut supporter l’éprouvette pour que la rupture ait lieu au bout de N alter¬ 
nances (N tours) avec : 

N = 100 millions pour les alliages légers, ultra-légers et cuivreux et, 
N = 30 millions pour les aciers. 

La contrainte / se calcule par les formules de la flexion plane, compte 
tenu de l’endroit où s’est produit la rupture. 

La norme Air 0830 donne un abaque permettant le calcul rapide de /. 
Elle indique également les diverses précautions à apporter lors de l’usinage 
des éprouvettes. Le moindre défaut de poli des surfaces a, en effet, une im¬ 
portance considérable pour ces essais. 

5.5 ESSAIS D’ENDURANCE (NORME AIR 0830). 

Ces essais sont analogues, par leur principe, à ceux de flexion rotative. 
L’éprouvette (tournée et rectifiée) dont les cotes principales sont données 
figure 23 est animée d’un mouvement de rotation autour de son axe, cet 
axe étant incliné d’un angle a = 11°30 / sur l’horizontale, ce qui fait que le 
poids P (monté par roulement et suspension élastique) agit sous ce môme 
angle « par rapport à une normale à l’axe de b éprouvette. On obtient ainsi 
une flexion alternée combinée avec une compression ou une traction. 

On définit, par cet essai, la charge P et la contrainte correspondante que 
l’éprouvette peut supporter sans se rompre avant 1 million d’alternances. 
La rupture se produit toujours dans la partie étranglée de l'éprouvette. 

Pour les métaux usuels on constate en pratique que, tant que la con¬ 
trainte résultante maxima (flexion + traction ou compression) ne dépasse 
pas la contrainte de limite élastique, la contrainte alternée amenant la limite 
de fatigue demeure constante et égale à la limite / trouvée en flexion rotative 
pure (§ 5.4). 

Au contraire, si la contrainte résultante est supérieure à la limite élas¬ 
tique, la contrainte de flexion alternée amenant la limite de fatigue décroît 
très rapidement. 



5.6 ESSAIS D’USURE. 

Deux rondelles solidaires d’axes parallèles appuient l’une sur l’autre et 
tournent avec des vitesses de rotation différant de 10 % (fig- 24). 

L’une des rondelles est, do plus, animée d’un mouvement alternatif 
parallèle à l’axe. On peut, à volonté, faire varier la pression d’appui. On 
mesure exactement le diamètre des rondelles avant et après essai. 

Cet essai sert principalement à expérimenter les aciers cémentés notam¬ 
ment en vue de leur utilisation dans la construction d’engrenages. 


1.— La limite de fatigue en flexion alternée est parfois désignée simplement 
par « fatigu-e ». Il importe de ne pas la confondre avec le terme « fatigue » utilisé 
comme synonyme de « contrainte ». 



RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. V 


5.7 ESSArS DE PLIAGE. 

Ces essais consistent à plier sur dp* roi™ 
eprouvettes plates (tôles, bandes') Il n P dnit nnl d ép 2 ls . seur / données des 
Norme Air 0836). ' 6 d01 ^ paS se P r °duire de criques (voir 

5.8 ESSAIS D’EMBOUTISSAGE 

l6S dlmmSIOnS P™P r6s *> P-PP-eü d'essai, une 

_. CARACtê RISTIQUES MECANIQUES DES PBINCIPAUX MEtatty 

TTf.ISES EN CONSTRUCTION AERONAUTIQUE 

^SS^S^ m £SSSge»êt 

Remarque importante concernant les alliages légers de fnnAat .- 

jets refroidis de d “ s des 

valeurs cïidentification et de contrôle d? l’alliaal r^ uent ’ . fa,t - <ï ue des 
lement obtenues sur les nirm* “ Uia {l Q - Ces caractéristiques réel- 

dent de la conception^ et ^ 

•“iFr^^SSï^ 

Le tableau c-dessous fixe ces valeurs mini™ pour les aHiages d'em- 


Désignation 

normalisée 

AU4N 

(vieilli) 

AU5GT 

AS9K 

ASÏOG 

GA4Z3 

GA6Z3 

GA9 


Caractéristiques d'identification 
fSiirouvettès-linuois) 

i^-—... . .ni,,. 

t UE A o, 

in î znoo) 


Caracierisfiqiies minimi exigibles 
sur pièces 


tiQues plui ’ des caractéris ' 

gence doit faire l’objet d'accords P ‘ èCGs ™ is cette -i- 
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ploi recommandé par la Note 1 D. M. 520. Nous avons rappelé les caracté¬ 
ristiques R et L e d’identification (valeurs portées sur la planche 12). 

Nous verrons au surplus que, conformément au règlement de calcul 
des avions (norme 2004 C), les pièces de fonderie doivent comporter des 
marges de sécurité particulières qui obligent à limiter leurs contraintes 
à des valeurs encore inférieures à celles ci-dessus. 


6. ESSAIS DES BOIS 

6.1 REMARQUE PRÉLIMINAIRE. 

La résistance des bois est beaucoup plus complexe que celle des métaux, 
du fait même de leur structure fibreuse et hétérogène. 

Nous nous limiterons à l’exposé succinct des essais de réception des bois, 
prévus par les Normes de l’Aéronautique (normes Air 0610 à 0618). 

Ces essais peuvent être groupés en deux catégories principales : 

a) Essais en vue de la recherche de caractéristiques physiques ; 

b) Essais mécaniques de résistance proprement dits. 

6.2 RECHERCHE DES CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES. 

Nous n’en donnerons qu’un exposé très succinct. 

6.21 Détermination de la rétractabilité (norme 0611). — Cet essai a 
pour but de mesurer la variation de volume d’une éprouvette en fonction de 
son degré d’humidité. 

On détermine la rétractabilité totale B % et le coefficient de rêtracta- 
bilitc V %. 

6.22 Détermination du degré d’humidité (norme 0612). — Le degré 
d’humidité II % correspond au pourcentage de poids d’eau contenu dans une 
éprouvette, ce pourcentage étant évalué par rapport au poids de l’éprouvette 
■à l’état anhydre (absolument sec). Ûn définit ainsi un degré d’humidité nor¬ 
mal qui est de 15 % et un « état sec à l'air » qui correspond à H compris 
entre 13 et 17 %. 

6.23 Détermination du poids spécifique (norme 0613). — C’est le poids 
de l’unité de volume (kg/cni 3 ). 

La Norme donne une formule permettant le calcul du poids spécifique 
D ..5 dans les conditions normales d’humidité (c’est-à-dire II =15 %). 

V 

6.3 ESSAIS MECANIQUES DE RÉSISTANCE. 

6.31 Essai de compression axiale. — Cet essai s’effectue sur des éprou¬ 
vettes parallélépipédiques dont les dimensions sont données figure 25. 

On détermine ainsi la charge de rupture de l’éprouvette (ou résistance 
à la compression axiale). On ramène cette résistance n celle qui correspond 
à un degré d’humidité de 15 % (voir norme 0614). On détermine également 
une cote statique et une cote spécifique définies par la Norme. 

Pratiquement, le chiffre le plus intéressant est la contrainte de. rupture 
■ en compression obtenue en divisant la charge de rupture par la section droite 
de l’éprouvette (s = 400 mm 2 ) compte tenu de la correction d’humidité. 

Les essais s’effectuent généralement sur des machines spéciales plus 
sensibles que celles utilisées pour les métaux, par suite de la faiblesse des 
charges (ordre de grandeur : 1200 à 1500 kg pour le spruce). 


1. — Certains de ces alliages ne figurent pas sur le tableau de la Planche 12 qui 
est de conception antérieure à la note D. M. 520. 
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La vitesse de compression doit être plus lente que pour les métaux 
(3 mm par minute environ). 

6.32 Essai de flexion statique (norme Air 0615). — Cet essai s’effectue 
à la machine de compression suivant le schéma de la figure 26 : les réactions 



Fig. 25. Fig. 26. 


d appui et la charge P sont appliquées par 1 intermédiaire do rouleaux cylin¬ 
driques de 30 mm de diamètre. 

On note la charge de rupture P et on en déduit la contrainte convention¬ 
nelle unitaire à la flexion sialique calculée par une formule de flexion des 
brus. On corrige ensuite cette contrainte pour la ramener au degré d’iiumi- 
mté nominal de 13 %. On détermine également, par mesure de la flèche, 
une cote de raideur définie par la norme Air 0013. 

6.33 Essai de flexion dynamique (norme Air 0616). — C’est un essai 
analogue à l’essai de résilience des métaux. Il s’effectue au mouton-pendule 
sur une éprouvette identique à celle des essais de flexion statique, les dis¬ 
tances entre appuis et la forme de ces appuis étant les mêmes (fig. 20). 

On détermine ainsi la résilience totale W (travail de rupture total) le 
coefficient de résilience k et divers autres paramètres définis par la norme. 



Fig. 27. 


, 6 - 34 Essai d e fendage (norme Air 0617). — Cet essai s’opère sur des 

eprouvettes découpées suivant figure 27 a. On écarte les points A et B à la 
machine de traction avec des mors spéciaux reprenant, les encoches. On 
détermine ainsi la résistance au fend âge dans le sens radial et la cote de fissi- 
lité. 
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6.35 Essai de traction transversale (norme Air 0618). — Cet essai 
s’opère sur des éprouvettes découpées suivant figure 27 b. On détermine 
ainsi : 

la résistance unitaire en traction -perpendiculaire, 
la cote d’adhérence. 

Remarque. — Une valeur très intéressante, pour les calculs de résistance, 
est la contrainte de rupture en traction axiale (dans le sens des fibres). Il 
n’existe pas d’essai normalisé pour mesurer cette caractéristique. L’essai est 
très délicat à réaliser, par suite de la tendance des fibres ;l glisser les unes 
par rapport aux autres, avant qué la rupture en traction ne se produise. Il 
faut opérer sur des éprouvettes renforcées aux extrémités et dont la varia¬ 
tion de section est très progressive (voir fig. 28). On constate, pour les bois 
utilisés en aviation (spruce, en particulier), un rapport : 

contrainte de nipture_en traction, a[1 moins j . à 2 
contrainte de rupture en compression ' 



Fig. 28. 


6.4 CARACTÉRISTIQUES DES ROIS UTILISES EN CONSTRUCTION 
AERONAUTIQUE. 

Ces caractéristiques seront données au chapitre XII ci-après dont la 
première partie est consacrée à l’étude des procédés de calculs particuliers 
aux structures en bois. 


P. Vallat. 
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CHAPITRE Y I 


TRACTION ET COMPRESSION SIMPLES 

Théorie et Applications 


0. INTRODUCTION 

La traction et la compression simples constituent les « états de sollicita¬ 
tions » les plus simplifies de la Résistance des matériaux. 

. . N< ? us .Soutirons donc également aux formules les plus simples. Il con¬ 
vient de signaler que de tels états sont, en toute rigueur, rarement rencon¬ 
tres en construction. Ils constituent, le plus souvent, des limites théoriques 
qui demeurent cependant tout à fait acceptables, dans certains cas particu¬ 
liers, pour des calculs industriels courants. 

Nous donnerons aux paragraphes I et 2 la théorie sommaire de la trac¬ 
tion et de la compression simples. Les paragraphes suivants traiteront, de 
quelques applications classiques dans l’étude des organes de machines et 
dans la construction aéronautique. 

Le chapitre suivant (systèmes articulés) constituera également une appli¬ 
cation directe de ces théories. 1 F 


I. THÉORIE DE LA TRACTION OU EXTENSION SIMPLE 

1.1 DÉFINITION. 

On dit qu’un corps prismatique est soumis à un état de traction ou 
d extension simple quand les efforts qui le sollicitent ne tendent qu’à allon¬ 
ger les dinerentes « libres longitudinales » constituant ce corps. Il ne doit y 
avoir aucune tendance au glissement ni à la courbure de ces fibres. 

L’exemple le plus simple est fourni par une barre droite homogène solli¬ 
citée axmlemeut par un système de deux forces F et — F se faisant équilibre 
(üg. 1 a). (Lest, par exemple, le cas d’une éprouvette de traction.) L’effort 
interne total appliqué à une section droite quelconque S de celte barre ne 
comprend qu un effort normal de traction N= F. 

Il est facile de se rendre compte qu’il est nécessaire, dans cet exemple, 
que la barre soit droite et sollicitée axialement. La barre cintrée de la 
ligure 1 b tendrait à diminuer de courbure et la barre droite sollicitée non 
axialement de la figure 1 c tendrait à prendre une certaine courbure d’équi¬ 
libre v ces deux phénomènes ayant une tendance commune à aligner la fibre 
moyenne de la barre sur la direction de l’effort). Ces deux derniers cas ne 
satisfont donc plus à la définition ci-dessus. Il n’y a plus de traction pure (ou 
simple). Nous verrons cependant ci-après qu’il peut exister des cas où des 



u. ! 


TRACTION SIMPLE 


131 


pièces non rectilignes sont soumises à des états de tensions que l’on assimile 
avec une très bonne approximation à des états de traction simple. 



1.2 ÉQUATION DE RÉSISTANCE. 

Reprenons (fîg. 2) le cas d’une pièce prismatique rectiligne sollicitée 
axialement par une effort de traction F. 

Cet effort de traction est équilibré dans une section droite quelconque 
de surface S par une série d 'efforts internes AF appliqués aux éléments de 
surface AS constituant cette section et l’on doit avoir (équilibre de projec¬ 
tions de forces) : 

F = SAF 

ce qui peut s’écrire : 

F=yÆ . AS 
A AS 

soit : 

F = • AS 

n étant la contrainte normale de traction en un point (voir chap. V § 2.2). 

Or, d’après l’hypotlièse simplificatrice de Bernoulli (chap. V, § 3.221) 
les sections droites sont restées parallèles entre elles. Toutes les « fibres » 
ont donc subi le même allongement : 

AL=L' — L 

en désignant par L la distance initiale et L/ la distance finale entre deux 
sections droites quelconques 1 et 2 venues en 1' et 2' (fig. 2). 

Donc, l’allongement relatif i = —— est constant en tous les points des 

Jj 

sections droites. 

Or, d’après la loi de Hooke (chap. Y, § 4.2) 

E i 

E étant constant (corps isotrope), la contrainte n est donc constante pour 
toute la section. 

La formule générale d’équilibre donnée ci-dessus se simplifie donc en 
F=nSAS soit F = n • S. 
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On arrive ainsi à Véquation cle résistance de la traction simple 1 : 


n=l. 


mn<.S^ é = iê r a " t f r n “i la con } r( } inlc admissible en traction du matériau 
™ donnant la section nécessaire correspondante est 

appelée équation d equanssage, et s’écrit : 


S=F . 

Ma 


On en déduit directement l’équation de force admissible : 


F a = n a ■ S. 


1.3 ÉQUATION DE DEFORMATION. 

Elle est donnée directement par la loi de Hooke : 


avec : 


n=E i = E— =E — 

L L 


L : longueur initiale de la pièce tendue considérée, 
L' : longueur finale, 
l : allongement réel. 

D’où l’on tire l’allongement réel : 


et en remplaçant n par la valeur i 

II 


trouvée au paragraphe précédent, il vient 

t=Æ. 

SE 



1.4 TRAVAIL ELASTIQUE INTERNE DE TRACTION 

Nous avons défini au chapitre V, § 2.5 le travail interne d’un corps. 

, a P pelle travail élastique le travail développé par les tensions internes 

du matériau pendant la période de déformation élastique. 

a ^ ons . vu au chapitre H, paragraphe 6.11, que le travail d’une force 
se déplaçant suivant sa direction avait pour expression 

& =5 F AL. 


1. Bien remarquer que la contrainte constante n= -jLn'est obtenue que dans le 

cas où les hypothèses simplificatrices de la résistance des matériaux sont satisfaîtP* 
Nous avons, on effet, fait successivement appel à chacune d'elles pour l'établS 

découlent ‘des esïïde^ramtol 6 "’ 5 “ traC, '° n ' SOnt '■évidemment celles qui 

-, Au ,, k coefficient de calcul à la limite élastique », n a est égale à la contrainte de 
pTufles mSxf U matériaU (V3leUr Le ^ tab,GaUX sta ^ard g des PlancHel U et % 

’• est égale à 13 

dans^la d'emférepartï a?S ou^afe. “ COnStrU<: ‘ ion aéronautique seront précisés 
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Nous avons vu également que ce travail était représenté par l’aire déli¬ 
mitée par la courbe des variations de l’intensité de la force en fonction de 
son déplacement. Or, si nous traçons, dans le cas qui nous occupe, la courbe 
de F en fonction des allongements (voir fig. 3), nous voyons que pour un 
allongement nul cette force est nulle : la force croît en même temps qu’elle 
se déplace. 

Le travail développé pour aboutir à un allongement l = OB est donné 
par l’aire du triangle O AB, soit 



et en remplaçant l par la valeur trouvée au paragraphe précédent, il vient : 

cr F 2 L 
2 SE 


expression classique du travail élastique de traction. 



Fig. 3. Fig. 4. 


1.5 REMARQUE AU SUJET DES ALLONGEMENTS DYNAMIQUES. 

Nous n’avons considéré, pour l’établissement des formules ci-dessus, 
que des efforts statiques, c’est-à-dire appliqués au repos ou très progressive¬ 
ment. Examinons succinctement, par un exemple simple, ce qui se passerait 
dans le cas d’un effort brutal (ou dynamique) c’est-à-dire donnant lieu à un 
équilibrage avec mouvement (équilibrage dynamique). Considérons (fig. 4) 
une bande de caoutchouc AB maintenue en A et terminée en B par un nœud 
retenant une rondelle R de poids P qui peut coulisser librement sur la bande 
AB. 

, Supposons que la rondelle R soit d’abord supportée immédiatement au 
contact do B puis lâchée brutalement. Le caoutchouc va s’allonger dynami¬ 
quement d’une certaine longueur l (première élongation d’une, suite de mou¬ 
vements alternatifs amortis). Le travail externe sera donc pendant ce pre¬ 
mier mouvement 


<r ' =pî 
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in ‘ eme qUl d ° nne lieu à ™ e “ 




i= «r\ 

On en déduit immédiatement en remplaçant gT par sa valeur : 


soit : 


P =T P 
F=2 P. 


.• L e fl?J L dynamique est donc, dans ce cas, égal au double de l’effort sta- 
q le et il en est, par suite, de même de la contrainte de traction. Si l’on 
avait lâche la rondelle R d’une certaine hauteur h au-dessus de B, il aurait 
lallu équilibrer un travail extérieur accru d’une quantité 

<r"=p*,. 

douMé^e'ïeOTs^aîemre'stati^ues. 0011 * 13 ' 11 * 6 d} ' nami<Iue auTaient 

11 est à remarquer que dans l’un et l’autre cas l’équilibre final (après un 
cei tain nombre d oscillations amorties) s’effectuerait avec un allongement 

égal à -^-correspondant à un effort de traction F = P (équilibre statique). 

Le n ] ome phénomène se produit pour un corps moins déformable nue 

X“7. SUES “““ «“.““S 

Le rapport entre la charge dynamique et la charge statique est connu 

^!7uTé^:t cien ‘ ae charse - c ' est - *• “-b 


2 . 


théorie de la compression simple 


2.1 DÉFINITION. 

tractio^simrd^^B^nffit ^ du paragraphe 1.1 concernant la 

fourcir » ' Û d y remplacer le mot « allonger >, par le mot « rac¬ 

la ^i U ” 6 I ‘ e A Striction 1 ï rès importante est cependant à effectuer pour imaeer 
10 phénomène par l’exemple d’une barre droite soumise à deux chaules 


-F 


-F. 


Pic. 5. 


axiales égales et opposées (fig. b a). 11 faut, en plus des conditions de la trac 

rons ^clmpitre^^^iFelî^ 6 ^ DanS le Cas contraire > ™us ver- 

rons au cùapitre XVI qu elle risque de périr par un phénomène d’instabilité 

ftnrn U f 6 t la ™ ha gz (voir fig. b 6). Ce phénomène est évidemment 

encore facilite par la presence d’une courbure initiale. 
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2.2 EQUATIONS. 

Les équations s’établissent d’une façon analogue à celles do la traction 
simple. On arrive à des résultats identiques, soit : 


Equation donnant la contrainte : n = -. 

S 

•p T 

Equation donnant l’allongement : l - - 

S E 

Equation donnant le travail élastique interne 


r = 


F 2 L 
2 S E 


Dans ces équations, F représente cette fois l’effort normal de compres¬ 
sion appliqué à la section considérée de surface S ; L représente toujours la 
longueur de base à laquelle se rapportent les allongements, et E le module 
d’élasticité longitudinal du matériau. 


3. APPLICATION AU CALCUL DES ÉLÉMENTS SOUPLES 
UTILISÉS EN CONSTRUCTION AÉRONAUTIQUE 


Nous désignons d’une façon générale par éléments souples, les organes 
présentant une rigidité négligeable en compression eu égard à leurs longueurs 
d’utilisation. Ils comprennent essentiellement les cordes à piano, les haubans 
(ronds ou fuselés) et les câbles (câbles dits souples ou rigides). 

3.1 CORDES A PIANO ET HAUBANS. 

Ces éléments étant généralement montés entre articulations ou entre 
rotules, il est évident qu’ils ne peuvent supporter que des efforts dirigés sui¬ 
vant leurs axes (réactions dirigées) et donc travailler en traction simple, tout 
au moins en dehors de la proximité immédiate de leurs attaches. 

3.11 Résistance. —Nous donnons, Planche 13, des tableaux résumant 
les caractéristiques standard principales des cordes à piano et des haubans 
ronds. 

Ces tableaux comportent, en particulier, les charges de rupture admises 
pour ces éléments (à la suite de nombreux essais). 

Il est aisé de voir, en leur appliquant la formule do résistance de la trac¬ 
tion simple, que les aciers qui les constituent ont toujours line contrainte 
admissible à rupture : 

7i a > 150 kg/mm 2 . 

Exemples. — a) Corde à piano de 2 mm ; S = 3,14 mm 2 ; R=549 kg. 
d'où n a = -ML =175 kg/mm 2 

b) Hauban rond de diamètre d=10 mm ; S=78,5 mm 2 . 

R = 12500 kg. 

d'où n a = = 159 kg /mm 2 . 

/o,b 

3.12 Allongements. — Ils sont donnés par la formule indiquée au 
paragraphe 1.3 à condition que la limite d’élasticité ne soit pas dépassée 
pour la charge considérée (pour les aciers utilisés ici, la limite élastique est 
très voisine de la rupture). 

On peut adopter un module d’élasticité : E = 20000 kg/mm 2 . 
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une S|i F raooo r k|. à pi “° de 5 mm et de loi >S“ eur 1 = 1,200 m supportant 

Allongement élastique (section de la corde S =19,6 mm 2 ) : 

i— F ' L __ 2 000 • 1200 2 • 12 , 19 

S ■ E 19,6 • 2000CT 1,96 • 2 mm ' 

T innn^ e P rat ^ ue - ~~ 11 es t aisé de voir en faisant n = 20 kg/mm 2 et 
L=1U(JÜ min dans la formule 


que ces éléments s’allongent de 1 mm par mètre de longueur initiale et par 
40 kg/mm- de contrainte. 1 

3.2 CABLES SOUPLES ET RIGIDES. 

3.21 Constitution. — Les câbles dits « ric/ides » sont constitués par un 
seul toron composé de fils métalliques (fig. ü a). Le nombre de ces fils est 
indique dans les tableaux correspondants (chaque valeur indiquée corres¬ 
pond au nombre de fils disposés sur une circonférence d’enroulement). 

Les câbles dits « souples » sont constitués par un assemblage de torons 
autour ci une âme centrale elle-même constituée par un toron (fig. 6 b). 




Fig. 6. 



Les fils constituant ces cables peuvent atteindre dos résistances h, rup¬ 
ture très élevées. 

3.22 Résistance à rupture. — Les tableaux standards, Planche VS, don- 
nent les chiffres de résistance à rupture admis par le S. T. Aé. pour les 
câbles de dimensions normalisées. 

Il faut surtout bien se garder, en l’absence de ces tableaux, de calculer 
cette résistance en partant, de la section extérieure du câble qui est très 
supérieure à la section résistante. 

Exempte (Planche 43). — Gable souple : diamètre extérieur=2 mm. Secfion 
extérieure 

S =3,14 mm 2 ; 

49 fils de 0,22 mm de diamètre. 

Section total des fils 1,86 mm 2 . 

Charge de rupture R =315 kg. 

Contrainte apparente ramenée à la section extérieure : 

TTTT =100,1 kg/mm 2 . 

3,14 

Contrainte ramenée h la section réelle des fils : 

-160 kg/mm'. 

3.23 Allongements. — Les allongements des câbles ne doivent se cal¬ 
culer ni avec la section apparente (même raison que ci-dessus), ni même 
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avec la section de l’ensemble des fils, par suite de la distorsion (déroulement 
des fils ou des torons) qui accompagne l’allongement réel de traction. 

Exemple. — Une mesure d’allongements effectuée sur un câble souple du type 
ci-dessus a donné lieu à des résultats pouvant se traduire par les « modules d'élas¬ 
ticité apparents » donnés ci-dessous : 

Module ramené à la section apparente : 7500 kg/mm 2 . 

Module ramené à la section des fils : 2.400 kg/mm 2 . 

alors que le module d’élasticité réel des fils est de l’ordre de 20000 kg/mm 2 . 


3.24 Câbles d’égale résistance. — Pour les câbles verticaux de grandes 
longueurs (câbles d’extraction de mines par exemple), le poids propre du 
câfile n’est plus négligeable vis-à-vis de la charge à porter. On constitue 
alors des câbles de section variable de façon à tendre vers une égale con¬ 
trainte tout le long de ces câbles. Cette solution est dite d’égale résistance. 


3.3 REMARQUE AU SUJET DE LA TENSION INITIALE DES ORGANES 
SOUPLES TENDUS. 

Nous avons vu que les cordes à piano, haubans et câbles ne pouvaient 
travailler qu’en traction, leur résistance en compression pouvant, en effet, 
être considérée comme nulle avec leur longueur d’utilisation. 

La figure 7 a.représente la « triangulation » classique réalisée à l’aide 
de deux cordes à piano. On donne généralement à ces cordes une tension 
initiale au montage. Ces tensions se traduisent par des compressions initiales 
des longerons et montants (équilibre). Supposons que l’on agisse en B avec 
une force F. Avant de tendre la corde CD appelée « corde travaillante », il 
faut que l’effort commence par détendre la corde AB qui encaisse ainsi ficti¬ 
vement un effort de compression. Le calcul montre que T effort final dans 
AB (ainsi que dans les autres éléments) est identique à celui que l’on aurait 
obtenu s’il n’y avait pas eu de tension initiale. 



Un exemple simple, représenté figure 7 b, démontre bien cette proposi¬ 
tion : Une corde terminée par deux disques A et B est sollicitée par un ressort 
donnant une tension initiale F 0 qui applique les disques sur deux murs (réac¬ 
tions internes ± F 0 ). 

Une force F agissant en B ne produira un décollement de ce disque que 
si son intensité devient supérieure à F„. L’effort dans la corde en fonction de 
F varie suivant le diagramme de la figure 7 c. 

Une tension initiale ne donne donc aucun supplément d’effort dans un 
organe (à condition toutefois, bien entendu, qu’elle ne soit pas supérieure h 
l’effort utile a supporter). 
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4. CALCUL DES ORGANES FILETÉS TENDUS 
(BOULONS, GOUJONS, TIRANTS, etc...) 

On se contente, généralement, d’appliquer la formule ordinaire : n= - 
5 figurant ici la section du noyau, c’est-à-dire la section à fond de filet * 
usage 6 'codant. f ° nd ** S ° nt d ° nnéeS par les standards ( ou curseurs) en 
Dans le système international (S. I.) qui est le plus employé 

d— I) —1,408 p 

filetage ^ diamètre à fond de fileta ê e J O le diamètre extérieur et p le pas du 

On vérifie que 1 on a sensiblement pour les diamètres courants employés 
en aviation et pour les pas standard correspondants : 

0,75 D < d < 0,8 D 
d ’ où : 0,56 S < s < 0,64 S. 

Pour un calcul rapide, on peut donc prendre 


5 = 0,6 S. 

REMARQUES : 

a) Allègement de la partie lisse des tirants. — Pour certains boulons 
travaillant en traction, on allège la partie lisse (fig. 8) en donnant à cette 
partie un diamètre d qui peut être égal ou légèrement inférieur au diamètre 
d a fond de filet sans nuire à la résistance. 



Fig. S. 


partissent mieux sur l’ensemble des boulons de fixation. 


Dans le cas de fixation d une 
pièce massive, par exemple d’un 
moteur sur son bâti, l’emploi de 
ce type de boulons présente, en 
plus d’un gain de poids, Davan¬ 
tage de réaliser des fixations plus 
déformables où les efforts se ré- 


b) Serrage dés écrous. — Quand les boulons destinés à travailler en 
traction constituent des attaches vitales, il est indispensable, notamment 
en construction aéronautique, d’effectuer le serrage de leurs écrous sou< 
un couple de serrage connu. Ce serrage s’effectue alors à l’aide de ciels 
dynamométriques (ou clefs tarées). 1 

Le couple de serrage M d’un écrou donné peut se déterminer expéri¬ 
mentalement en fonction de l’effort de traction F que l’on mesure dans 
le boulon pour diverses valeurs de M. 

A défaut d essais, on peut utiliser la formule suivante, relative aux 
filetages triangulaires : 


M=F 0 d' [0,5 tg ( P + a)+ 1,4 f] 
Dans cette formule : 

M=Moment (ou couple) de serrage de l’écrou, 
F n =Effort de traction initial que l'on désire obtenir 
d '=diamètre moyen du filetage =0,5 (D + d), 
a=angle de l'a tangente à l'hélice moyenne : 


tg a = 


P = angle défini par : tgp = f 


COS 7. 

cos 13 


JL 

Trd' 


1. R y aurait lieu, en réalité, de réduire la contrainte admissible, 
compte de l’amorce de rupture créée par le filetage. 


pour tenir 
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avec p = demi-angle au sommet du filet, 

et / = coefficient de frottement filet-écrou 

f = coefficient de frottement écrou-rondelle. 

Ex-pression simplifiée. — Pour les filetages S. I. (p = 30°) et avec 
/=/'=0,18 (acier sur acier peu graissé ou durai), on vérifie que l’on obtient, 
sensiblement, pour les diamètres courants (G < D < 30 mm) et les pas stan¬ 
dard utilisés en construction aéronautique 


M=0,23 F 0 D 


(avec D = diamètre extérieur du boulon). 

Il est à recommander, notamment pour les assemblages étanches, 
d’adopter pour F„ la valeur qui correspond à « l’effort sur » appliqué au 
boulon, c’est-à-dire d’après Norme 2004-c, la moitié de l’effort extrême (ou 
effort de calcul à rupture) relatif à ce boulon. 

On notera que la remarque apportée ci-dessus au paragraphe 3.3 s’ap¬ 
plique à l’effort de traction initial F 0 des boulons tendus. 


5. CALCUL DES ENVELOPPES 
SOUMISES A UNE PRESSION INTÉRIEURE 

5.1 DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 

Un désigne par enveloppe une surface fermée de formo quelconque 
emprisonnant un espace clos. 

Soit une enveloppe soumise à l’extérieur à une pression p 0 (pression 
atmosphérique par exemple) et à l’intérieur à une pression p± supérieure 
à p 0 . On désigne par pression effective la différence 

P=Pi~Po- 

L’enveloppe se comporterait de la même façon si elle se trouvait dans 
le vide avec une pression intérieure p. 

5.2 RÉSULTANTE DES PRESSIONS AGISSANT SUR UNE SECTION. 

Considérons une enveloppe soumise à une pression intérieure effective p. 

Coupons-la par un plan délimitant dans cette enveloppe une section S 
(voir fig. 9). 

Soit un élément ASi de la surface intérieure de l’enveloppe. Cet élément 
est soumis à une force / normale à AS qui se décompose en deux forces /i 
et / 2 respectivement perpendiculaire et parallèle à la section S. 

Ces forces, appliquées au centre M de l’élément ASi ont pour valeurs 

f=P • AS, 
f 2 = f ■ sin ix 
/,=/ • cos a 

a étant l’angle do f avec / x (cet angle est égal à celui du plan tangent en M au 
corps considéré avec le plan de la section S). Et si AS représente la pro- 
pection de ASj sur le plan de S on a : 

AS = AS, COS a 

d’où f 1 = pAS l cos a=pAS. 

D’après ce que nous avons vu au chapitre V, paragraphe 1.2, pour avoir 
l’effort sur une section, nous devons prendre la résultante des forces situées 
d'un même côté de cette section. Donc la force normale Fi agissant sur la 
section S a pour valeur : 

F,=S/ 1 =SpAS=pSAS 
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soit : ‘ F,=pS 

et la force tangentielle F, vaut 

F„ = ^/ : = p^AS 1 sm x. 

Considérons tous los éléments AS 1 situés d’un même côté d’un plan P 
normal à S et passant par le sommet de l’enveloppe. Le terme sin B 
relatif à ces éléments représente l’aire délimitée par l’intersection de P 
avec S et l’enveloppe. Si on considère les éléments situés do l’autre côté 
de i, on trouve la même surface, mais affectée d’un signe opposé (angles a 
de signes opposés). On obtient donc, en définitive, pour l’ensemble °de la 
surface d’enveloppe située au-dessus de S : 

SAS, sin a=0 d’où F, = 0. 

L’effort tranchant agissant sur la section S est donc nul. 

La résultante générale des forces appliquées est donc égale à la force 
F, : elle est normale à la section S et a vour valeur 


F=F,=pS. 


Comme la force F est la résultante de forces élémentaires proportion¬ 
nelles aux éléments AS de la section S, elle est donc appliquée au centre de 
gravité G de cette section (voir définition du centre de gravité d’une surface 
chap. II, § 7.1). 



5.3 REMARQUES. 

a ) ^, n V0 ’ t f orm& de Venveloppe au-dessus de la section con¬ 

sidérée n a aucune influence sur la grandeur ou la position de la résultante F. 

Exemple. — L’effort sur un piston de moteur est indépendant, à pres¬ 
sion égale, de la forme de la culasse (fîg. 10 a et 10 b). 

b) Par contre, la l'orme d’une enveloppe influe sur le type de déforma- 
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lion qu’elle subira par suite de la pression. Il est facile de se rendre compte 
physiquement qu’une enveloppe sphérique restera sphérique et. augmentera 
simplement de rayon (exemple d’une baudruche). De môme, la section droite 
d’une enveloppe cylindrique restera circulaire. On dit que ces formes sont 
stables. Nous verrons qu’elles ne sont pratiquement soumises qu’à des 
efforts de traction. Par contre, on conçoit que la déformation d’une enve¬ 
loppe parallélipipédique, par exemple, s’accompagnera d’un bombement des 
laces (qui engendra des contraintes de flexion). Toutes les formes initiales 
tendraient, à la limite, vers une forme stable à section circulaire (voir 
lig. 10 c et 10 d). Nous n’étudierons, dans ce chapitre, que les enveloppes de 
formes stables et plus particulièrement les enveloppes à parois minces. 

5.4 CALCUL DES ENVELOPPES CYLINDRIQUES A PAROIS MINCES. 

5.40 Hypothèse de calcul. — Nous supposerons toujours ci-après, que 
les enveloppes minces ne comprennent que la surface enveloppante pro¬ 
prement dite non raidie par des éléments longitudinaux (lisses) ou trans¬ 
versaux (cadres ou frettes). Nous étudierons sommairement l’influence de 
la présence de ces éléments au chapitre XXII (calcul dos fuselages-coques 
étanches). 

Soit une enveloppe cylindrique de longueur L, de diamètre D et d’épais¬ 
seur e très faible vis-à-vis de D (fig. Tl). Nour pourrons donc confondre le 
diamètre moyen et les diamètres extérieur ou intérieur pour les démonstra¬ 
tions. 

5.41 Equilibre d’une section longitudinale : tensions transversales. — 

Considérons une section longitudinale faite suivant un plan diamétral. 

La résultante des efforts appliqués à cette section a pour valeur : 

F = pDL (voir § 5.2). 



L’enveloppe résiste à cette force par une série de tensions réparties éga¬ 
les à / kg par unité de longueur et comme cette enveloppe est mince on 
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sur son e en “ ™ 


n, = J- 
e 


La longueur intéressée par les tensions / est 2L. 
On a donc F=pDL=2 L f=2 n,eL. 

d’où la valeur de la contrainte n x 


n - P D 


T) T3 

* *'i 

2e 

soit 

n, - HJü 

e 


avec R _ rayon du cylindre. 

«em e nO t de CO renveToppe aPPelIe ^ <eîm ’° U transversale contrainte d’êcl* 

rfi „ 5 /£ 2 E Jl“ i,ibre d’une section transversale : tensions longitudinale* 

(üg. 12 ). _ La force F a ici pour valeur : 


F = p 


71 D a 


elle provient de la pression sur les fonds qui ont une surface «gale à «2) 

, L r éqUlIlb r e fait par une con trainte n, sur l'anneau circulaire hachur! 

tie S n r fi I%:4 C u1 t6 ndnc"'teS?' éga,eœent ' répar 

La section travaillante a pour valeur ; 

s'=7ïT)e. 


On a donc : 


F=p =n 2 7:eD 

4~eu.„D=p • ^D 3 
4en, = p D 


soit 


V Ü 
4 e 


ou 


n„=P*. 
- 2e 


expression do la contrainte, ou tension longitudinale agissant sur l’envoloppc 

nour 5 û 4 n ~ La ™P ture transversale n’est donc pas h craindr 

EÏÏ. “ ™ ateriaa isotrope puisque la contrainte correspondante est la moi 
tie de celle correspondant à la section longitudinale 1 

5.44 Applications. 

cylindre m dT dfamètre D=l°m ^ axirr ! um suhie Par ur 

interne p =10 kg/cm 3 (chaudière par exempl^rSnTd'aprèsT^ ^ PreSSi ° T 

^ = -^ g X x 1PQQ =10 kg/mm 2 . 

ss&vSn » “s 

correspondant à celle existant à i’altitude de 2.000 mètreT PreSSI ° n mtérieure 


verrons au chajD •^y trainlcs n \ et n z ne se combinent pas entre elles ainsi que nous le 
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Pression à 10.000 ni 

? 0 —0,26 kg/cm 2 . 

Pression à 2.000 m 

p 1 =0,80 kg/cm 2 . 

On a donc une pression interne effective 

p=Pi —p o =0,8—0,26=0,54 kg/cm 2 =0,0054 kg/mm 3 

et une contrainte 

n 1 = 0^0054— 3000 | kg/mm 2 dans le sens transversal 

et n 2 =4,05 kg/mm 2 dans le sens longitudinal 1 . 

5.5 CALCUL DES ENVELOPPES MINCES CYLINDRIQUES A FONDS 
SPHÉRIQUES. 

Pour réaliser les fonds des enveloppes cylindriques (chaudières, fuse¬ 
lages d’avions stratosphériques, etc...), il est avantageux d’utiliser des 
calottes sphériques qui constituent elles aussi des formes stables. 

5.51 Contrainte. — Soit un cylindre de rayon R et d’épaisseur- e, ter¬ 
miné à ses extrémités par deux calottes sphériques de rayon R 7 et d’épais¬ 
seur e', devant supporter une pression effective p. Soit à calculer la contrainte 
sur ces fonds (fig. 13). Considérons le cône de demi angle au sommet p qui 
a pour trace sur un fond une circonférence de rayon p. 



D’après la formule trouvée au paragraphe 5.2, la force F due à la 
pression agissant sur cet élément de fond a pour valeur : 

F=pS=p • *p- 

et elle est dirigée suivant l’axe du cône. 

On adopte l’hypothèse suivante : L’équilibre se fait par une tension 
constante n sur la surface de section du cône par l’anneau sphérique. Nous 
assimilerons cette surface à un cylindre de rayon p et de hauteur e'. Cette 
tension est dirigée normalement à la génératrice du cône. C’est sa projec¬ 
tion sur l’axe horizontal qui équilibre la force F. On a donc : 

F=p-p 2 =n 3 sin /S 2 -pe'. 

En simplifiant 

p ■ p —2 «' n 3 sin /3 


1. — Un tel calcul est théorique, car il suppose le revêtement absolument libre do so 
dilater alors que les lisses et les couples forment un système qui s’y oppose. 
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n 3 = _ P-P _. 

2 e' sin fi 

Mais dans le triangle ODA nous avons la relation : 

P=R' sin /?. 

dem^oTS I 

s’est éliminé). EHe reOTfeente&aÏÏenna™ t °! lt ’ 6 f° ^ s P héri <PJe (l’angle p 
tique mince de rayonR'" S e t la contrainte d une enveloppe sphé- 

5.52 Angle de raccordement optimum au corps cylindrique (fig. 13 ). 

tei4:»„nt rûr ■*"* • 

CD = OC sin a soit R=R' sin a 

raccordement 7 * 1,angIe C ° B ** est ^ ™ complément de l’angle de 

produifnn antgemS *“ Par ° is '“ s da Oindre a 

Le rayon R est devenu 


Or, d apres la loi de IIooke 


R^R + îR. 


«i = Ei d’où i=!h 

E 


En remplaçant i par sa valeur dans l’expression ci-dessus on obtient : 

R,=R+-J-B 

R.=H( 1+f ). 

On démontrerait de même que R' devient 

R '- R '( 1 + tî )' 

par : AprèS déformatio "> l’angle a est devenu a et sa valeur est donnée 

Ri=R'j sin a' 

d '°* sin 7( 1+ f) 

R ' R '( 1+ i’) 

a = 0 «' , et°’ 1S Ee d6V0DS pas av0ir de détormati <™ d’angle. On doit donc avoir 


sin a'=sin a 
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soit 

d’où 


21 

1+ E~) 

R 

R / 

( 1+ t) 

~ R' 


1 + — = l + — 
E E 


ce qui entraîne nécessairement : 

n l = n 3 (contraintes égales) 


c’est-à-dire : 


ou 


et en remplaçant R' par sa valeur : 


y R _ plV 
e 2 e' 

JR_R' 

e ~ 2 c' 

R 


sm a 
R 


, on arrive a 


R 


e 2e' sin a 


d’où l'on tire : 


e'= 


2 sin a 


Formule générale reliant entre elles les épaisseurs dos parois et des 
fonds en fonction de l’angle a pour satisfaire à la condition recherchée • 

Cas particulier. — Si l’on a e' = e, il faut une valeur de l’angle a telle 


que 


e — 


2 sin % 


sin a = 


ou 2 sin a = l 

1 


ce qui correspond à a= 30°, c’est-à-dire à un angle de raccordement de 60°. 

5,83 Equilibre du raccordement des fonds avec le corps cylindrique. — 

Un élément de longueur M de la circonférence GG' de raccordement est 
soumis de la part du fond à une sollicitation tangentielle (fig. 14) 

f = n 3 s = n 3 e’ùd 

soit, en remplaçant n 3 par sa valeur déduite du paragraphe 5.51, 

-» f=iLE'-L y R'AÏ. 

Cette force se décompose en 


f=f sin * = -g p iY Al si 


sin 


/" = / cos a.= d- pR'At cos et. 


1. — Cette condition de conservation d’angle est surtout importante pour les 
fonds soudés. 


P. Vallat. — Résistance des Matériaux 


10 
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Cette force se répartit en deux forces de compression-^- agissant sur cha¬ 
que section de l’élément de bordure : 

2 Al 

soit - 75 - = ■ R cos a = ~ p RR' cos a. 


Or, d’après la figure 14, 


COS a 


OD 

OC 


jV_ 

R' 


d’où 


F _ p R d' 
2 2 


En divisant cette valeur par la section droite de l’élément de bordure, 
on obtient la contrainte de compression que cet élément supporte du fait de 
la brisure du raccordement h 


5.533 Application numérique. 

Reprenons le cas du fuselage-coque d’avion stratosphérique étudié au para¬ 
graphe 5.44 (exemple 2). Supposons que le fond soit réalisé par une calotte sphé¬ 
rique d’un rayon R'=2 mètres. 


cV = \/R /2 —R 1 2 * ->/2- — 1,5 2 = vTj5 
=1,322 m. 


Le couple de fuselage situé à l’aplomb du raccordement (plan CC' de la fig. 14) 
encaissera un effort de compression 


F _ 0,0054 • 1500 • 1322 
2 2 


=5360 kg. 


Si ce couple a mie section droite de 500 mm 2 , par exemple, il subira une con¬ 
trainte de compression 2 . 


n c = 


5360 

500 


= 10,7 kg/mm 2 . 


5.6 CALCUL DES ENVELOPPES SPHERIQUES A PAROIS MINCES. 


On ferait un calcul analogue à celui que nous venons de voir dans le cas 
des enveloppes cylindriques à fonds sphériques (§ 5.5). 

On obtient de même : 


n — 


p D _ p R 
4 e 2 e 


(dans toutes les directions). 


5.7 CALCUL DES ENVELOPPES CYLINDRIQUES A PAROIS ÉPAISSES : 
FORMULES DE LAMÉ. 4 

Les théories précédentes sont mises en défaut quand l’épaisseur des 
parois n’est plus négligeable devant le rayon du cylindre : l’épaisseur est 
trop importante pour que l’hypothèse d’une répartition uniforme des con¬ 
traintes reste valable et l’étude des contraintes agissant sur les divers élé¬ 
ments de l’enveloppe ne peut plus s’effectuer par de simples considérations 


1 . — Cette contrainte est évidemment nulle quand le fond se raccorde tangentiel- 
lement au cylindre (c’est-à-dire quand la distance d' est nulle). 

2. — Une partie des efforts f" est, en réalité, équilibrée directement par des actions 

radiales dirigées vers l’extérieur dues à la déformabilité relative du revêtement par 

rapport aux couples qui constituent, à cet égard, une succession d’anneaux rigides. 
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d’équilibre, comme dans les cas ci-dessus. Cette étude se- traite à l’aide de 
la théorie générale de l’Elasticité et son exposé déborde le cadre de notre 
ouvrage. 



d 

J) 

Fig. 16. 


Nous donnerons simplement les résul¬ 
tats pratiques auxquels on aboutit. 

Désignons par 1) et d les diamètres ex¬ 
térieur et intérieur et par p et p' les pres¬ 
sions intérieure et extérieure (fig. 16). Les 
contraintes normales maxirna ont lieu dans 
le sens transversal (ou d’éclatement) comme 
pour les enveloppes minces, et elles concer¬ 
nent les fibres intérieures de l’enveloppe, 
c’est-à-dire les éléments situés sur la cir¬ 
conférence de diamètre d. 

La valeur de ces contraintes (tangentes 
à la circonférence interne) est, donnée par 
l’expression simplifiée suivante des formu¬ 
les de Lamé : 

n = 2 p' D - — y ( D 2 + d 3 ) 

D 2 — d- 

dans laquelle n est 'positif dans le sens 
d’une compression et négatif dans le sens 
d’une traction. 


Cas particuliers. — a) Supposons la pression extérieure p' nulle ou 
négligeable devant p. On obtient alors : 


n =— p - P - + d ‘ (traction) 

LJ (V 


b) Dans le cas contraire d’une pression intérieure p mdle, on a 


9 TV 

n=p ———■ (compression) 

J J (o 

i ___i 

On voit que, dans ces deux cas, la contrainte maximum n est toujours 
supérieure à la pression appliquée. 

Remarques. — d) La contrainte transversale n' agissant sur la paroi 
extérieure de l’enveloppe (circonférence de diamètre D) a pour expression : 

?f _ V' (T> 2 +d 2 )—2pd 2 
D 2 — d 2 


Pour p'=0 on obtient donc : v.'= — 2 p 


d- 


et pour p = 0 : 


D 2 —d 2 


— (traction) 


4* 


Tï 2 4-d 2 

n = p' - ^ ■ (compression) 

U LL 


b) Supposons l’épaisseur e de l’enveloppe faible, on a sensiblement : 

D 2 — d 2 = (D— d) (I) + d) =2e ■ 2D = 4e D 
D 2 + d 2 =2D 2 . 

Dans le cas où p' = 0, on retrouve donc bien l’expression relative aux 
enveloppes minces (§ 5.41) 


n = —p 


2D 2 

4cD 


D 


R 


= -P~ = ~P—- 
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Frettage. — Le principe du frettage des cylindres épais soumis à une 
pression interne (donc tendus par cette pression) consiste a donner au 
cylindre une compression initiale qui viendra en déduction de la trac 

due à la pression interne. . A 

C’est le cas des canons où celte compression initiale est obtenue par des 

manchons (frettes) emmanchés à chaud sur les tubes Les manchons sont, 
par contre, soumis à des tractions initiales auxquelles viennent s ajouter 
celles dues à la pression. Mais les tensions correspondantes sont nettement 
moins élevées qu’à l’intérieur du tube et il arrive que le meme acier puisse 

convenir pour le tube et les manchons. . i ? 

De toute façon, ce procédé permet d’éviter des tensions prohibitives a 

l’intérieur des tubes. 

5.8 REMARQUE : ENVELOPPES MINCES SOUMISES A UNE PRESSION 

EXTERIEURE. . , , , An 

C’est, par exemple, le cas des coques de sous-marins ou des tubes de 

chaudière. Le calcul est exactement le même que dans le cas « 
minces soumises à une pression interne a ceci près que les parois travaillent 
Z compression au lieu de travailler en traction, ce qui conduit, générale¬ 
ment, à considérer des limites de contrainte par instabilité (flambage). 
Nous avons vu, également, le cas d'une pression extérieure pour les 

cylindres épais. 

6. PRESSIONS D’APPUI DES CORPS CYLINDRIQUES : 

MATAGE 

6.1 DEFINITION. 

Considérons un arbre cylindrique reposant dans un palier, tel que le 

représente la figure 17. 

Supposons que cet arbre soit 
soumis à. une force F normale à 
son axe. 

Cette force se traduit par une 
pression radiale que l’on peut 
admettre uniforme (jeux négli¬ 
gés). 

D après ce que nous avons 
vu au paragraphe 5.2 on doit 
avoir : F = p ■ S 

S étant, comme dans le cas 
des enveloppes, la surface pro¬ 
jetée. C’est la section d’un rec¬ 
tangle ayant pour côtés la lon¬ 
gueur 1 et le diamètre d du cy¬ 
lindre. 

On en tire : 

F = p l d 


soit 





C’est pour cette raison que l’on parle de la « pression de matage » : elle 
est égale à la force agissante divisée par la projection sur un plan norma • 
celte force, de la surface d appui. 

6.2 PRESSIONS ADMISSIBLES. 

Les pressions de matage admissibles p a se mesurent en fonction des 
valeurs des contraintes normales admissibles n a . 
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on doit'prendre'sensiMement*: fr ° ttement inte ™ ent P6U 6 ‘ 

Par exemple, pour le Duralumin AU4G, on admet une pression 
?5 a -45 kg/mm 2 au coefficient de rupture (matage plastique). 

pressîoTadiferible. ^ fr0ttement des têtes intervient dans la valçur de la 
On admet en général : 

p a = l,5 n a à la rupture. 

Par exemple, pour le Duralumin AU4G, on peut admettre : 

Pa—60 kg/ixun 2 . 

On ne doit pas oublier de vérifier, dans tous les cas, si les éléments 
assemblés par des boulons ou par des rivets tiennent au matage Cette con 
dition est particulièrement importante pour les éléments minces fréquem¬ 
ment utilises en construction aéronautique (voir chapitre VIII). 


7. CALCUL SIMPLIFIÉ DE LA JANTE D’UN VOLANT (fig. 18) 

7.1 DONNEES. 

Pt n™°!wf roils un volanfc dont la jante a un rayon moyen R, une largeur l 
et une épaisseur e, que nous supposerons très faible vis-à-vis de R (ce qui 

à°parof nfince)^ d assimiler la j ante à un élément d’enveloppe cylindrique 

autour rpflTe GSt . S0U ™ s a UI ? e vit T e r sse angulaire de rotation constante w 
autour de sôn centre O (voir chap. II, § 1.272). 

mas^Vp^iqw. C ° nStitUée par un matériau densité d, c’est-à-dire de 

= d, 

9 

avec g = 9,81 m /sec 2 = accélération de la pesanteur (chap. II, § 1.1 et, 1.22). 

7.2 EQUATION DE RÉSISTANCE. 

Isoïons un petit élément de longueur AL de la l'ante. 

Let eiement a un volume 


d’où une masse . 


v = l e AL 
m= P v= P l e AL. 





11 est soumis, du fait de la rotation, 
à une force centrifuge 

f=m o>- R (chap. II, § 1.274) 
soit f=p l e o > 2 R AL. 

Assimilons cette force à la résultante 
d line u ■pression intérieure ». 

Elle agit sur un élément de surface 
égal à 

s = l AL (surface projetée de l’élément). 

La pression intérieure fictive produi¬ 
sant le même effet aurait donc pour ex¬ 
pression : 

p=—=p e or R. 
s 


Fie. 1S. 
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D’après le paragraphe 5.41, cette pression engendre une contrainte 
transversale. 


p R 

n= —>'■ - 

e 


soit 


71 = p ü) 2 R 2 . 


(Cette contrainte de traction produirait sur l’élément deux résultantes 
des forces de liaison 9 et — cp (fig. 18). Il est facile de démontrer que la com¬ 
position de ces forces équilibre bien la force / appliquée.) 

On peut également exprimer cette contrainte en fonction de la vitesse 
tangentielle Y de la jante, en utilisant la relation : 

V=ü> R (chap. II. § 1.273), 


d’où 


n=p \- 


7.3 VITESSE LIMITE DU VOLANT. 

En faisant n=n a =contrainte limite de traction admissible (compte tenu 
d’un coefficient de sécurité) on obtient les valeurs limites «j ou V, de la 
vitesse angulaire ou de la vitesse tangentielle. 


n a =p w 2 t R ; 


d'où 

ou 

d’où 


wj 


_ 1 / n a 

R V P 


(en radians/sec) 


n a = P V 2 , 


V, 




7.4 APPLICATION NUMERIQUE. 

Soit à calculer la vitesse limite d’un volant en acier coulé, de r ay°n R=3 m 
pour lequel on s’est fixé une contrainte limite n a = 15 kg/mm 2 . Densité de 1 aciei 
d= 7,8. 

Nous réduirons toutes les unités dans le système : kg, mètre, seconde. 

Masse spécifique de l’acier : 

_ poids du m 3 d’acier _ 7,8 • 10 3 _ =795 ( un ités M. Kp. S) 
p ~ 9,81 m/sec 2 9,81 

Contrainte admissible : 7i a =15 • 10® kg/m 2 . 

Vitesse angulaire limite 

= J_ / 15 • 10 6 ~ = ÆA =45,73 rad/sec 
1 3 V 795 3 

soit un nombre de tours limite : 

N l= _^>Z 3 _=7 1 28 tours par seconde 
2 TU 

ou N,=7,28 x 60 = 437 tours par minute. 

Vitesse tangentielle limite correspondante : 




v / 15 • 10 8 =137,2 m/sec. 
V 795 
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3.5 REMARQUE. 

des ™^ s t Zvola C nf UlSSimplifiéS d - dessus ' nous négligé l'influence 

«sa,"yte aï rzfe trr- sidérés rr* 

déformation du type de celle schém.-iikk. et ils imposent u celle-ci une 
simple dilatation de diamètre) 11Z Z T- 19 a (au Iieu d ’ une 
de flexion de la faute au nive-m d P « h ■ t0 dcs co . nlraintes supplémentaires 
coefficient do sécurité 'pour éviluer ln ^ a f ? U1 accro î t ,a nécessité d’un 
les procédés de calcul ci-dessus C ° ntramte adimssible à selon 

On réalise souvent des bras courbes, selon fi cure 10 h PpRa 



\ \ A. 
\ \ v 


\ \ 



Fig. 19. 



8. tensions dues a des variations de température 

8.1 DÉFINITION. 

telle tut Port0ns - Ia à une tempélture } El™s'XngTi ïn e qSüttl 

l=ct 0 L 

avec » = coefficient de dilatation du matériau constituant cette barre. Si on 
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0-J 


Xi 


Fie. 20. 


porte C un o^oii .trahite 1 *dp ( ‘‘ 8 ' W ^ h bar ? 86 trouve comprimée. Elle sup- 
Ilooke? te de ^“Pression n e déduite directement do la loi de 


n c = E i = E-L 


n c =—'~ = Y^6. 

L 


soit : 
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Supposons maintenant que nous laissions refroidir une barre de lon¬ 
gueur L de la température t + 6 à la température t. Elle se raccourcit d'une 
quantité l telle que 

l = *0L 


a étant le même coefficient que dans le cas précédent. 

Si on empêche la contraction (üg. 20 b), la barre est tendue. La barre 
supporte une contrainte de traction n t égale en valeur absolue a celle du cas 
de la compression : 

?l t = E a 6. 

8.2 REMARQUES. 

a) La contrainte est indépendante de la longueur de la barre (voir for¬ 
mules). 

b) Le déplacement 1 = ?. 0 L est proportionnel à la longueur. 

c) L’effort F=n S = E Sa» est proportionnel à la section el. indépen¬ 
dant de la longueur. 

d) Le travail & = ~r Fl = — E a 2 0- • S L = — E y- o- • V 

Z — - 

est proportionnel au volume V do la barre. 

e) Ces formules ne sont valables que dans le domaine élastique. 


8.3 APPLICATION NUMERIQUE. 

Pour redresser les murs des édifices importants on dispose souvent des barres 
intérieures selon figure 20 b, que l’on chauffe et qu’on laisse refroidir après avoir 
emprisonné leurs extrémités dans des ferrures d’appui extérieures aux murs. 

Soit une de ces barres en acier d'un diamètre de 40 mm (S =1200 mm 2 ) ot 
d’une longueur de 20 mètres, à laquelle on fait subir un écart de température 


Coefficient, de dilatation : a=l,16 • 10—*. 

Module d’élasticité : E=20.000 kg/mm 2 . • 

Si les murs étaient inébranlables, la contrainte de traction de la barre serait : 
n = 20.000 • 1,10 • 10— 5 • 200=46,4 kg/mm 2 
et la force engendrée : 

F=n • S • =46,4 • 1260=58500 kg. 

Le travail élastique interne, et donc le travail de redressement externe, ont 
pour, valeur 

& 20000 • ÜT6 T ■ 10- 10 • 200 2 - 1260 ■ 20000 

= 1358 • 10 3 kgmm=1358 kgm. 


8.4 CONCLUSION. 

Nous voyons donc, par cet exemple simple, que les variations de tempé¬ 
rature peuvent engendrer des contraintes et des efforts très importants. 

C’est ce qui explique les déformations (ou même les ruptures) _ des 
assemblages 'par soudure autogène au cours de leur exécution surtout si ces 
assemblages constituent des ensembles non librement dilatables (voir chapitre 
suivant).' C’est également ce qui explique les tensions internes des pièces 
de fonderie et les jeux de dilatation prévus dans les constructions ou entre 
les rails de chemins de fer. 
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9. ÉQUILIBRE D’UN FIL TENDU SOUMIS A UNE CHARGE 
CONCENTRÉE NORMALE A SA DIRECTION 

î>.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Le problème que nous traitons ci-dessous présente peu d’intérêt indus¬ 
triel. Son but est de mettre en évidence une mise en défaut de l'approxima¬ 
tion ordinaire des calculs qui consiste à négliger les déformations pour la 
recherche de l’équilibre externe (voir chap. Y, § 3.3). 

Il est à remarquer que le système étudié n’est autre, en réalité, qu’un 
système hyperstatique simple (1 er degré de surabondance) et nous verrons au 
chapitre XVIII que les conditions de déformations sont nécessaires pour la 
mise en équilibre de ces systèmes. 

9.1 DONNEES. 

Plaçons-nous dans le cas simple d’un fil chargé en son milieu (voir 
fig. 21). 

Soient A et B deux points fixes, 2 L la longueur du fil tendu entre ces 

deux points, S la section de ce fil et F la 
force appliquée en son milieu. 

Nous supposerons, pour simplifier le 
problème, que le fil n’a aucune tension 
initiale et que sa rigidilétide flexion est 
nulle. Sous l’action de hr force F, le fil 
s’allonge et prend la forme d’une ligne 
brisée AP'B. 

Nous nous proposons de calculer 
l’effort de traction X engendré dans le fil 
et la contrainte correspondante. 

9.2 EQUATIONS D’EQUILIBRE. 

Cet effort X doit etre tel que l’on ait la décomposition de forces repré¬ 
sentée figure 21 (équilibre). 

F 



Par raison de symétrie P'H = HF = 
Dans le triangle rectangle P'HQ 


2 


soit : 


F 


P'H=QP' sin a 
=X sin a d’où X = 


2 sin a 


( 1 ) 


d’où 


Dans le triangle rectangle APP' 

AP=AP' cos a 
AP/=-AF_ = _D- 

COS a COS a 

L’allongement réel l d’une moitié de fil est égal à • 
l = AP ; —AP = ——-L=L ( - 1 — —1 


cos a 


1 


cos a 


et l’allongement relatif i : 


'i = -L =— - -1. 

L cos a 


La contrainte de traction vaut donc, d’après la loi de Hooke : 

n = Ei = e( -i- l). 

\ COS a I 










FIL TENDU SOUMIS A UNE CHARGE CONCENTRÉE 

Mais elle a aussi pour valeur 


loi» 


On a donc : 
soit : 


*-!• 


X = nS, 


X = ES 


COS a 


-1 . 


( 2 ) 


Des équations (1) et (2) on déduit la relation : 


soit : 


F 


2 ES 


— F =ES(— -l) 

2 sm a. \ cos a ) 

= sin a (—-— — 1 \ = - sin a - —sin a=tg a—sin a 
\ COS a j cos a 


(3) 


et est un angle très petit. On démontre alors mathématiquement (en déve¬ 
loppant en série et en se limitant aux premiers termes) que l’on a très sen¬ 
siblement : 


tg a—sin «=-x + lf = Y-- 


Ce qui donne dans l’équation (3) : 

F 


d’où l’on tire : 


soit : 


2 E S 


Ci' 

2 


-Vf 


E S 


(en radians), 


a=57,3\/—en degrés. 
V E S 


On voit donc que cet angle est indépendant de la longueur L. 

Pour les petits angles, sin a est sensiblement égal à a (en radians). 
On a donc un effort de traction X dans le fil égal à : 



et une flèche __ 

f= PP'=L sin a=Lx = L \ —. 

V ES 

La flèche est donc proportionnelle à la longueur du fil. 


9.3 APPLICATION. 

Soit à caculer la force de traction et la contrainte d’un fil d’acier tendu de 
section S=10 mm 2 chargé en son milieu par une force F = 100 kg. 

Module d’élasticité : E = 20000 kg/mm 2 . 

Angle de déviation : 


a =U -^-= Î/_J - =0,0794 rad = 4°30\ 

V 2 x 10 4 • 10 v 2 X 10 5 


Effort de traction : 


Contrainte : 


X =-—— =630 kg. 

2 x 0,0794 » 

n t =63 kg/mm 2 . 







CHAPITRE VII 

SYSTÈMES ARTICULÉS 


0. INTRODUCTION 


nrinH^. C( T? itue à la *<>b une application des 
i n d .équilibrés extérieur et intérieur des systèmes (chap. III et V) 
et des théories de la traction ou de la compression simples (chap. VI). 

, * oi ;s verrons également que les équilibres intérieurs peuvent être 
résolus élégamment pour ces systèmes par des méthodes graphique»directes 
taisant appel aux notions exposées au chapitre IV (Statique graphique) 


!. — GÉNÉRALITÉS 


1.1 DEFINITION. 


On désigne par système articulé un ensemble d’éléments généralement 
rectilignes appelés barres réunis entre eux par des articulations en leurs - 
points de rencontre appelés nœuds. 


1.2 CLASSIFICATION. 


On peut distinguer trois grandes catégories de systèmes articulés ■ 

a) les systèmes articulés déformables ; 

b) les systèmes articulés strictement indéformables, c’est-à-dire les 
systèmes articulés à nombre do barras tout juste suffisant pour qu’ils soient 
indéformables ; 

c) les systèmes articulés indéformables à barres surabondantes l . 



/) 



Fig. 1. 


rnnVpr.no ^ Vldent .^® la déformabiIi 16 dont il est question dans ces définitions, ne 

!ÏÏS1?I a P 08 ® 11 ’ 11116 de déformations extérieures sans effort. Les systèmes dits 

charges mi’iS rPSt ° n s , UJGts à * s déformations élastiques internes sous l'action des 
cnaices qu ils supportent. 
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Nous donnons, figure 1, l’exemple d’un rectangle articulé en ses quatre 
sommets : 

a) sans diagonale ; 

b) avec une diagonale ; 

c) avec deux diagonales. 

Ce rectangle appartient successivement aux trois catégories a, b et c. 

Nous pouvons remarquer que les systèmes a et b sont des systèmes 
librement dilatables. 11 est, en effet, possible d’allonger ou de raccourcir 
la longueur do l’une quelconque des barres, en ne provoquant que des rota¬ 
tions aux nœuds. Par contre, le système c s’oppose à toute déformation iso¬ 
lée d’un élément et est donG indilatable. 

Le système c est également un système hyperslatique intérieur (ou de 
structure) : voir chapitre III, paragraphe 4.6. 

Les catégories de systèmes articulés les plus utilisées en construction 
sont les catégories b et c auxquelles appartiennent les systèmes Iriangulés 
simples (catégorie b) ou hyperstatiques (catégorie c). 

Nous nous limitons à l’étude succincte de quelques cas particuliers de 
systèmes articulés déformables pour examiner ensuite les systèmes trian¬ 
gulés qui présentent le plus grand intérêt en construction aéronautique. 

2. — SYSTÈMES ARTICULÉS DÉFORMABLES 

2.1 FIGURE D’EQUILIBRE D’UN SYSTÈME, COMPOSÉ DE BARRES 
ARTICULEES BOUT A BOUT, CHARGÉ PAR UN SYSTÈME DE FORCES CON¬ 
CENTREES AUX DIFFÉRENTS NŒUDS : POLYGONE DE VARIGNON- 

Soit (fig. 2), à déterminer la figure d’équilibre d’un système articulé 
composé des barres AB, BC, CD, DE fixé à ses extrémités A et E et. soumis 
aux trois forces quelconques F lt F 2 , F 3 appliquées aux nœuds B, C et. D. 

Supposons le problème résolu et soit ABCI)E la figure d équilibre. 

Le sommet B est en équilibre sous l’action do la force appliquée Fi et 
des réactions R, et R= fournies par les tensions internes des barres AB et BC, 
ces réactions étant respectivement dirigées, suivant les axes de ces barres 
(articulations). D’où la décomposition figurée au nœud B. 




Traçons le dynamique des forces F,, F 2 , F 3 et des extrémités 1 cl: 2 
de F x menons les parallèles à Ex et R 2 qui déterminent le point P (voir nota¬ 
tions chap. IV). , 

En raisonnant de même au nœud C on voit que F 2 doit être équilibrée 
par R 2 et une force inconnue R 3 agissant suivant CD. 





“ Chap 

obligatoirement figurée par le vec . 

?»«^^r n v e Ir ^ ™ èle à CD - 0n 

1 v uiziztr d r w^*3S«" ^ /o “ esi «p ar 

longueur de chaque côté'soitégSfàÆm^def 8 ] Par A et E et ? ue Ia 
La construction de la figura d’pm.Tk 0UI de a barre correspondante 

cS~*T " » 4 —mSSÏÏmÏ*'” “» »r i£ 

Sfyrsss st.? - >4S *»»,. 

Tffor^Tt ICS réactions ^ournie^par S chacune S dp °h P ° lygone funiculaire 

S? *■outïanst^et 

et Rj es réactions extérieures en A et E sont données par les vecteurs R 
système étudié ; la deuSmè prfsentant un"* „ flgures d 'équilibre pour le 

système estéSrté’de^tte posftioS 6 ét f d ?<N^e mrfa&Ze. Dès que le 
llS6r “ i a à S “ er * venir se'stabi- 

lieu dïtre tendues. d 6ÎUlllbr6 “stable, les barres seraient comprimées au 


2.2 APPLICATION AUX SYSTEMES FLEXIBÜÜfe. 


pie) un systèmë'ne'présentan^pafde Sté^annr sou- 

mal à son axe longitudinal (fil, corde râble JSf b e dans un sens nor- 
Vn tel système peut être sou P le > courroie, etc...). 

dans lequel les barres ont une lonTuénr^nZ-n 3 ' 81 ^ 6 arücu,<S d éformabIe 
dilations infini). ° eur infiniment courte (nombre d’arti- 



Fig. 3. 


dente est fo^rn^pafk de la théorie précé- 

suspendu soumis à des charges fnrnl d éc t mhbre d'un cable de pont 
tablier du pont (fig 3 ). SGeS dues aux brins da suspension du 
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Etant données les charges sur chaque brin, on trouve (par approxi¬ 
mations successives) un polygone funiculaire qui passe par les deux ori¬ 
gines connues (attaches extrêmes A et B du câble considéré sur les mon¬ 
tants du pont) et dont la longueur développée doit être égale à celle du 
câble. 

Dans le cas de charges égales et do brins équidistants, ce qui revient à 
une charge uniformément répartie en projection, on démontre que le poly¬ 
gone d’équilibre est l’enveloppe d’une parabole. 

Si une des charges augmente (passage d’un véhicule par exemple), la 
forme d’équilibre du câble se modifie de telle façon qu’elle reste toujours le 
polygone funiculaire des charges. C’est ce qui explique le « mouvement de 
vague » facilement observable pour le tablier d’un pont suspendu, au mo¬ 
ment du passage d’un véhicule lourd. 


2.23 Figure d’équilibre d’un fil pesant. — Sous l’action de son poids 
propre, un fil accroché en deux points et non tendu, prend une figure d’équi¬ 
libre qui est la courbe funiculaire de la charge répartie due à son poids 
(charge uniformément répartie le long du fil, c’est-à-dire de la figure d’équi¬ 
libre elle-même). 

On démontre mathématiquement que cette courbe d’équilibre est une 
chaînette. Elle est d’autant plus voisine d’une parabole que la flèche (c’est- 
à-dire la courbure) est faible. 

2.24 Tensions dans les conducteurs aériens. 

2.241 Définition (fig. 4 a). — Soit un conducteur aérien de densité 
linéaire p (c’est-à-dire dont l’unité de longueur pèse un poids p) accroché 
en deux points A et B, distants de 2L. 

Nous supposerons que la flèche f est suffisamment petite pour que la 
figure d’équilibre du conducteur considéré puisse être assimilée à une para¬ 
bole. 

Traçons les tangentes à cette courbe en À et B. 

D’après une propriété de la parabole, ces tangentes se coupent sur la 
verticale de C en un point E tel que 

CD = DE=/. 

La charge appliquée totale est le poids du fil soit : 

P =2 pL 




Traçons le dynamique des forces appliquées au fil. Son enveloppe est 
représentée par le triangle a,b S (fig. 4 b) déterminé par ab égal au poids P 
(à l’échelle des forces) et par les parallèles aS, b S à AE et EB, respective¬ 
ment égales aux réactions en A et B. La hauteur S h représente la tension T„ 
au point D puisque c’est le rayon polaire correspondant à ce point qui est 
le plus bas de la courbe. 
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Considérons les triangles semblables BCE et Shb 


S k 
BC 


hb 

CE 


soit 


L 


_ P L 
21 


D’où on déduit 


Soit w le poids spécifique du matériau constituant le conducteur. On a 

p=io S. 

S étant la section du fil ; la tension en D, qui est la tension minimum 
supportée par le fil, sera donc égale à 

rp _ <oSL 2 

Sur la figure, nous avons exagéré la courbure de la courbe pour la com¬ 
modité du dessin. 

En réalité, la llèclie est très petite et la tension maximum en A et B 
diffère peu de cette valeur (l’angle aS& est très aigu). 

La tension dans le fil est inversement proportionnelle à la flèche et 
proportionnelle au carré de la longueur. 


'2.242 Flèche minimum. — Il existe donc une flèche minimum f m 'au- 
dessous de laquelle il y aurait rupture. Cette valeur est atteinte lorsque la 

contrainte de traction n= ~ est égale à la contrainte admissible n a . On a 

donc, dans ce cas 



o.L 3 

9 f 

/ m 


f m = = flèche minimum. 

2 n„ 


2.243 Application numérique. 

Soit un câble de cuivre de poids spécifique «>=9 kg/dm 3 . On se limite, par 
suite des surcharges dues à la neige, à la glace et au vent, à une contrainte admis¬ 
sible n«= 6 kg/mm 2 . La portée est de 100 m. Calculer la flèche minimum. 


7ia=6 kg/mm 2 =6 • 10° kg/m 3 . 



= 50 m, 


o> = 9 kg/'din 3 =9 • 10 3 kg/m 3 . 
La flèche minimum est donc égale à : 


9 - 10' 50 3 
2 6 10 6 


= 1,875 rn. 


4.43 Remarques. — La flèche totale du câble se compose d’une flèche 
due à la forme d’équilibre elle-même (le cable étant supposé infiniment 
rigide en traction) et d’nne flèche supplémentaire due à la déformation 
élastique du câble sous les efforts qu’il subit. La flèche minimum calculée 
est, en réalité, la somme de ces deux termes. 
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3. SYSTÈMES TRIANGULÉS PLANS 

3.1 DÉFINITION. 

On désigne par système triangulé plan (ou réticulaire) un système arti¬ 
culé constitué par une juxtaposition de triangles, chaque triangle successif 
étant construit en utilisant comme base l’un des côtés des triangles précé¬ 
dents (voir fig. 5). 

Le système obtenu est bien indéformable ; chaque sommet étant défini 
en position par la longueur des barres qui ont servi à le déterminer (point 
de rencontre de deux arcs de cercle). Il est strictement indéformable car si 
l’on supprime l’un des côtés, il devient déformable. 


3.2 RELATION ENTRE LES NOMBRES DE NŒUDS ET DE BARRES. 

Partons d’un triangle de base ABC (fig. 6) et ajoutons-lui successive¬ 
ment d’autres triangles pour former le système. 

Désignons par : 

N le nombre total de triangles ; 

b le nombre total de barres ; 

n le nombre total de nœuds. 

Le premier triangle possède trois bar¬ 
res et trois nœuds. 

En ajoutant un triangle on ajoute deux 
barres et un nœud. Les N-l triangles ajou¬ 
tés au premier, pour donner N triangles, ont 
donc ajouté : 

2 (N-l) barres et (N-l) nœuds. 

On a donc : 

6=3 + 2(N—] 
n=3 + (N—1) 

De (2) on tire N —1 =n —3 

d’où en remplaçant dans (1) • 

6=3 + 2 {n —3)=3+2n—6 



1) ' (1) 
( 2 ) 


. soit : 


b =2 n — 3. 


Règle. — Le nombre de barres d’un système triangulé plan isostatique 
est égal au double du nombre de nœuds diminué de trois unités. 

On appelle cette règle la condition de triangulation des systèmes plans. 

3.3 EXAMEN CRITIQUE DE LA CONDITION DE TRIANGULATION. 

Quand un système est réellement triangulé , c’est-à-dire composé de 
triangles juxtaposés suivant la méthode définie ci-dessus, la condition 
6=2w — 3 est nécessaire et suffisante pour obtenir un système stricte¬ 
ment indéformable, c’est-à-dire sans surabondance (système isostatique). 

Cette condition ne doit pas s’appliquer avec rigueur à un système non 
formé de triangles, car elle donnerait alors parfois des résultats erronés. 


Exemple. — Le système de la figure 6 a possède sept nœuds et onzo 
barres. Il répond donc à la condition : b = 2n — 3, et cependant il est visible 


P. Vallat. — Résistance des Matériaux. 


11 
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que la partie ABCD peut se déformer en parallélogramme. Cette partie est 
déformable et la partie CDEF est triangulée surabondante (n = 5;6 = 8). 
L'ensemble n’est pas triangulé et est déformable. 



Remarque. — Il existe cependant des systèmes strictement indéfor¬ 
mables et non réellement triangulés ; on en trouvera un exemple figure 6 6. 
Ce système répond à la loi 6 =2 n — 3 bien que l’espace CDFG ne soit 
pas un triangle et l’on voit aisément qu’il est indéformable. 

Conclusion. — Il faut donc simplement retenir que la loi (6 = 2 n — 3) 
s’applique sans restriction à un système réellement triangulé, mais qu’il 
faut l’appliquer avec prudence à un système présentant un ou plusieurs 
espaces non triangulaires. 


Exemples de systèmes triangulés surabondants. — En ajoutant la barre 
DG au système de la ligure 6 6 on obtiendrait un système réellement trian¬ 
gulé (tous tes intervalles sont bien triangulaires) avec une barre surabon¬ 
dante. 

On aurait, en effet 

n= 7 d’où 2 n — 3=11 et 6 = 12>11. 


La figure 6 c donne un autre exemple de système triangulé «à une barre 
surabondante : huit nœuds et quatorze barres. 

La figure 7 donne un exemple de système triangulé plan avec quatre 
barres surabondantes : douze nœuds et vingt-cinq barres. 



3.4 HYPOTHÈSES GÉNÉRALES ADMISES POUR LE CALCUL DES SYS¬ 
TEMES TRIANGULÉS. 

3.41 Hypothèse concernant la structure. — Par définition, nous avons 
admis que les systèmes triangulés étaient une catégorie de systèmes articulés, 
c’est-à-dire que toutes les barres étaient reliées entre elles par des articu¬ 
lations. 
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En réalité, les éléments longitudinaux sont, la plupart du temps, conti¬ 
nus et les assemblages sont rarement réalisés par des articulations pures, 
mais le plus souvent, par dos goussets rivés ou boulonnés ou encore par sou¬ 
dure autogène ou soudure électrique (poutres en treillis). 

Les méthodes de calcul que nous exposons ci-après supposeront toujours 
les barres articulées aux nœuds. 

L expérience prouve que cette hypothèse est très admissible si les barres 
sont longues (grand élancement), c’est-à-dire si elles ont une rigidité de 
flexion faible, vis-à-vis de leur rigidité en traction ou compression axiales. 

Dans le cas contraire, il y aurait lieu d’apporter des corrections de rigi¬ 
dité des nœuds qui sortent du programme de notre exposé. 

3.42 Hypothèse concernant les charges appliquées. — Nous suppose¬ 
rons toujours également que les charges extérieures (actions et réactions) 
sont appliquées aux nœuds des systèmes. Il arrive parfois que le point d’ap¬ 
plication réel est différent, ce qui crée dans les barres des efforts secondaires 
que nous examinerons ultérieurement (chap. XVIII). 

En règle générale, pour obtenir légèreté et rigidité maxima, éviter ces 
efforts secondaires. En particulier,-faire converger les axes des barres d’un 
nœud en un même point (nœud théorique). 

La figure 8 donne deux exemples de montage d’une rotule servant à 
fixer un système triangulé (bâti-moteur par exemple). 

Le montage (a) plus simple, présente l’inconvénient de créer un moment 
secondaire dû à l’excentricité d du nœud théorique et du centre de la 
rotule où sont appliquées les réactions. 

Le montage (b) est plus correct du point de vue des charges dans les 
barres. La perturbation disparaît (théoriquement) à. la sortie du gousset. 




3.43 Efforts internes. Convention de signes. — Dans les hypothèses 
ci-dessus, les barres d’un système triangulé ne sont donc soumises qu’à des 
efforts dirigés suivant leurs axes. 

Ces efforts agissent en traction (tendance à allonger les barres) ou en 
compression (tendance à les raccourcir). 

Nous conviendrons du signe 

+ pour les efforts de compression, 

— pour les efforts de traction. 

3*44 Méthodes de résolution. — Résoudre un système triangulé con¬ 
siste à. déterminer les efforts internes agissant dans scs barres. Nous expo¬ 
sons ci-après les méthodes de résolution les plus classiques. 
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3.5 METHODE DE CRÉMONA. 

8.81 Principe de la méthode. — La méthode de résolution des systèmes 
tnangules plans, dite méthode de Crémona est basée sur l’équilibre des 
nœuds. 

Chaque nœud constitue un système d’efforts convergents en équilibre 
sous l’action des efforts extérieurs qui lui sont appliqués d’une part (actions 
et réactions) et des efforts internes (ou efforts dans les barres) d’autre part. 

Les forces connues appliquées à un nœud se réduisent à une résultante 
qu il s agit de décomposer suivant les directions des barres à calculer (barres 
inconnues). 

Le problème n’est donc déterminé, dans le plan, que si le nœud présente 
au plus deux barres inconnues (voir chap. II, § 4). On effectue alors la décom¬ 
position classique d’une force en deux directions. 

La figure 9 donne l’exemple d'un nœud O sollicité par les forces exté- ■ 
rieures F X) F 2 et par la tension T de la barre OC (fig. 9 a). 

La résultante R de ces forces est à décomposer suivant les directions des 
barres inconnues OA et OB, ce qui peut se faire dos deux façons représen¬ 
tées sur la figure 9 b (vecteurs ac et cb ou c'b et ac). Ces deux façons donnent 
des résultats identiques. Le problème est donc bien déterminé. 



Fig. 9. 


3.52 Règle de Crémona. Notations. — Le tracé de Crémona permet 
d’opérer par un seul tracé toutes les décompositions successives aux nœuds 
et a, de plus, l’avantage de donner une vérification dite : vérification de 
fermeture. 

C’est la méthode de résolution la plus pratique, elle est donc à conseiller 
d’une manière générale. Son emploi est facilité par le système de notations 
que nous exposons ci-après (système analogue à celui déjà utilisé en Statique 
graphique). 

Nous allons exposer la méthode de Crémona en l’appliquant à la déter¬ 
mination des efforts dans les barres de la ferme représentée figure 10 (sys¬ 
tème plan reposant sur deux appuis simples A et H). 

Il y a lieu d’effectuer successivement les opérations suivantes : 

a) Mettre le système en équilibre.' — Pour cela, il suffit de déterminer 
les réactions sur appuis soit par le calcul, soit par application de la statique 
graphique. Dans le cas particulier qui nous occupe, la ferme étant symétrique 
et symétriquement chargée, on voit que les réactions en A et B sont toutes 
deux égales à 

=—2 F. 

(Les appuis A et II étant simples, ils ne peuvent réagir que normale¬ 
ment h la direction AH.) 

b) Se donner un sens positif de rotation qui est, sur la figure 10, celui 
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indiqué par la flèche. Ce choix est purement arbitraire mais le sens positif 
choisi doit être conservé par la suite. 

c ) Numéroter ensuite tous les intervalles entre les forces extérieures 
(actions et réactions) et entre les barres. L’ordre du numérotage est sans 
importance. 

d) Tracer, ensuite, le dynamique des forces appliquées et des réactions. 
La ferme étant en équilibre, ce dynamique doit se fermer, ce qui constitue 
une première vérification de calcul des réactions (somme des projections 
nulles). 

e) Commencer alors le tracé de Crémona par un nœud ne comportant 
que deux barres. Dans tout, ce qui suivra, nous conviendrons d’indiquer en 
italique les barres subissant des efforts inconnus à déterminer par le tracé. 

Partons du nœud A. La force appliquée se lit b — 1 (réaction R A = 
— 2F) et les barres inconnues sont 

1—6 et 6—5. 

Nous lirons cet, ensemble (dans le sens positif choisi) 

5—1, 1—6, 6—5. 

On part du point b du dynamique construit (opération d). On suit b — 1 
sur ce dynamique (c’est-à-dire la force — 2F). A partir du point 1, on trace 
une droite parallèle à la barre 1 — 6 (barre AB) et, à partir du point b une 
droite parallèle à la barre 6 — 5 (barre AD). Le point de concours de ces 
droites donne le point 6 cherché. Les longueurs 1 — 6 et 6 — 5 représentent 
(à l’échelle des forces), les efforts dans les barres 1 — d et d — -5. (Cocher 
ces barres sur le tracé de la poutre pour se rappeler qu’elles sont détermi- 



/) Continuer ensuite le tracé en passant à un autre nœud ne compor¬ 
tant que deux barres inconnues. Nous prendrons donc ici le nœud B. Ce 
nœud comporte comme inconnues, lues dans le sens de rotation positif indi¬ 
qué, les barres 2 — 7 et 7 — 6. Lire successivement, dans le sens positif 
choisi, tous les éléments (forces et barres) intéressant le nœud considéré en 
commençant par le numéro de l'intervalle qui suit immédiatement la dernière 
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barre 7 - 6 et nous lirons ( } par 1 inte ™alle G qui suit la 


6 -b 1-2, 2-7, 


o -iTi r v** 6 ’ nous — n8 

par 2 et une droite parallèle à la barre 7 — a barre T 2 ~~ 7 passant 

71 co S ntfe tSS sX ^ ^ 


Nœud D 
Nœud C 
Nœud E 


5-6, 

8- 7 

9- 3, 


6- 7, 

7- 2, 
3-4, 


7-8, 

2-3 

4-10, 


8-5, 

3-9, 

10-9, 


on obtient le point 8 
J ' b » g 

10 . 


» 

» 


barre inconnue qS'TsflawfiO — s P ’“ S ÎU ’ Une SeUle 

qui joiit e ce s PO p 1 ô‘nt s 10 soft paraUèle'à ^ donc . ( I™ la droite 

vérification de. fermeture du tracé de CrémoJ ~ ’ “ qm COnstitue Ia 

Ÿe n cte VériflCat - 0n d " 

de l'équilibre des “ e vérificati ™ 

des forces, la valeur des^ffM^ dansks dfflérent nn h SS ° nS ’/ Veo 1,éch6lIa 
faut maintenant déterminer le sens de ce/S?*“ b f 5 re f. du s y stèm »- H 

î= r 

barre con“d“ïfo’ c ^m^ I à^f” e ^ 6 ^,^ n | Jj* barre CD. Cette 

dirigé dans le sens CD sur la figura T q “ 1 eff ° rt 8 ~’ 

c est une barre tendue. c ' b 8 ~ 7 tlre donc sur le nœud C ; 

nous l’mrions^nëS^a t6 0 dtaara^ 00 ^ I ftf app “ te I 1 ^ t aH nœud D > 

> — 8 est dirigé suivant DC, donc crue la barr/t^!? 10 ^ mdique aJors que 
et est par suite tendue. On peut donc mS * îre également sur le nœud D 
de la barre à conditionXespX leXfrl 1>aatre <^rémité 

, p ^ nous plaçant en B, la SreBAse Ht G - 1 ’Wf' , 
le Crémona pousse sur le nœud. La barre BA est don! comprimé" ° SUr 

sa lecture poussTsmTe nœud7omidM 9mnd *“ direction sérialisée par 

t% S “r fe «"“* 

sens des efforts dams toutes les barras de la'ferme ’ * 10 donne le 

ne peut 

prï^ 

résolue en calculant le nœud D rs™,» • d ? B ' La difficulté a été 

nœud C. D ’ Ce q permis de detorminer une barre du 

i.. .ïutUï.ïSKÆ”s i: s *=■■»»... 
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En partant à l’origine de l’avant, on aboutit aux nœuds E et M qui pos¬ 
sèdent chacun trois barres inconnues. a 

En partant uniquement de l’arrière on aurait trouve la meme difficulté 

en C, U et M. . , M 

Mais les barres FC et AM ayant été déterminées en partant de 1 avant, il 

est possible,.si l’on a elfectué les deux départs, de terminer le trace de Cre- 

C’est la méthode qui a été utilisée Planche 14 pour opérer ce trace 
Nous avons également indiqué sur cette Planche les grandeurs des eilorts 
internes agissant dans toutes les barres ainsi qu’un résumé des operations de 
mise en équilibre externe de la poutre. 

3.04 Impossibilité d’emploi de la méthode de Crémona. —- Parfois, 
il y a impossibilité de résoudre le problème par la méthode de üremona tout 
en ayant affaire à un système triangulé non surabondant ; c est le cas de la 
ferme Poloxceau à six contreüches représentée figure 12 ci-apres. Arrive aux 
nœuds D et E on trouve trois barres inconnues à chacun de ces nœuds (en 
partant de l’une et l’autre extrémité) et cependant le système est bien trian¬ 
gulé simple, car n — 14 et b = 2b = (2n 3). 

Nous indiquons plus loin le moyen de résoudre le problème (*>*bo). 

3.6 MÉTHODE DES MOMENTS OU DE RITTER. 


3 61 Avantages de la méthode.— Cette méthode est très utile lorsqu on 
désire connaître les efforts dans une barre sans avoir à calculer les efforts 
agissant sur toutes les autres, ce que ne permet pas la méthode de Cremona. 

3 62 Méthode. — Soit à déterminer l’effort dans une barre BC (fig. 11) 
d’un système triangulé en équilibre. Imaginons une section mn ne rencon¬ 
trant que trois barres du sys¬ 
tème. 

Soient X. Y et Z les efforts 
supportés par les trois barres 
coupées par cette section. Ces 
forces, appliquées à la partie 
située à droite de la section, 
doivent être équivalentes aux 
forces extérieures appliquées à 
gauche de cette section, puis¬ 
que le système est en équilibre 
statique. 

On doit donc avoir, d’après fig. n. 

la propriété essentielle des sys¬ 
tèmes en équilibre : somme des v , .. . , 

moments (par rapport à un point quelconque) des forces extérieures de 
gauche = somme des moments (par rapport au même point) des forces inté¬ 
rieures X, Y et Z. . 

Afin d’éliminer Y et Z, nous évaluerons les moments par rapport au 
point do concours de deux barres, c’esi-à-dire par rapport au nœud A. 

Les moments de Y et Z par rapport à ce point sont évidemment nuis. 
Nous devons donc avoir 

X d =— Ma d’où X = — 



M étant le moment par rapport à A des forces extérieures de gauche. 

Si l’on désire connaître Y et Z, il suffit de prendre les moments par rap¬ 
port à’B et C. 
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On a alors : 
par rapport à G 


Z d, = —Mc 


d'où 


par i‘apport à B 

Z fZ 2 + Y d, = — Mb 


soit 


Y =-— 

d, 


M b —Mo 

d 3 


z=-Mo 

<4 


\ d 1 -Mjj + 

d. 


M c • cl, 

d. 


l’émdS° n au ï“ ait pu é g alemen t, pour le calcul de Y, écrire 

ku q dfet defeEfxïï “ direCti ° n Y ’ *" f ° rCeS eXté ™ Ures de 

réjgÆC*. d0I " lei ' P 0 ? 1 ; X ’ Y etZ des s “ s arbitraires, le sisne du 
résultat indique si ce sens est le sens réel (signe +) ou si le sens réel e*t 
opposé à ce sens arbitraire (signe —). est 

3.(53 Application à la ferme Polonceau à six contrefîches. _ Nous 

méthna? a U p a I agraphe 3 ; 3 !, Précédent, qu’aux nœuds D et E (fig. 12) la 
méthode de Gremona se révélait inapplicable. Y ° ’ 

La méthode de Ritter va nous permettre de résoudre le problème et de 

pouisurvie le Ckemona. Pour cela, faisons la section indiquée sur la figure 42 

En appliquant la méthode de Ritter et en prenant les moments par rapport 

do^ nhl ’ ° n a det T me 1 Pif0rt X dans la bari>e EE '- Le nœud E ne compte 
onc plus que deux barres inconnues et l’on peut continuer le tracé de Cré- 

MONA. 

On peut d’ailleurs déterminer le vecteur représentant l’effort X par la 
statique graphique Construisons un funiculaire des forces extérieures en 
prenant Z comme distance polaire et «oit MN le segment intercepté par le 
polygone^lumcuïeure sur la verticale passant par K (fig. 12 a) (Z : distance 



En désignant par M K le moment résultant par rapport à Iv des forces 
extérieures appliquées aux nœuds A, C, D, H (ou le moment par rapport à K 
de la résultante R de ces forces extérieures) on a : 

(n '• X) • fe ■ l) = ~ m k 


e étant l’échelle des longueurs (telle que 1 mm tracé = e mm 
étant 1 échelle des forces (telle que 1 mm dynamique = n kg). 


réels) et n 
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Or, on sait (chap. IV,§ 4.) que le moment M K par rapport au point K 
des forces 1 a 5 est donné par 

M k = MN • e ■ n ■ l. 

Des deux relations précédentes on tire 


d’où 


a • X • e ■ 1 =—MN e ■ n ■ l 


X = —MN. 


Il suffit donc de porter un vecteur (1 — 11) égal à MN (fig. 12 b ) dirigé 
dans le sens de 1 effort X (barre EE'). Or, on voit aisément que le sens du 
moment de R par rapport à K est celui indiqué par la flèche marqué en K. 
Pour reagir à ce moment, X doit avoir le sens indiqué sur la figure 12 a. 
G est donc un effort de traction. 

Le tracé de Crémona peut alors se continuer normalement. La figure 12 b 
donne l’ensemble de ce tracé pour une demi-ferme. 


3.7 METHODE DES SECTIONS OU DE CULMANN. 

, C’est une méthode presque analogue à_ celle de Ritter. La section à 
effectuer dans le système triangulé ne doit rencontrer que trois barres 
(fig. 13). La partie droite de la section sera en équilibre sous l’action de la 
résultante R 0 des forces extérieures (actions et réactions) situées à gauche de 
la section et sous l’action des efforts intérieurs X, Y, Z dans les barres sec¬ 
tionnées. Le problème consiste à dé¬ 
composer R„ suivant trois directions 
(directions des barres). Il est toujours 
possible de faire glisser la résultante 
R c sur son support jusqu’à l’amener 
en contact avec l’une des barres cou¬ 
pées ou son prolongement (ici barre 
DG). On décompose alors R G en X et 
F suivant les directions DC et HA. En 
faisant glisser la force F jusqu’en F' 
la décomposition de cette dernière 
force suivant les deux barres section¬ 
nées AB et AG donne les efforts Y et Z 
supportés par ces barres. Le problème 
est ainsi résolu. 



Remarque. — La résultante R 0 peut être recherchée par la statique gra¬ 
phique, ce qui entraîne une résolution purement graphique du problème de 
la détermination des efforts dans les barres d’un système triangulé par la 
méthode de Culmann. 

La méthode de Culmann présente les mêmes avantages que celle de 
Ritter. 


3.3 RESOLUTION DES SYSTEMES TRIÂNGULËS PLANS AVEC BARRES 
SURABONDANTES. 

Nous avons vu que, dans le cas où l’on a 

b > 2 n —3 

le système triangulé présente une ou plusieurs barres surabondantes, le nom¬ 
bre de ces barres étant justement défini par la différence entre les deux mem¬ 
bres de l’inégalité ci-dessus (voir exemples § 3.3 et fig. G c et 7). 

3.81 Cas général. — De tels systèmes sont hyperstatiques intérieurs 
(voir chap. III, § 4.). Leur résolution générale doit se faire en utilisant des 
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conditions de deformation qui fournissent un nombre d’équations supplé¬ 
mentaires égal au nombre de barres surabondantes. 

Nous traiterons ce problème ultérieurement au chapitre XVIII. 

3.82 ^ Cas particuliers. — Il existe cependant des cas où l’indétermina¬ 
tion peut être levée directement par des hypothèses raisonnables dues princi¬ 
palement à des considérations de symétrie. 

C’est le cas, par exemple, du rectangle articulé à deux diagonales 
représenté figure 1 c. Si les diagonales ont même' échantillonnage, c’est-à- 
dire même section, et si les efforts et réactions sont symétriquement répar¬ 
tis aux nœuds A, C et B, D, il est raisonnable (et même rigoureux) d’admet¬ 
tre que les diagonales COB et AOD sont également chargées, l’une étant 
comprimée et l’autre tendue. On détermine alors aisément les efforts dans 
toutes les barres x . 

Dans l’exemple, plus général, de la figure 14 a (poutre à plusieurs travées 
avec doubles diagonales symétriques) l’hypothèse de résolution est la même. 





Pour résoudre directement le problème graphiquement, il suffit d’effectuer 
un premier Crémona avec la moitié des charges et la figure 14 b et un 
deuxième avec les mêmes charges et la figure 14 c. Les efforts totaux s’ob¬ 
tiennent par addition des efforts partiels obtenus par ces daux tracés. 


1. — Il est bien entendu que la symétrie matérielle des deux diagonales doit être 
rigoureuse, notamment en ce qui concerne les jeux de leurs articulations. 
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Remarque. — Dans les exemples ci-dessus, les doubles diagonales sont 
supposées rigides (c’est-à-dire travaillant aussi bien en compression qu’en 
traction). 

Dans une triangulation double réalisée par des éléments souples (cordes 
à piano, haubans), seul l’élément tendu travaille, tout au moins après des¬ 
truction de la tension initiale de l’élément comprimé (chap. VI, § 3.3). Cette 
triangulation est isosialique. 


4. SYSTÈMES TRIANGULÉS DANS L’ESPACE 


4.1 RELATION ENTRE LES NOMBRES DE NŒUDS ET DE BARRES. 

La figure élémentaire d’un système triangulé non plan est constituée 
par une pyramide à base triangulaire et l’ensemble du système est formé par 
une juxtaposition de pyramides ; cette juxtaposition 
s’effectuant d’une manière analogue à la superposition 
de triangles d’un système triangulé plan (voir ci-dessus 
§ 3.1). On part, par exemple (fig. 13), d’une pyramide 
ABCD et on lui ajoute les barres convergentes ED, EB, 

EC qui forment la pyramide BCDE. 

Désignons par N le nombre de pyramides. 

Désignons par n le nombre de nœuds. 

Désignons par b le nombre de barres. 

La pyramide de base possède quatre nœuds et 
six barres. 

Chaque pyramide successive ajoute au système 
un nœud et trois barres. 

On a donc : 



Fie. 15. 


de (I) on tire : 

d’où en portant dans (2) : 

soit : 


n=4+(N—1) 
b=6+ 3 (N—1) 

N—l=n—i 

b=6 + 3 (n—4)=6 + 3 ti—12 


( 1 ) 

( 2 ) 


b =3 n — 6. 


Cette relation qui constitue une condition de triangulation dans l’espace 
est sujette à des remarques analogues à la condition (b = 2n — 3) établie 
pour les systèmes triangulés plans (voir ci-dessus § 3.3). 


4.2 RESOLUTION DES SYSTÈMES TRIANGULÉS DANS L’ESPACE. 

4.21 Cas général. — Dans le cas général, l’équilibre d’un nœud 
dans l’espace revient à effectuer la décomposition d’une force suivant trois 
directions concourantes fournies par les axes des barres inconnues qui 
aboutissent à ce nœud. Le système est toujours déterminé (à condition que 
les trois directions ne soient pas dans un même plan). 

Soit, en effet (fig. 16), à décomposer la force F suivant les directions OA, 
OB et OC. Imaginons un plan passant par F et l’une quelconque des barres, 
par exemple OB. Ce plan rencontre le plan formé par les deux autres barres 
OA et OC, suivant la droite d’intersection OM. Décomposons F suivant OB 
et OM (décomposition dans un plan). On obtient les vecteurs F„ et F M . La 
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force F m étant contenue dans le plan formé par OA. et OC, il suffît de décom¬ 
poser cette force suivant OA et OC pour obtenir les composantes F, et F. 

Les vraies grandeurs des vecteurs F AJ F, et F c mesurent respectivement 
les efforts dans les barres OA, OB et OC. 



Industriellement, le problème doit 
être traité sur deux projections du 
système étudié : vue de profil et vue 
en plan par exemple, en faisant appel 
à des notions de géométrie descriptive 
pour la recherche des intersections et 
la mesure des vraies grandeurs. 

On conçoit donc qu’il n’existe 
pas de méthode graphique aussi sim¬ 
ple que la méthode de Crémona, par 
exemple. 

On considère successivement les 
nœuds ne présentant que trois barres 
inconnues au maximum et on effectue 
généralement les décompositions sui¬ 
te tracé de la poutre elle-même. 

4.22 Cas particuliers. — On se 

trouve, pratiquement, très souvent en 
présence de cas particuliers qui sim¬ 
plifient le problème. 



4.221 Poutres à faces planes triangidées. 
quents est celui d’une poutre constituée par 
plusieurs faces triangulêes, ces, faces étant 
planes ou à faible courbure progressive (sans 
brisures accentuées). C’est le cas générai des 
fuselages en treillis où l’on a, le plus sou¬ 
vent, quatre faces triangulêes (voir fi g. 17). 
On peut alors traiter séparément chaque 
poutre plane, par la méthode de Crémona 
par exemple, et l’on ajoute les efforts dans 
les éléments communs à deux des poutres 
(longerons). 


— L'un des cas les plus fré- 



Fig. 17. 


Remarque. — Un tel système ne constitue 
pas un système triangulé dans l’espace, tel 
que nous l’avons défini ci-dessus, puisqu’il 

n est pas forme d une succession de pyramides. La condition .de triangu¬ 
lation ne s applique pas. Il suffit simplement de vérifier que chaque face 
plane est bien triangulée (b = 2n — 3), et que des cadres sont capables 
d assurer la répartition de torsion qui leur incombe. 


4.222 Poutre avec . barres suivant des directions principales. _Nous 

entendons par^ « directions principales » des directions qui se projettent 
suivant un point dans l’une ou l’autre vue. Le problème de décompo¬ 
sition dans 1 espace se simplifie alors et revient pratiquement à tracer un 
parallélogramme des forces dans chaque vue. C’est le cas du support moteur 
étudié Planche 15. 

, décomposition classique des efforts au nœud B, par exemple, est 
detaillee sur la figure. La barre BM, se projetant suivant un point en projec- 
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tion verticale, on peut pratiquement se contenter de construire directement 
dans cette vue le parallélogramme B, 5, 7, 8. On connaît donc les projections 
horizontales de 7 et 8 d’où, directement, la direction B — 3 sans avoir à 
déterminer par un tracé de géométrie descriptive le point a qui définit l’inter¬ 
section de plans B a. Même raisonnement au nœud C. 


5. CALCUL DES BARRES DES SYSTEMES TR1ANGULÊS 

Avec les hypothèses énoncées au paragraphe 3.4 ces barres ne sont sou¬ 
mises qu’à des efforts de traction ou de compression. 

5.1 BARRES TENDUES. 

La contrainte est directement donnée par : 



ou la section nécessaire par : 


n a 

5.11 Barres assemblées par des rivets ou boulons. — Les formules ci- 
dessus sont valables à condition de prendre, pour S, la section nette, c’est- 
à-dire la section droite totale S' de la barre, diminuée des sections des trous 
de rivets : 

S = S' —n cl e 

avec : 

71 = nombre de trous de rivets dans la section droite considérée, 
d=diamètre d’un rivet, 
e = épaisseur de la barre. 

5.12 Barres soudées. — On doit prendre pour n a la contrainte limite 
admissible au voisinage des soudures , car au niveau des soudures le métal 
est recuit, ce qui lui a fait perdre localement les qualités de résistance dues à 
la trempe. 

Par exemple, pour l’acier 20CD4 qui est le plus employé, on aura : 
n a = 53 à 60 kg/mm 2 au lieu des 83 ou 100 kg/mm 2 que le traitement avant 
soudure permettait d’obtenir (voir tableau des aciers Planche 11). C est 
_ pourquoi l’on effectue souvent des traitements thermiques après soudure 
qui permettent de rétablir l’homogénéité dos barres. 

5.2 BARRES COMPRIMÉES. 

Ces barres ont, en général, une longueur grande, par rapport à leur sec¬ 
tion. 11 y a donc toujours lieu de vérifier leur résistance au flambage, ce que 
nous verrons au chapitre XYI. 

5.21 Barres assemblées par des rivets ou boulons. — A l’opposé des 
barres tondues, si l’assemblage est bien fait, on n’a pas à considérer la sec¬ 
tion nette, les rivets ou boulons transmettant à peu près^ normalement leur 
part de charge par contact, tout au moins quand le métal constituant les 
barres est entré dans le domaine plastique. 

5.22 Barres soudées. — Comme dans le cas des barres tendues, il faut 
limiter la contrainte admissible à celle trouvée au voisinage des sou- 
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6. DÉFORMATIONS ÉLASTIQUES 
DES SYSTÈMES TRIANGULÊS 

6.0 POSITION DU PROBLÈME 

«« ïfis;™ %s m “‘ •"*" *“• ••• «i.™.- 

«ïïiîa,'^ '•“*«“• j '“«- ». «>.■ 

-» s ;ë£ïSfï »jaR^ap-“ * - 

6.1 PREMIERE METHODE : DIAGRAMME DE YVILLIOT. 

6.11 Déplacement d’un sommet d’un triangle articulé. 

6.111 Données. — Soit un triangle AEC (voir fie. 1« a ) 
•rctraete U on SU ^ P rîî S ri 0nS ^ t 6St , un P oint 1 ixe > AB direction fixe (AH «e 

Con _Æ 

soient . Si la section, Lj la longueur de la harr-o vr? ri i fc .• 1 
agissant dans cette barre (traction)® bane AB et ~ F ' !a force 

cette S Lr r rtmpr L eÆon) n ? UeUr ^ BC et + F “ Ia «*»<* dans 

«ette S ba™ C (toactionj a l0ngUeUr d ° la barre AC et ~ :F ’ Ia «&«»t dans 




Fig. 18. 

D’après le paragraphe 1.3 du chapitre VI, chaque barre subit un allon- 
gement ou raccourcissement '■ l=~ (ces quantités étant affectées do l’in- 


dice correspondant à chacune des barres). 
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Nous allons étudier progressivement le problème, en supposant d’abord 
une seule barre déformable, puis deux barres déformables et enfin les trois 
barres déformables. 

6.112 Première hypothèse : AC seulement est déjormable. 

FL 

La barre AC subit un allongement CC' = h = “g 5 —|r • 

Le point C viendrait donc en C' (voir fig. 18 b) si BC pouvait s’allonger 
jusqu’à devenir égal à BC'. Mais d’après notre hypothèse cette barre est indé¬ 
formable. Le point C doit donc venir en un point Ci tel que EC X = BC-.L 2 

et AC X =AC =L 3 + Z 3 . r> j. j 

Un premier lieu de C x est un arc de cercle de centre B et de rayon 

R 3 =AC'=L 3 + I.,. 

Un deuxième lieu de Ci est un arc de cercle de centre B et de rayon 

R 2 =BC=L 2 . 

Ci est le point de rencontre de ces deux arcs de cercles. 

En réalité, l’allongement ou le raccourcissement des barres est très petit. 

Exemple. — Supposons, par exemple, une barre do 1 m subissant une 
contrainte n=o0 kg/mm 2 avec un module d’élasticité L = l 0000 kg/mm . 
.L’allongement relatif a pour valeur : 

_L -i- JL = -- ÇP— =0,0025=0,25%. 

L E 20000 


L’allongement réel est 


1=2,b mm. 


Nous voyons ce que nous pouvons, sans erreur appréciable, confondre les 
ans de cercle CCi et C'Ci respectivement avec les perpendiculaires elevees en 
ces points aux côtés BC et AC'. 

On prolonge AC d’une longueur CO'=l 3 on élève en C' ^perpendi¬ 
culaire à AC, on C la perpendiculaire à BC. Le point de rencontre Ci des deux 
perpendiculaires est la nouvelle position du point C, apres déformation. 




Fig- 19. 

6.113 Deuxième hypothèse. AC et BC sont déformables (voir fig. 19 a). 
La barre AC subit un allongement l 3 = 


et la barre BC un raccourcissement l 2 = 


F 2 L 

Cl F 
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La barre BC devient égale à BC" = L 2 — l 2 . 

La barre AC devient égale à AC' = L 3 + l 3 . 

r î\ e nouveau Point Ci est, avec la même approximation que dans le cas 
precedent, au point de rencontre des deux perpendiculaires élevées en C' et 
C" respectivement à AC et BC. 

6.114 Troisième hypothèse : Les trois côtés sont, déformables. 

F> Li 


La barre AB subit un allongement Z,= 


La barre BC subit un raccourcissement Z 2 = 


S t E ■ 

Fs Tj2 


La barre AC subit un allongement l 3 = 


FJU 

S 3 E • 


S, E 


La construction correspondante est représentée figure 19 h. 

la Constructions pratiques. — Pour le raisonnement, nous avons ampliiié 
les deformations sur les figures. En réalité, comme nous l’avons vu par 
1 exemple précédent, les déplacements sont extrêmement petits par rapport 
aux dimensions du treillis. 

Pour plus de commodité et de précision on ne dessine que les déforma¬ 
tions sans dessiner la poutre ; on peut ainsi adopter une échelle beaucoup 
plus grande pour représenter ces déformations. 

On procède comme indiqué sur la figure 20 : 

On trace le triangle à 1 echelle l/10 e , par exemple, et on y marque les 
sens de deformation (fig. 20). Puis on trace les déformations à l’échelle 
1 mm = 0,1 mm, par exemple (échelle 10/1). 

On commence par mener la déformation de la barre AB qui se fait sui¬ 
vant une direction fixe. On obtient le point B, (AB 1 = Z 1 ). Partant toujours 
de A on mene la parallèle à la barre AC. Cette barre est tendue- le point C/ 
a donc tendance à-remonter. On obtient ainsi le sens dans lequel on doit 
porter la deformation l 3 de la barre AC. On a le point C'. Un premier lieu de 
Ci est la perpendiculaire élevée en C' à AC'. 



Du point Bi précédemment obtenu on mène une parallèle à la barre BC 
On porte la déformation h de la barre BC dans le sens déterminé comme 
dans le cas de la barre AC, On obtient le point C". Un deuxième lieu du 
point C, est la perpendiculaire élevée en C" à B 1 G". Le point C, est le point 
de rencontre des deux lieux ainsi trouvés. 
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6.12 Application au calcul de la déformée d’une poutre triangulés. — 

Nous donnons cette application Planche 16. 

Nous traçons d’abord la poutre avec les charges appliquées puis le 
Crémona des efforts dans les barres selon la méthode exposée au paragraphe 
3.5 ci-dessus. 

FL 

On calcule ensuite dans un tableau les allongements des barres l = ~ëÿ=r 

avec les valeurs dos efforts F trouvées par la méthode de Crémona . Enfin, on 
trace la déformée de la poutre d’après la méthode exposée ci-dessus pour un 
triangle. 

Le tracé commence au point fixe A. On envisage successivement les 
déplacements de B, D, C, F, E, H et G en partant pour chacun d’eux des points 
précédemment déterminés. (Cet ordre correspond à celui qui est utilisé pour 
effectuer le tracé de Crémona). 

On obtient les points D,, E,, IL et G,. Leurs distances respectives 

au point A mesurent, le déplacement de chacun de ces nœuds en grandeur 
(à l’éclielle des déplacements) et en direction. 

Par exemple, le nœud G s’est déplacé de 6,2 mm verticalement et 
0,3 mm horizontalement. 

C’est, cette construction que l’on nomme diagramme de Williot. 


6.2 DEUXIÈME MÉTHODE : RECHERCHE DU DÉPLACEMENT D’UN 
NŒUD DONNÉ SUIVANT UNE DIRECTION DONNEE. 

11 n’est souvent pas utile de connaître le déplacement de tous les noeuds 
d’un système, mais simplement le déplacement d’un nœud suivant une direc¬ 
tion déterminée. On emploie alors la méthode plus rapide et plus précise 
exposée ci-après. 

6.21 Déplacement du sommet d’un triangle articulé suivant une direc¬ 
tion donnée. — Soit (fig. 21) un triangle ABC dans lequel AG = côté 1 tendu 
BC = côté 2 comprimé. On veut déterminer le déplacement de G suivant la 
direction XX'. (Nous supposerons ici le côté AB indéformable pour simplifier 
l’exposé.) 



Fig. 21. 



6.211 Première hypothèse : AC seulement est déformable. — Le dépla¬ 
cement total de C, déterminé par la méthode du paragraphe 6.112, est GG,. 

P. Vallat. — Résistance des Matériaux. 12 
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Il nous faut donc déterminer la projection CC, de CC, sur XX' (voir 
fig. 21 a). 

Dans le triangle rectangle GC'Cj on a la relation : 


d’où : 


CCj - - GC - = —-1— 
sin /? 


sin [3 

Dans le triangle rectangle CCiC 2 : 


CC'=CC, sin /3 

avec allongement de AC. 


CC 2 = CC l sin u = 




sin f3 


sin u. 


Considérons maintenant lajigure obtenue (fig. 21 b) en menant d’un 
point a quelconque un vecteur ab parallèle à XX 7 et égal à l’unité de lon¬ 
gueur et ac et bc respectivement parallèles à AC et BC. 

On a les relations suivantes : 

c6fi = BCX , =w comme ayant les côtés respectivement parallèles 
bac=ACX=tx. „ „ 

acb = ACB = /3 » „ 

Dans le triangle rectangle liac : 

ah — ac sin /3. 

Dans le triangle rectangle hab : 

âïï—âb sin u=l • sin u 


d’où 


On a donc 

i 

Posons : 

On a donc 

Remplaçons le rapport 


ac sin /? = sin u 
sin u 


ac = 


sin /3 


ac = k 1 . 
sin u 


k,= 


sin [3 


sin n 


sin p 

obtenue précédemment. Il vient : 


par sa valeur ki dans l’expression de CC 2 


CC,==7e, 1,. 

6.212 Deuxième hypothèse : RC seulement est déformable. — On 
fait une construction analogue au cas précédent (voir .'fig. 22). 


On a 


cc;= cc/ 


sin (3 sin [3 


avec U = raccourcissement de la barre BC. 

Dans le triangle rectangle GG^ 

CC7=CC 1 sin CcTc,. 


Or, les angles CCiC 3 et ACX, ayant leurs côtés respectivement perpendi- 
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ciliaires, sont supplémentaires car ils ont deux côtés de même sens et deux 
côtés de sens contraires. On a donc 

CC 1 C 3 =7t — a 

On a d’autre part 

sin (n-—a)=sin i- 

Donc finalement 

cc,= i-sSuf. 

sin /? 

Considérons là figure 21 b. 

Dans le triangle rectangle bh^c 

bh, = bc sin £. 

Dans le triangle rectangle bh x a 

6/t, = 1 ■ sin 6a/i 1 =sin (-—a) sin a 

Il vient 

6 c sin /3=sin a 

d’où 

6 ^= &JL. 

sin /3 

Et en posant bc = k 2 , on a 

k = s * n a 

2 sin /3 

Remplaçons le rapport -f j” T P ar sa valeur h 2 dans l’expression de CC= 

sm p 

obtenue précédemment : 

3 = ' i 2 - 

6.213 Troisième hypothèse : AC et BC sont tous deux déformables en 
même temps. 

Les déplacements dus à AC et BC ayant tous deux le même sens, ils 
s’ajoutent en valeur absolue. On a donc pour le déplacement total d suivant 
XX', dû aux déformations des barres AC et BC : 

d=1c 1 l ï + Jc 2 • l 2 . 

Signes à attribuer à l et à k : L’allongement, réel de AG est positif, celui 
de BC est négatif (raccourcissement). Pour avoir des déplacements sur XX 7 
tous deux positifs, il faut que h, soit positif et k 2 négatif. Ces signes sont jus¬ 
tement ceux des efforts que produirait dans les barres AG et BC un effort 
fictif égal à ab = 1 dirigé dans le sens dii déplacement cherché G 

La détermination de (7f x + k 2 ) en grandeur et en sens revient donc à la 
construction d’un Crémqna des efforts fictifs que créerait dans los barres la 
force unitaire fictive ab. 

6.22 Généralisation. — Nous avons trouvé la valeur du déplacement 
pour un triangle articulé. Le raisonnement reste valable pour plusieurs 
triangles c’est-à-dire pour un système triangulé. 


1. — : Il faut bien remarquer que l’assimilation de fc, et à des forces n’est qu’une 
fiction permettant d’avoir facilement la grandeur et le sens de ce coefficient. En 
réalité, lc l et sont des coefficients sans dimension. 
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Le déplacement d’un nœud d’un système triangulé dans une direction 
donnée est fourni par : 


d=Zld 


soit : 




F L 
SE 


avec F = effort réel agissant dans une barre considérée, 

L = longueur de cette barre, 

S = section de cette barre, 

E = module d élasticité de cette barre, 

k — effort fictif, dans cette .barre, produit par une force auxiliaire 
égale'à 1 appliquée au nœud considéré et dans ïe sons du 
déplacement cherché. 


Remarque. — Généralement, le module d’élasticité E est le meme pour 
toutes les barres. 

On a alors dans ce cas : 


d 


= | V)c F 

F. Z 


©.23 Application. — Nous donnons, Planche 16, une application de cette 
méthode pour le calcul du déplacement vertical du nœud G du système précédem¬ 
ment étudié à l’aide du diagramme de Williot. 

Les coefficients k sont trouvés par un tracé de Cremona opéré avec une force 
fictive égale à © = 1, dirigée de bas en haut et appliquée en G. 

Les termes k F ^ sont calculés, pour chaque barre, dans un tableau. 

La somme de ces termes donne directement le déplacement cherché. On voit 
que cette méthode donne une solution élégante et précise du problème. 

6.3 REMARQUE IMPORTANTE. 

Les déplacements calculés par l’une ou l’autre méthode ne sont valables 
que dans le domaine élastique puisque le module d’élasticité E rentre dans 
leur expression. Il faut donc, pour que le calcul soit valable, qu’aucune barre 
du système ne dépasse sa limite élastique sous l’action de l’effort F qu’elle 
subit. 










C II A P I T RE VIII 


CISAILLEMENT 

Théorie et applications 


0. INTRODUCTION 

Le présent Chapitre traite dans sa première partie (§ 1. à 5.) de la théorie 
sommaire du glissement. L'objet principal de cette théorie est de conduire, 
aussi simplement que possible, à la délinition d’un « état de sollicitation 
idéal » appelé cisaillement simple ou cisaillage (qui se trouve trop souvent 
confondu avec le phénomène général de glissement). 

On trouvera ensuite ( § 6. à 8.) une application directe de la théorie du 
cisaillement simple concernant le calcul des assemblages cisaillés (ou calcul 
des nœuds). 

Nous avons terminé ce chapitre par un exposé des formules les plus 
utilisées pour le calcul des chapes à œil (§ 9.). 

Il est à remarquer que des notions complémentaires concernant le cisail¬ 
lement seront données au cours des prochains chapitres (Flexion et torsion), 
ainsi qu’au cours de l’étude des éléments minces, principalement utilisés 
en construction aéronautique (chap. XIX à XX1Ï). 


I. GLISSEMENT 

1.1 GENERALITES. 

Lorsque deux sections droites voisines d’un corps prismatique, en état 
de deformation élastique ou plastique se déplacent parallèlement l’une par 
rapport à l’autre, de sorte qu’en supposant l’une fixe, l’autre paraisse glis¬ 
ser sur la première, on dit qu’il y a glissement. 

Si ce glissement s’effectue en translation, on dit qu’il y a cisaillement. 

S’il s’effectue en rotation on dit qu’il y a torsion. 

Ces deux phénomènes mettent donc en jeu des déformations (et par suite 
des contraintes) tangentielles (voir chap. V, § 2.2). 

Nous ne nous occuperons, dans ce chapitre, que du cisaillement. La 
torsion sera étudiée ultérieurement (chap. XIII). 

1.2 ANGLE DE GLISSEMENT. 

Considérons, pour fixer les idées, une poutre encastrée suivant sa sec- 
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Chap. VIII 


tion droite AB et soumise dans une section CD très voisine, h un effort T 

(fi£. 1). 



FlG - !• Le glissement absolu étant petit, 

x l’angle j est également faible et l’on 
peut confondre sa valeur (en radians) avec sa tangente. 

L'angle de glissement mesure donc le glissement par unité de longueur. 


Sous l’action de cet effort, appelé effort tranchant, la section CD tend à 

glisser par translation par rapport à 
AB. La région ABCD est donc cisail¬ 
lée \ 

Sous l’action du cisaillement, le 
point C glisse en C 7 , D en D 7 , N en N', 
etc... Les grandeurs CC', NN', DD' sont 
appelées glissements totaux ou absolus 
des fibres correspondantes. 

L’angle j de rotation des fibres, 


par exemple l’angle NMN 7 , s’appelle 
l’angle de glissement de la fibre cor¬ 
respondante. Il est tel que 


N N' _ glis sement ab solu 
M N Al 


1.3 PROPORTIONNALITÉ DES CONTRAINTES AUX DÉFORMATIONS. 

On admet en Elasticité que l’angle de glissement j est relié à la contrainte 
tangcntielle t (contrainte do cisaillement) qu’il engendre par la relation : 

l=Gj. 


(Généralisation de la loi de Hooke. Voir chap. V, § 4.3) avec G = module 
d’élasticité transversal du matériau constituant la poutre considérée. 

1.4 CISAILLEMENT (OU CISAILLAGE). 

Si, dans la figure 1 envisagée ci-dessus, on suppose que l’angle de glis¬ 
sement j de tontes les fibres est identique, on définit ainsi un mode particu¬ 
lièrement simple de glissement (conforme à l'hypothèse de Bernout.lt) que 
l’on nomme cisaillement simple (ou cisaillage ‘). 

Nous verrons plus loin la condition essentielle de réalisation de ce cas 
simple (§ 3.). 

D’après la loi de Hooke, l’angle j étant constant, la contrainte tangen- 
tielle L de tous les éléments AS composant la section S de la poutre, est éga¬ 
lement constante. On a donc (équilibre) : 



1. — En" réalité, cette région est également fléchie comme nous le venons au 
chapitre suivant, mais la distance séparant les deux sections étant très faible, par 
hypothèse, on peut négliger, pour le raisonnement, ce mode de sollicitation qui 
tendrait à produire une rotation relative des sections. 

2. — La dénomination « cisaillage », introduite récemment dans le vocabulaire 
technique est, en fait, plus correcte que l’expression, plus ancienne, de « cisaillement 
simple ». Elle permet, en effet, d’éviter toute confusion avec le phénomène général 
de cisaillement (ou glissement) et elle implique l’idée du processus qui sert à l’obtenir 
(voir ci-après). 
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Cette contrainte, constante dans une même section droite, est souvent 
appelée contrainte moyenne de cisaillement ou contrainte de cisaille. Elle 
n’est égale à la contrainte réelle en chaque point que dans le cas particulier 
du cisaillement simple. 


2. RÉCIPROCITÉ DES GLISSEMENTS 


2.1 DEFORMATIONS AXIALES ACCOMPAGNANT LE GLISSEMENT. 


Si nous considérons un petit élément de volume abcd a,h,c,d, d’un corps 
cisaillé (üg. 2), nous voyons que les fibres inclinées telles que ad se sont 
allongées par suite du glissement. Par contre, les fibres telles que bc se sont 
raccourcies. Les premières subissent donc des contraintes do traction et les 
autres des contraintes de compression. 

Cette considération physique s’accorde avec les résultats de la théorie 
de l’élasticité où l’on démontre que le cisaillement s’accompagne de con¬ 
traintes de traction et de compression pures, respectivement égales en valeur 
absolue à la contrainte de cisaillement, ces contraintes étant orientées à 45° 
par rapport à la direction de l’effort tranchant. 


a_ _ c 


ry 

1 

i 

«H 

f 

d 

: 

i u 




Fig. 2. 


Fig. 3. 


Fig. 4. 


2.2 GLISSEMENT RÉCIPROQUE. 

Au cours du glissement, l’angle en b initialement droit s’est ouvert. 
Relativement à ce point b le côté ac a donc glissé d’une quantité ah définie 
par la perpendiculaire bh abaissée de b sur ac' (fig. 3). 

L’angle de glissement correspondant, mesurant donc le glissement de 

ac par rapport à bd, est abh. 

Or, abh='cac r —j = angle de glissement de cd par rapport à ab. 

Règle. — Un glissement quelconque qui se produit dans une direction en 
jait naître un autre de même valeur et dans un sens perpendiculaire au pre¬ 
mier. C’est ce que l’on appelle la réciprocité des glissements. On dit encore 
que le glissement transversal (ou cisaillement) s’accompagne toujours d’un 
glissement longitudinal égal. 

2.3 EQUILIBRE ELEMENTAIRE. 

Cette réciprocité des glissements est d’ailleurs une condition nécessaire 
d’équilibre. 

Supposons, en effet, que l’élément rectangulaire plan représenté figure 4 
soit découpé dans une poutre cisaillée soumise à un effort tranchant parallèle 
aux côtés verticaux cd et »b et cheminant le long de cette poutre dans le sens 
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SiSsëïsipSa 

f=the. 

... £f£ï ™«'““ - '• L -—“ * 

££5ais? = s-‘; 


r= -j*- = teb. 
h 


ment 


On retrouve donc bien le long de ces côtés une contrainte de cisaille- 


t b 


, vu 

égale à celle appliquée. 

tmi^p m r qU r' ~ C î tt ® ? émonstration n °us permet de voir que les con¬ 
ta Z c£il\^STjr Pr0 ?^ S (égal ® S 6t Pédiculaires aux contrain- 
de T‘ °? mtées *ms le -plan de propagation 

poutre 

3. CONDITION DE IDÉALISATION DU CISAILLEMENT 
SIMPLE (OU CISAILLAOE) 

rl’élnhl?flo P l d ÿ? lent I e ph ^ omène ^ glissement réciproque qui permet 
7 ,1a condition necessaire pour qu’une pièce travaille au cisaillement 

impie, c est-à-dire pour que 1 effort tranchant puisse être considéré comme 
' 0 départissant uniformément sur toute sa section (voir § 1.4). 


M? 



Fig. 5. 


Soit une section S travaillant au cisaillement simple (fig 5 0 > 
faM .„ t ?r l L“ Sltu « s ™ Périphérie de la pièce subit donc une contrainte 

éaafe è / Mak ? t? r a al6 * = T / S , et ’. par smto , une contrainte longitudinale 
Ste à son actfon ” “ e peut 6xiste si «"**» chose 

Si la périphérie de la pièce est libre, il est facile de se rendre compte 
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qu’il n’existera à cet endroit aucune contrainte de cisaillement. C’est le cas 
général du cisaillement des pièces fléchies. 

Par contre, si un frottement s’oppose à l’action du glissement longitu- 
- dinal de la périphérie une contrainte pourra exister et si ce frottement est 
suffisant, la condition de cisaillement simple pourra être satisfaite. 

C’est ce que l’on admet dans le cas des assemblages par rivets (fig. o b). 
Les rivets remplissent, en effet, avec pression leur logement, par suite de la 
dilatation de la tige obtenue pendant la formation de la tête. C’est également 
ce que l’on admet dans le cas des assemblages par boulons bien ajustes. 

C’est, enfin, le mode de travail des cisailles , à condition toutefois que 
l’élément à cisailler soit maintenu avec pression en dehors des lames. Dans 
le cas contraire, le type de déformation permet de se rendre compte que le 
cisaillement s’est accompagné d'un phénomène de flexion (déformation en 
rotation). 


4. FORMULES RELATIVES AU CISAILLEMENT SIMPLE' 


4.1 EQUATION DE RESISTANCE. 

Son expression a été donnée ci-dessus au paragraphe 1.4 : 



(formule analogue à celles de la traction ou compression simple). 

On en déduit immédiatement l’équation d’équarrissage en cisaillement 
simple, connaissant la contrainte tangentielle admissible t a du matériau con¬ 
sidéré (voir ci-après) : 

Section nécessaire = S= —— 

ta 

ou effort tranchant maximum admissible 

T a = S t a 


4.2 ÉQUATION DE DÉFORMATION. 

L’angle de glissement j (exprimé en radians) découle directement de la 
formule donnée au paragraphe 1.3 ci- 
dessus : 


j= 


G 


Considérons un élément de lon¬ 
gueur A l d’une poutre cisaillée (fig. 6). 
Sa flèche élémentaire (glissement absolu) 
est 

A/=jAI (voir § 1.2). 

La flèche totale 1 de la poutre est donc 1 2 


T 

i 

^47 

TJ 

ê 

1 / 

/ 

/ 

/ 

/ 

L - 


Fig. 6. 


f = 5 Af=Sj • AI=S 4- AL 
G 


1. — Nous trouverons, au chapitre suivant, l’expression de la contrainte de 
cisaillement dans le cas des pièces travaillant en flexion plane. Le phénomène corres¬ 
pondant est souvent désigné sous le nom de glissement longitudinal de fl-exion. 

2. — Il est assez difficile de se représenter physiquement la déformation de cisail¬ 
lement d'une poutre, car elle s’accompagne toujours d’une déformation de flexion qui 
est généralement beaucoup plus importante, surtout si la poutre est longue. C es 
pourquoi on néglige généralement la flèche de cisaillement dans les calculs, ce qui 
explique que nous n’en donnions qu’un aperçu très succinct. 
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Ghap. VIII 


Cas particulier. — Si l’on a cisaillement simple t — — , d’où 

Al 

G S 

et si, de plus, T est constant le long de la longueur l de la poutre de 
section constante S : 


f= - 


T i 


G S 


4.3 TRAVAIL ELASTIQUE DE CISAILLEMENT. 

On établit, par une démonstration analogue à celle utilisée pour la trac¬ 
tion, que le travail élastique dû aux déformations de cisaillement a pour 
expression, dans le cas du cisaillement simple : 




J 1 2 


2 G S 


Al. 


'i *? n re , mar( l ue . ra l’analogie de cette formule avec celle donnant le travail 
élastique de traction ou compression (chap. VI, § 1 . 4 ). 

Dans le cas particulier où T et S sont constants le long d’une poutre 
homogène (G constant), on a immédiatement 



T H Zn 
2 G SJ 


5. CONTRAINTES ADMISSIBLES AU CISAILLEMENT 

5.1 VALEURS THEORIQUES. 

. -S 11 a longtemps admis comme contrainte admissible à la rupture au 
cisaillement une contrainte 

ta = ~~ n a =0 ,8 ii a 

S 

n a étant la plus petite dos deux valeurs : n ta = contrainte admissible en trac¬ 
tion ou n ca =: contrainte admissible en compression simple (pour les maté¬ 
riaux courants ductiles n ta = n ca ). 

sur les défnfmnUn^ déd , uite de ““P 1 ® 8 considérations géométriques basées 
sur tes deformations axiales accompagnant le glissement (§ 2.1). 

tl,eono plus récente, et plus correcte, qui étudie mathématiquement, 
es tensions autour d un point, (cercle de Mohr, courbes intrinsèques) 1 
démontré que pour un matériau isotrope où n ca =n ta =n a , l’on a : 1 ' 


ta — 0,5 1l a . 


5.2 VALEURS EXPERIMENTALES. 
mejfur 


1. — Voir chapitre XV ci-après. 
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réalise expérimentalement par torsion de tubes circulaires de faible épais¬ 
seur (voir ci-après chap. XIII). Dans de tels essais, correctement réalisés 
on vérifie, très sensiblement, la relation théorique ci-dessus : 

4=0,5 n a 

pour les métaux usuels, et tout du moins en ce qui concerne leurs contraintes 
de limite élastique. 


5.22 Essais en cisaillage. — Par contre, dans des essais réalisés selon 
le processus do cisaillage (essais entre mors, essais d’assemblages rivés ou 
boulonnés), où l’on ne peut pratiquement pas décéler de limite élastique, on 
constate que l’on a toujours, à rupture, 




Des essais récents (Note STAé. n° 22) précisent, pour les métaux usuels, 
la relation : 


0,6 n a < t a < 0,65 n a - 


5.23 Remarque. _— Cette divergence entre les résultats obtenus dans 
les deux modes d’essai provient certainement, en majeure partie, de ce que 
l’état dit de « cisaillement simple » ne constitue, en fait, qu’un « état de 
référence » commode dans le processus de cisaillage. De plus, dans un essai 
d’assemblage (rivets ou boulons), il existe, en supplément du cisaillage lui- 
même, des efforts de frottement dus au serrage des éléments d’assemblage. 

5.3 CONCLUSION. 

En ce qui concerne le cisaillement proprement dit (glissement de flexion 
ou de torsion, étudiés aux chap. IX et XIII) il paraît indispensable de limiter 
les contrainte admissibles à celles définies par la relation théorique : 


4= 0,5 n a . 1 2 • 

En ce qui concerne le cisaillage (éléments d’assemblage) nous conseil¬ 
lons, à défaut de résultats d’essais particuliers, d’adopter la limite infé¬ 
rieure donnée par la, référence ci-dessus, soit : 


4 — 0,6 71q. 


6. HYPOTHÈSES GÉNÉRALES ADMISES POUR LE CALCUL 

DES ASSEMBLAGES 

En application de la théorie du cisaillement, nous donnons dans les deux 
paragraphes suivants un exposé succinct des méthodes de calcul des assem¬ 
blages par rivets ou boulons. 

6.1 HYPOTHESES. 

Nous rappelons que, pour ces éléments, on admet un procédé de calcul 
au cisaillement simple (ou cisaillage). 

On néglige également les « effets de serrage » dont il a, été question 
ci-dessus, l’influence de ces effets se trouvant incluse dans, les valeurs des 
contraintes admissibles obtenues expérimentalement. 


1. — n est nécessaire d’opérer sur des tubes relativement minces, mais il est 
également nécessaire que ces tubes ne présentent pas de phénomènes d’instabilité 
(ch. XIX). 

2. — Nous verrons, au surplus, au chapitre XIX, que des considérations de stabi¬ 
lité deviennent souvent prépondérantes pour les éléments minces (tôles minces d’âmes 
ou de revêtements par exemple). 
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tiiiap. vin 

6.2 CLASSIFICATION 

appliqué A (17> %eS ”° n P ar apport à la direction de l'effort 

«».,Sx, d ssrr4=sa e&stfssfc“- ■ 

6.3 ASSEMBLAGES HETEROGENES 

a2*| ™ boulons) . 

assembShétérogSÏdls ^^emblaoes^ww ^ * ®V bstituep à ces 

assemblages homogènes sont nï+ît ° 9 homogènes équivalents » Ces 
Télémenti des TOUI ?' UB des 

1 autre type d’éléments. ^ i amenées au métal constituant 

tioÆÆ 

métal équivalent\ J1 modules d élasticité du métal réel et du 

en duralumin A U4G V=TOoT wSS ? vets , de 55 (* = 19,0 mm 8 ' 

en acier (F =20.000 kg./mm 2 ). * d bouIons de <> (*' = 28,3 mm 2 

a) Assemblage durai équivalent : 


; ) 


rivets de 5 
boulons de section 


s = 19,6 mm 3 
E' 


s\=s' 


E 


h) Assemblage acier équivalent : 
boulons de 6 : S ' =28j3 mm 

rivets de section 


9 8 o 20000 Qn n 

’ 7000’ ==8 °’ 9 mm • 


5, ~s -5- — lo c 7000 

E' ■ ’2000T =G,S6 mm “- 


gèneJZ |"Su7 nt des liaisons horao - 

on ZT 2 ;rr m PAH so “ ^ctr IQUE .' 

!f all . ia f s légers des assemblage^paf ^soudurf x? na f u . ticrue > h utiJ iser pour 
la molette (soudure continue). ' P S ° * e élect nque par points ou à 

mal p?écisées C . teriStlCIUeS d ° resistance de ces assemblages sont encore assez 
cas de soudure pafpS d’XaLîlgr/eV.^rb 1 ' 011 . admettre dans le 

pomts de soudure) de îftte rapportée à > section Z. 
_ b/mm ’ P° ur Ies épaisseurs de tôles 

des rnnf ?°f slbIe - cependant, qu’un essa/statiW Girect ® des déformations élastiques 
des contîntes admissibles. -\oir mieux la métUe 
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usuelles variant de 0,5 à 3,2 mm. Le diamètre des points de soudure (qui 
dépend lui-même de celui des électrodes) peut être pris égal à 

d = e + 2 (en mm) 

e désignant l’épaisseur totale des tôles assemblées. 

Exemple. — Un point de soudure électrique assemblant deux tôles de 
2 mm d’épaisseur peut être présumé d’un diamètre 

d=2+2+2=6 mm 

c’est-à-dire d’une section 

s =28,3 mm 2 . 

D’après les données ci-dessus, il encaissera à rupture un effort F, dirigé 
en cisaillage du point, ayant pour valeur 

F = 28,3 • 15 = 425 kg. 

Affaiblissement des tôles. — La présence de points ou de lignes de.sou¬ 
dure électrique affaiblit en traction les tôles qui ne possèdent plus, pratique¬ 
ment, au niveau de ces points, que leurs caractéristiques de métal recuit. 

Pour le duralumin ÀU4G par exemple, 1 affaiblissement du taux de 
résistance en traction, dans ces régions, est de l’ordre de 40 % soit : 

?/ a = 24 kg/mm 2 

en comptant que cet affaiblissement est localisé sur la dimension du 
point. 


7. CALCUL DES ASSEMBLAGES SYMÉTRIQUES 
PAR RAPPORT A LA DIRECTION DE L’EFFORT APPLIQUÉ 


7.1 HYPOTHESE DE CALCUL. 

Soit un assemblage comprenant N éléments de liaison (rivets ou bou¬ 
lons) de mêmes caractéristiques, c’est-à-dire de même diamètre et meme 
matière, disposés symétriquement par rapport à la ligne d action ab de 
l’effort appliqué. 

On admet, en général, que l’effort à transmettre F se répartit unifor¬ 
mément sur tous les éléments. C’est du reste la solution la plus économique 
qui est. donc à rechercher. Nous verrons plus loin (§ 7.G) la condition théo¬ 
rique à remplir pour que cotte hypothèse soit satisfaite: 

7.2 RESISTANCE DE L’ASSEMBLAGE. 

7.21 Condition de cisaillage. — Dans l’hypothèse ci-dessus, la charge 
supportée par un élément d’assemblage est 



et sa contrainte do cisaillage 

„ 1 avec s=section d’un élément 


s Ns 


soit s = 


avec d = diamètre de l’élément. 


La charge F admissible est donc 


F —N S t a 

avec t a = contrainte de cisaillage admissible pour l’clcment do liaison. 
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Chap. V r III 


gra P heT3r q Ti%lf e mi ÿ™ e e x ^ é r ,e D0 d u (î * /¥* donnée au pj 

rupture (voir Planches 11 et 12) : P ’ P ° m contrain tes admissibles à la 
Rivets en duralumin AU4G • / —n « . /n , , 

Wvet en ^ fêëÆ ’ «J» ‘ ? 

Boulons e n ^ . . 

” ““ de S 5 ÛB 5 

les tôles S " r 

*“ cette « 

p= 

c d 

avec e = épaisseur de la tôle la plus faible 

& «a 8 e Sl o n e doa "donfa^r !“ N 

F > N d e Va 

Va étant la pression de matage admissible. 

graphe'6 2™™T paiement au chapitre VI, para- 
c rapne b-, que 1 on adopte, en général : 

p + = «« pour les boulons : 

Va — l,o n„ pour les rivets. 

T _ DE LA 3 TOl! PORT Dü DIAMËTRE A EPAISSEUR 



s ü eur r e el df ? n .°P tima “be leommetre <j de l élémen 

lemoni m iol \ C<îtte relatlon exprimant l’égalité 
lement et au matage ; ce qui s’écrit : 


Va 


* 

soit 


sL 

e 


d ■ «-<„ jqé 

4 
4 


Va 

ta 


= 1,27 -hL 
ta 


Exemple : Tôle Duralumin, rivets Duralumin (AU4G) 

t a =24 kg/mm 2 

60 


Va — 60 kg/mm 
d 


e ^ if ^ 


avec e — 1mm on aurait par exemple : d = 3 18 soit 3 9 mm 

lÉiplÜillig?; 


une valeur alîam en^écrSssant ave^le dÏÏmètre adoptent ’ ce Pendant, 

pour les rivets de 6 , 4 . cuametie du rivet, par exemple: 25 kg/mm= 
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7.4 SIMPLE CISAILLAGE, DOUBLE CISAILLAGE, CISAILLAGE MUL¬ 
TIPLE. 

Nous nous sommes placés jusqu’ici dans le cas où l’effort no tondait à 
cisailler qu’une section de chaque rivet ou boulon d’assemblage (rivure par 
recouvrement par exemple). On réalise, cependant, très souvent des assem¬ 
blages à double cisaillage comme c’est le cas du rivetage de la figure 8 a. 
La résistance au cisaillage est alors doublée, mais la condition de matage 
sur l’élément central devient encore plus importante x . Cette solution est ù 
rechercher pour tous les assemblages sérieux par suite de la symétrie des 
efforts qu’elle procure. 

@ 


Fig. 8. 

Pour les ferrures d’attache on réalise souvent un montage du type de 
la figure 8 6. 

L’axe travaille alors au cisaillage sur quatre sections (quadruple cisail¬ 
lage) 1 2 . 

La résistance au matage est toujours à vérifier. Il faut de plus, s’assurer 
de la tenue des chapes (voir ci-après, § 9.). 

7.5 DISPOSITION D’UN RIVETAGE. 

7.50 Règles générales. — La disposition d’un rivetage doit, en prin¬ 
cipe, être étudiée dans chaque cas particulier d’assemblage. 

En particulier, si l’assemblage doit être étanche, il existe des règles 
expérimentales donnant le pas P et la distance D entre lignes. 

Nous ne donnerons ici que des indications générales déduites de la 
résistance des matériaux. 

D’une façon générale, si l’assemblage comporte plusieurs rangées de 
rivets on aura toujours intérêt à quinconcer les rivets entre eux pour éviter 
un affaiblissement exagéré des tôles à assembler. 

7.51 Pas de rivetage _C'est la distance P séparant deux rivets d’une 

même rangée (fjg. 9). 


1. — Des essais effectués sur des assemblages rivés à double cisaillage ont cepen¬ 
dant montré que la pression de matage admissible se trouvait nettement accrue, par 
suite de la symétrie des efforts et de l’importance des frottements latéraux. 

On pourrait adopter : 

p a = 1,75 n tt (au lieu de 1,5 n a ) ; soit 70 kg/mm 3 pour les tôles en AU4G. 

2. — Dans les cas d’axes importants et non serrés on n’admet plus, très souvent, 

un mode de travail en cisaillement simple. On Les calcule au cisaillement de flexion 
(Voir chap. suivant). , 



-F, 
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Chap. VIII 

tenue^au lu’T fôlLfdr ?"?* P °J ^«noe de la 

entre deux «vite tûle et de Ia teIme de Ia tôle en traction 

on d^^r^ratatir.- 5 ” 1 ^ 6 (simple cisaillage) 


d’où l’on tire : 


p a de= n, u e (P — d!) 

P ='d P * + n « . 
n a 


Application an Duralumin AU4G : 

=2 5 d 
40 ^ >0 a • 

devient?™ 8 ' 6 ° aS d ’ Une d °' Me nng6e et sim P U cisaillage, la relation 

2 n a d c = n a s (P— d) 

d’où : P = d % P a + n a 

n a 

soit : v>- f ? 120 + 40 , , 

a 45 - 4 d P°ur le duralumin AU 4G. 

On peut aisément généraliser cette formule au cas de N rangées \ 




A AU. J.U. 

général plL^es IL mtaces? onT ^ Préd0m ™’ 08 dui est le “« 

f=p a d e. 

sol aI A '^ Û ^hfl an \ qUe ! ] ’ arrac | 1 I eraent de la tôle ait tendance à se produire 

efnn' cisaill , ement sini PÏe intéressant les sections mm' 

et nn , sa lesistance a pour valeur : 

Rc=2 y e t a 

avec £ a =contrainte admissible au cisaillage de la tôle -0,G n 

néceLlie'por ? a “ Si °?. tenu eSt Une vale ” «**»«»• 

cette valeur! Æm» S«^»° e Aïï?^. , î , d^‘Æ , ï. 

gee et P= 5 d dans le cas de deux rangées.) Q ’ = dans Ie cas d une ran ' 
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Or Va= 1,5 n a 

d’où t a = 0,4 $<,. 

On doit donc avoir : 

p a d e=2 y e ■ 0,4 p a 

d’où l’on tir© : y = 1.25 à. 

Cette relation donne une valeur minimum de la distance y. On s’impose 
souvent en pratique pour les tôles minces : 

1,5 d<y<2d 

cette dernière limite étant fournie par des considérations de raideur du bord 
de la tôle aux efforts accidentels. 

7.6 COMPATIBILITÉ DES DEFORMATIONS DES PIÈCES A ASSEMBLER. 

7.60 Position du problème. — L’hypothèse émise ci-dessus, au para¬ 
graphe 7.1 concernant une égale participation de tous les éléments d’assem¬ 
blage pour la transmission de l'effort appliqué est, en réalité, très difficile à 
satisfaire dans le cas d’un assemblage à grand nombre de rangées tel que 
celui représenté sur la figure 7. 

On peut, néanmoins, établir une règle théorique exprimant que les allon¬ 
gements élastiques des pièces à assembler doivent être égaux dans un même 
intervalle entre deux rangées. 

On se rend compte immédiatement que cette condition impose une dimi¬ 
nution de la section de chaque pièce au fur et à mesure que cette pièce 
se déleste dans un élément d’assemblage au profit de l’autre pièce. 

7.61 Formule théorique. — Soit, par exemple (fig. 11), deux pièces 
P et P' sollicitées par un effort F et réunies par n rangées de fixations, c’est- 
à-dire délimitant n — 1 intervalles entre elles. 

Supposons, pour nous placer dans un cas général, que la pièce supé¬ 
rieure P ait un module d’élasticité E et la pièce inférieure P' un module 
d’élasticité EL 

Le diagramme théorique de variation des efforts dans les pièces doit être 
celui de la figure 11 b où chaque variation d'effort au passage d’une rangée, 
F 

est égale à — (ceci pour satisfaire à la condition recherchée). 

Considérons l’intervalle 1 compris entre les deux premières rangées de 
la pièce P. 

Désignons par S et par S',,-! les sections moyennes respectives des pièces 
P et P' dans cet intervalle. Les efforts de traction sont respectivement : 

pièce P : F— — =F 

n n 

pièce P' : F—( n —1) — = -X • 

n n 

On doit avoir même allongement total des pièces dans l’intervalle, c’est- 
à-dire même allongement par unité do longueur, ce qui s’écrit : 

X 

n 

n — i • E' 


F 


n —1 
n 


E 


P. V ALLAT. 


Résistance des Matériaux. 
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Chap. YM 


d’où l’on déduit le rapport P , devant exister entre les sections des pièces dans 
cet intervalle : 





Fig. 11. 


Dans l intervalle 2 on a de même les sections moyennes et efforts ci- 
dessous : 


PIÈCES 

SECTIONS 

EFFORTS 

P 

S 2 

p. o F _p n—2 



' n n 

P' 

S'„ 3 

F— —- F =2 — 



n n 


d'où la relation de compatibilité d’allongements : 

F ( w—2) __ 2 F 

n S 3 E n E' S' „_ 2 

d’où : p, = —= El 7i—2 

S'„_ 2 E * 2 

En généralisant à un intervalle de rang k (c’est-à-dire compris entre les 
rangées k et k +1 comptées toujours à partir de la pièce P) on doit avoir : 


Ple = = n- Te 

S'„_* E ' k 


relation générale reliant entre elles les sections moyennes des deux pièces 
dans un même intervalle. 
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7.G2 Remarques importantes. — a) Il est généralement difficile de 
satisfaire à la relation ci-dessus vers les extrémités des pièces, car leurs 
épaisseurs minima doivent rester compatibles avec la condition de matage. 

L’exemple numérique donné au paragraphe suivant fera ressortir cette 
difficulté. 

b) Cette relation théorique est établie en raisonnant sur des allonge¬ 
ments élastiques. Elle n’est donc valable qu'e dans le domaine élastique des 
matériaux constituant les pièces. 

Cette relation suppose également que les éléments d’assemblage n’ont 
pas atteint de déformations permanentes de cisaillement et n’ont pas donné 
lieu à des ovalisations plastiques de matage des trous de fixation. 

Elle constitue donc, en résumé, un procédé de calcul avant limite élas¬ 
tique \ 

c) Dans le domaine plastique il se produit un effet d’accoutumance des 
matériaux. 

Supposons, par exemple, un assemblage réalisé, contrairement aux prin¬ 
cipes ci-dessus, en laissant subsister une section constante des éléments à 
assembler. Il est évident que les premiers éléments de jonction seront rapi¬ 
dement surchargés par rapport aux autres, ce qui entraînera un matage plas¬ 
tique ou un glissement plastique de cisaillement et déchargera alors ces élé¬ 
ments au profit des autres pour tendre encore vers une égale répartition des 
efforts. 

C’est pourquoi un.tel assemblage pourra très bien être justifié par un 
essai statique à la rupture. 

Il n’en reste pas moins que certains éléments auront atteint très pré¬ 
maturément leur limite élastique, ce qui peut être très dangereux pour l’usage 
réel de l’assemblage, par suite des jeux et surtout de l’abaissement considé¬ 
rable de la limite de fatigue aux efforts alternés a ; 

d) Il est à conseiller, en résumé, de toujours tendre à sc rapprocher de 
la condition énoncée ci-dessus pour tous les assemblages importants (éclis¬ 
sage d’un longeron d’aile, par exemple, voir application ci-dessous). 

7.7 APPLICATION NUMERIQUE : DÉTERMINATION DE LA LIAISON 
D’UNE SEMELLE DE LONGERON AVEC ECLISSE DE JONCTION. 

7.71 Données. — Effort à transmettre : F = 70000 kg (effort évalué à la limite 
de rupture). 

Pièce P (semelle.) en Duralumin AU 4G : n a = 40 kg/mm 1 2 E=7000 kg/mm 2 . 

Pièce P' (éclisse) en acier 35CD4 : n a = 100 kg/mm 2 E' = 20000 kg/mm 2 . 

Liaison réalisée par 10 rangées de 2 boulons en acier 30NC11 traité à 
R = 85 kg/mm 2 [t a = 50 kg/mm 2 ). 

Nombre total de boulons : N = 20. 

IN ombre de rangées : n = 10 (9 intervalles). 

Schéma de principe analogue à la fig. 11 (où P devient la pièce inférieure) 
avec n = 10 . 

Largeur des éléments : 80 mm. (Voir fig. 12 ci-après). 

7.72 Détermination du diamètre des boulons. 

Effort par boulon : f= — = -?ML=3500 kg. 

' N 20 


1. — Les calculs peuvent, malgré tout, être conduits avec des charges correspon¬ 
dant à la limite de rupture, comme dans l’application ci-après ; mais l’emploi de ces 
charges ne constitue alors qu’une convention commode pour comparer les contraintes 
atteintes aux valeurs admissibles les plus connues. 

2. — Cette remarque constitue d’ailleurs un des principaux reproches que l’on 
peut adresser aux essais statiques à rupture. 
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Simple cisaillage (fig. 12) d’où : 

section nécessaire 3 500 

50 

diamètre adopté 
qui donne 

tf dn1’o faiblîS ^ ment d6s ^^ons dr 
Onvn i f eD ! b age ’ Passant par l’ f 
On voit que les sections nettes son 


• =70 mm 2 . 

d=10 mm 
s=78,5 rnin 2 > 70. 

%ure 12 représente une section 
axe d une rangée de boulons 

’ par ra PP° r t aux sections brutes, dans le 


En dehors de l’assemblage on doit avoir 


Pièce P 


2333 mm 


soit une épaisseur 


mm 


Pièce P' 


11,7 mm. 


. 3500 

U 10 

110 kg/mm 2 . 
- =3,2 mm. 


mm. 


V ) 6 Tableau de calcul des épaisseurs 
le tableau ci-dessous. On trouvera : 


Les calculs sont groupés dans 
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Colonne 1 : Le rang k de l’intervalle considéré (référence pièce P')- 
Colonnes 2 et 3 : Les efforts oet <?' agissant en traction sur la pièce P et la 
pièce P'. Ces efforts sont donnés directement en kg par les expressions ci-des¬ 
sous (Voir § 7.61) : 

Pièce P : e=F -k-- = F ( 1-=70000 (1—0,1 k). 

n \ n J 

Pièce P' : o'= h — =70000— =7000 k. 

n 10 


Colonne 4 : Le rapport théorique 

_ _S_ _ section semelle 
P S' section éclisse 


soit (voir § 7.61). 


E' n—k _ 20000 10—fe 0 0 „ 10 -k 

p -T^k " Troo TT =2 ’ 86 ü~ 



INTER¬ 

VALLES 

EFFORTS 

(tonnes) 

RAPPORTS 

G 

i 

sections (mm 

2 ) 

épaisseurs (mn 

») _ 

es 

«P 

<p' 

minima 

--—^ ■———- 

théoriques 

théoriques 

réel 

s m - 

S' m 

Sx 

s\ 

USÉ; 


e 

e’ 

Semelle 

seule 

0 

70 

0 


2333 

0 





29,2 



1 

63 

7 

25,7 

2100' 

93,5 

2405 

93,5 

30,2 

1,17 

29,2 

3,2 

ni 

2 

56 

14 

11,42 

1866 

187 

2140 

187 

26,8* 

2,34 

26,8 

3,2 

0 

< 

3 

49 

21 

6,67 

1633 

280 

1868 

280 

23,4 

3,5 

23,4 

3,5 

J 

4 

42 

28 

4,29 

1400 

373 


373 

20 

4,66 


4,66 

mm. 

5 

35 

35 

2,86 

1160 

467 

1335 

467 

16,7 

5,84 

16,7 

5,84 

ni 

6 

28 

42 

1,905 

933 

560 


560 

13,4 

7,0 

13,4 

7,0 

(/) 
i n 

7 

21 

49 

1,224 

700 

654 


654 

10 

8,15 


8,15 

< 

8 

14 

56 

0,714 

466 

747 

533 

747 

6,7 

9,4 

7,95 

9.4 


9 

7 

63 

0,318 

233 

840 

267 

840 

3,3 

10,5 

7,95 

10,5 

Eclisse 













seule 

0 ' 

0 

70 


0 

933 





0 

11,7 

N c 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


D 

11 

12 


Colonnes 5 et 6 : Les sections minima nécessaires S m et S' m de P et P / don¬ 
nées (en mm 2 ) par : 

S,. 

'•-(ii 


-2- = 4- =0,0333 O 
n„, 30 


S', n = = 4 =0.0!33 <?•' 

( O 


n 


Colonnes 7 et 8 : Les sections théoriques nécessaires S, et S', satisfaisant à la 
fois aux conditions : 


Q 

p = (colonne 4), 

S'i 


Sx<S m 


et 


S\<S' W . 


On voit que, dans l'exemple étudié, c’est la section S' m ded’éclisse qui définit 
la section théorique de la semelle : 

S 1 =p S', (qui est toujours supérieure à S TO ). 

Colonnes 9 et 10 : Les épaisseurs théoriques e, et e', de P et P' correspondant 
à S, et S', : - 

./S1. 


e \ = 


80 


e, = 


80 
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7.77 Conclusions. _ On „ indiqUees en 


Cliap. VIII 


7.77 Conclusions _ rZ T indiquées en 

;>kæ snÆHlS^^ sus ' ,a relation thé ° ; 

de réciisse ■* - •■■sftss» 5aft s^siASi 

«^^45“ ”“**» à “ ™ acier tonnant une contrainte 
R . ^ ^ f = 40 -|®L = 115 kg/ mmî 

fn t erv£^^f^^ rS ^^qR^^'correspon^len^âu^ép^ai^seur^mtafraa^^g^g^^g 

par'RAPPORT A E L A RIRECt!oI ES t.t 0N 'T ' 1 TT RIOr J.S 

(CAE^r™",,™^"»»’ 

8.0 POSITION DU PROBLÈME. 

une foîceVdirigfa ^7^1^1^117ravZ?kr Chttrg À de Omettre 

de liaison. * 4 par ra PPort a 1 ensemble des éléments 

. _ _ * 




& 


tig. i3. 

selo„ C S SZdXrèT' N éIémentS h0m0êènes «nd M homogène 

M = F l. y 

__audions séparément le passage de lun * de l'antre de ces shorts 
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8.1 CONTRAINTES DUES A F. 

On admet encore généralement, pour cet effort, l’hypothèse du para¬ 
graphe 7.1, c’est-à-dire une égale contrainte des éléments, bien que l’as¬ 
semblage ne soit pas symétrique. On trouve alors une contrainte de cisail- 
lage F 

U ~ N s 

(efforts correspondants dirigés parallèlement à la force F) 

F 


soit 


«,=- 


s 


avec S= section de l’ensemble des éléments de jonction. 


8.2 CONTRAINTES DUES A fi. 

La répartition des efforts dûs au moment /x peut s’étudier théoriquement 
en se plaçant dans deux hypothèses limites. 

8.21 Première hypothèse : Pièce infiniment rigide vis=à=vis des élé* 
ments de fixation. — Les déformations de cisaillement (angles de glissement) 
sont alors proportionnelles aux bras de levier d des éléments, ce qui signifie 
que toute la pièce tourne « en bloc » autour de G.. 

Les contraintes sont donc également proportionnelles à d soit : 

t 2 =k d 

h étant un coefficient que nous allons déterminer. 

L’effort f t agissant sur un élément est perpendiculaire à son bras de 

levier vaut : 

f 2 = t 2 s=k d s. 

Le moment équilibré par cet élément vaut : 

A /x=f 2 =k s d 2 

La somme de ces moments doit équilibrer fi. 


D’ 0 Ù • /x=S k s d 2 =k 2 s d 2 . 

Or, 2 s d 2 représente le moment d’inertie polaire I 0 de l’ensemble des 
sections cisaillées par rapport à G (voir chap. II, § 8.6). 

On a donc k = ~lfi 

et la contrainte de cisaillement a pour expression : 


d 

Ig 


ou encore 



avec 


—=module d’inertie polaire de la section considérée par rapport à G. 
d 


8.22 Deuxième hypothèse : Pièce très souple relativement aux fixa» 
tions. — Dans ce cas, les contraintes des éléments tendent à s égaliser (la 
pièce se déforme de telle façon que le travail des fixations soit minimum). 
Désignons par th cette contrainte constante. 

La force équilibrée par un rivet est 


F 
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et le moment élémentaire 

&H = t' 2 s d. 

On doit donc avoir (équilibre) 

lées par rapport Orf StaÜquc polaire W o des sections cisail- 

t' a = — 

W G 

quand l es contraintes^ ont dépassé la dans rh yP oül èse 1 

tliese est donc également une méthode d„ | f ll(fUe ; Ç- ette deuxième liypo- 
explique qu’elle soit g*,<4* 

0n Peut y apporter la même objectio/aue orF b ÛL?? lqnes à ru P lure - 
7.62, remarque c). ^ que celle donnée au paragraphe 

Nous conseillons donc, en définitive, l’utilisa 

’Û D f ure 14 P»™' lequel on trouverait U 
méthode 1 une contrainte t, très élevée (grand brât 

no„ I’" , Æ)> Ce qui “'•‘•espond bien à la réalité 
pour les charges F d’utilisation, c’est-à-dire celles 

li m fteTélasS. Ii6U & aUC ™ dép9ssement 

8.3 CONTRAINTES RÉSULTANTES. 

résultante t^obte^u^p 1 ^comf?in^son°opom < '/^ n& a* contrainte de cisaillage 
rallélogrammes des forces) comme 'il ^ COntraintes et t. (pa- 

ments 1 et 5. J mme Ü est indlf l u6 %ure 13 pour les élé- 

L’élément subissant la plus forte contrainte serait ici l’élément n- 5. 

L ... 

9. CALCUL DES CHAPES A ŒIL 

9.1 généralités. 

i J*"" d ° nn0nS d8nS 06 Cha P itre ql “Ves formules de calcul des chapes 

T ne v chappent »“ >*- 

l’introduction des charges est tron^annrnGiS^ a deS pi !. ces P ri smatiques et 
que les hypothèses courantes soient valables^ ^ Sectlons caIcuIées pour 
Ces formules sont donc essentiellement expérimentales b 

AERONAUTIQUE^ EXPERIMENTALES UTILISEES EN CONSTRUCTION 
9.21 Formule I. — On doit avoir 


< 

w~* 

I, 

1 I 

f -. 

1 

!- k 

L, da t i 

] 



Fig. 14. 


F • k 


(D—d) e 


- < n a 


géncralement US été V ramenéâ S dis caScuïs^naSSuM Tïu 1 ? a f itre ’ car le P r °blème a 
lement simples avec des coefficients correcteSf expérïmenlaux.^ 011011 ° U dU CiSail * 
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n a étant la contrainte admissible en traction du métal employé, et k un coeffi 
oient sans dimension déterminée par essais. . 1 

On trouve : . 


/f = 1,2 pour les chapes en acier, 
7c = 1,4 pour les chapes en dura¬ 
lumin (AÜ4G). 

Cette formule semble donc rame¬ 
ner la résistance de la chape à la tenue 
en traction de la section diamétrale 
XX', la contrainte admissible étant ré- 

\ 

duite dans le rapport — (ce qui s’ex- 

K 

plique -par suite des efforts supplémen¬ 
taires de flexion agissant réellement 
dans cette section - ). 

9.22 Formule 2.—Elle s’exprime 
par l’inégalité : 




F 

(D—d) 


- <n a . 
e 


Cette formule est très voisine de la précédente. Elle correspond, en effet, 
à un coefficient 

k= ~ =1,33 

soit sensiblement la moyenne des valeurs données ci-dessus pour l’acier et le 
Duralumin. 


9.3 FORMULE DE LAMÉ. 


Les formules précédentes tombent en défaut quand l’épaisseur 



de la chape devient faible (chapes larges, têtes de bielles, voir fig. 16). 
On peut alors, avec une approximation raisonnable, utiliser la lormule de. 
Lamé établie pour les réservoirs «à parois épaisses chargés par une pression 
intérieure. 

On obtient, en utilisant la formule simplifiée donnée au chapitre VI, 
paragraphe 5.T (cas où la pression extérieure p' = 0) et en faisant 


F 

p= —— = pression de matage : 
d e 


F 

D 2 + d 2 „ 

d e 

D 2 — d 2 ^ u 


(contrainte de traction dirigée tangentiellement à l’alésage intérieur). 
Ceci revient donc à amplifier la pression de matage dans le rapport 

D 2 + d 3 
D 2 —d 2 ' 


L’application de cette formule conduit donc à limiter le taux de matage 
à des valeurs faibles, ce qui est très correct pour les éléments auxquels elle 
s’applique. 
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Chap. VIII 




Pig. 17. 


9.4 FORMULES DE CALDERINI 1 

figure îra e rie a S U ÎSo n ns e ?“** ** ^ 13 -présent 


* =9>1<53 d (excentricité du rayon R) 
F 


e = 


0^947 d — = épaisseur de la chape. 


cet axe diamMre d de raxe se 03101116 d ’après les conditions de cisaillage de 



t' = 


F' 


-?■ d 2 

4 


et 


t"=. 


P" 

JE d 2 
4 


“a* contraintes devant être inférieures à la contrainte admissible pour 
valeurs Wr? ^ direCtement ' e, ‘ P° s ™‘ F.-marimnm des deux 




/_4_ 

▼ TT 


F. 


atteintfir/a ÆÜ ; C “ (e •"""»* ^ “ ainsi 


n = 


F 


F 


. 2-0,5 d e 

soit, en remplaçant e par sa valeur, 

iir= F • 0,947 d n„ 
d F 


=0,947 n a . 


1. - Aérotechnica, mai-juin 1941. Traduction française G.R.A., n» 440 . 
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Ce qui revient à un coefficient k = ^ =1,06 dans les formules pré¬ 

cédentes. 

b) Vérifions la condition de matage : 

p =—=71 = 0,947 n a . 
cl ■ e 

Cette condition est donc également satisfaite implicitement. 




CHAPITRE IX 


FLEXION PLANE 


THÉORIE ET APPLICATIONS 


0. INTRODUCTION 

L étude du phénomène de flexion des poutres est souvent considérée 
comme le « problème type » de la résistance des matériaux. 

Cette considération provient du fait que la flexion constitue le mode de 
travail le plus fréquent des éléments de construction. C’est également elle 
qui donne lieu, le plus souvent, aux contraintes prédominantes de ces élé¬ 
ments. 

Nous donnons aux paragraphes 1. et 2. de ce chapitre quelques généra¬ 
ntes sur la flexion ayant pour objet de faire ressortir une classification des 
différents types de réalisation de ce phénomène et d’établir quelques rela¬ 
tions fondamentales utilisées par la suite. 

Les paragraphes 3. et 4. traitent de la théorie sommaire de la flexion 
'plane qui constitue le type de flexion le plus fréquemment rencontré. Les 
paragraphes suivants sont réservés à des applications classiques de la flexion 
plane, orientées principalement en vue de leur utilisation en construction 
aeronautique. 

Les chapitres X et XI compléteront l’étude de la flexion, en ce qui con¬ 
cerne les déformations et les phénomènes de flexion gauche. 


1. GÉNÉRALITÉS SUR LE PHÉNOMÈNE DE FLEXION 
1.1 DÉFINITION. 


On dit qu’une poutre prismatique travaille en flexion quand les efforts 
qui la sollicitent tendent à modifier sa courbure longitudinale : 



Fig. 1. 


Si la poutre est initialement rectiligne, elle tend à s’incurver (fig. 1 a). 
Si la poutre est initialement courbe, elle tend à se redresser ou à s’in¬ 
fléchir davantage (fig. 1 b). 
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Dette définition qui fait appel à une idée de rotation différencie la flexion 
des phénomènes précédemment étudiés (traction, compression, cisaillement 
simples) qui ne mettaient en jeu que des translations longitudinales ou trans¬ 
versales. On conçoit donc qu’il entrera ici une grandeur qualificative de 
rotation, c’est-à-dire un moment, précédemment défini comme étant le mo¬ 
ment de flexion (chap. Y, § 1.1). 

1.2 SOLLICITATIONS ACCOMPAGNANT LA FLEXION. 

La flexion proprement dite agit rarement seule. 

Elle est le plus souvent accompagnée de cisaillement provenant de 
Veffort tranchant. 

Elle peut également être accompagnée d’efforts axiaux de compression 
ou de traction (efforts normaux). 

Elle peut enfin s’accompagner d’un phénomène de torsion de la poutre 
à laquelle elle s’applique. 

1.3 CLASSIFICATION GENERALE DES PHENOMENES DE FLEXION. 

Nous distinguerons deux catégories générales de flexion, cette distinc¬ 
tion étant due à une observation physique des déformations qui accompa¬ 
gnent ces phénomènes. 

a) Flexion plane. — On dit qu’une poutre prismatique travaille en 
flexion plane quand ses « fibres longitudinales » se déforment on restant 
dans un même plan qui est également celui des efforts appliqués, ce plan 
commun définissant alors le plan de flexion de la poutre. 

La déformation ne doit pas s’accompagner d’un phénomène de rotation 
(ou de déversement) des sections droites autour d’un axe orienté parallèle¬ 
ment à la fibre moyenne longitudinale de la poutre. Les sections droites doi¬ 
vent théoriquement rester planes et normales à la tibre moyenne après défor¬ 
mation h Le présent chapitre est réservé à l’étude do ce phénomène. 

b) Flexion gauche. — Nous grouperons sous cette désignation commune 
tous les phénomènes ne donnant pas lieu aux conditions de flexion plane 
énoncées ci-dessus. L’étude de ces phénomènes sera effectuée au chapitre XL 

1.4 CONDITIONS DE REALISATION DE LA FLEXION PLANE. 

Nous nous bornerons ici à énoncer des conditions restrictives toujours 
suffisantes pour permettre la réalisation de la flexion plane. 

Ces conditions se trouveront élargies et précisées au cours du chapi¬ 
tre XI 1 2 . 

Ces conditions restrictives sont les suivantes : 

a) Les poutres (prismatiques et isotropes) doivent comporter au moins 
un plan de symétrie longitudinal ; 

b) Les forces appliquées (ou les résultantes de ces forces dans le plan 
de chaque section droite) doivent être contenues dans ce plan de symétrie. 

Ce plan de symétrie et des efforts devient donc également le plan de 
flexion précédemment défini, c’est-à-dire le plan des déformations. 

Remarques. — Il u’est pas nécessaire que l’axe longitudinal de la poutre 


1. — Cette condition est conforme à l’hypothèse de Bernoulli (chap. V, § 3.221). 
Nous verrons ci-après qu’en réalité il se produit un léger gauchissement des sections 
dû aux déformations de cisaillement qui accompagnent celles de flexion proprement 
dite. 

2. — Ces conditions générales nécessitent, en effet, l’étude préalable des phéno¬ 
mènes exposés ci-après, notamment de ceux qui concernent la répartition de l’effort 
tranchant. 
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Chap. IX 


nîin 1 MÏÏSSfi« LeS t P0U n eS - a et i de ? gure 2 qui P cssèdent ^ meme vue en 
tra J aille 1 ron î en flexion plane si les efforts qui leur sont appliqués sont 
contenus dans le plan de symétrie XX'. F 4 

• m 11 est visible, par contre, que la poutre représentée figure 3 ne peut tra¬ 
vailler en flexion plane. On voit d’ailleurs, très simplement, que la réduction 
des efforts dans une section droite fait apparaître un moment de torsion 
(bras de levier d par exemple). 



Fig. 2. 


Fig. 3. 


1.5 DIFFERENTS CAS DE FLEXION PLANE. 

î A’ 51 .- Flexion plane simple. — La flexion plane est dite simple quand 
la réduction des efforts dans une section quelconque ne comporte pas d’ef¬ 
fort noimal. 

Il faut donc nécessairement que l’axe longitudinal de la poutre soif 
rectiligne et que les forces appliquées soient normales à cet axe longitudinal. 

jCS efforts appliques a une section peuvent donc comprendre au maxi¬ 
mum un moment fléchissant M et un effort tranchant T. 


^ exion ^ciliaire. — La flexion plane simple est dito circulaire 
quand les eftorts appliqués ne comprennent plus qu’un moment flécüissanl 
sans effort tranchant. C’est le cas le plus simple de la flexion. 

On l’obtient, par exemple, dans la partie AB d’une poutre sur deu^ 
appuis chargée symétriquement sur ses extrémités en porte-à-faux (fig. 4 a) 
ou dans la partie AB d’une console encastrée soumise à un couple (fig 4 b) 
(Voir les diagrammes des efforts internes relatifs à chaque figure '.) 

Xous verrons plus loin que les déformées de ces poutres dans les régions 
/ L sont des arcs de cercle, ce qui justifie l’appellation de flexion circulaire. 


1.83 Flexion plane composée. — La flexion plane est dite composée 
quand la réduction des efforts dans une section quelconque comporte un 

eiiort normal en plus du moment fléchissant et éventuellement de l’effort 
tranchant. 


1. Se reporter, pour l’établissement de ces diagrammes; au chap. V, § 1 . 5 . 
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Dans ce cas, la résultante des efforts appliqués est oblique par rapport 
à l’axe longitudinal. 



1.54 Classification. — Nous avons donc, par ordre de complication 
croissante, les trois types suivants de flexion plane : , 

Flexion plane circulaire (moment fléchissant seul). 

Flexion plane simple (moment fléchissant et effort tranchant). 

Flexion plane composée (moment fléchissant, effort tranchant et effort 
normal). 

2. RELATIONS ENTRE LES EFFORTS APPLIQUÉS 
AUX SECTIONS DROITES DES POUTRES FLÉCHIES 

2.1 RELATION ENTRE LE MOMENT FLÉCHISSANT ET L’EFFORT TRAN¬ 
CHANT. 

2.11 Cas de la flexion simple (pas d’effort normal). — Soit une poutre 
droite travaillant en flexion plane et simple sous l’action des forces exté¬ 
rieures et des réactions qui lui sont appliquées (fig. 5). Considérons deux 
sections droites AB et CD très voisines, séparées par l’intervalle très 
petit Arc. 

L’ensemble des efforts extérieurs appliqués à gauche de la section AB 
donne au centre de gravité G de cette section : 

— Un effort tranchant T qui est la Résultante des forces extérieures (y 
compris les réactions) : 

— Un moment fléchissant M qui est la résultante des moments par rap¬ 
port à G des forces extérieures et des réactions (voir définition de§ efforts 
internes chap. V, § 1.1). 

L’effort tranchant T et le moment fléchissant M forment un système 
équivalent au système des forces appliquées à gauche de la section AB. 

Pour trouver le moment M' agissant au centre de gravité G' de la sec¬ 
tion CD, il suffit d’effectuer le transport de T et M de G en G'. On a par 
conséquent 1 

M'=M+T Ax 

le terme TAæ représentant le moment par rapport à G' de l’effort tran- 


1. — La distance &x étant, par définition, très faible, l’effort tranchant T peut 
être considéré constant dans l’intervalle qu’elle délimite. 
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chant T appliqué en G. Nous en déduisons, en appelant AM l’accroissement 
très petit du moment fléchissant : 


AM=M'—M = T Ax 


d’où AM 

Ax 

. Si l'intervalle diminue de plus en plus, il en est de même de l’ac¬ 
croissement AM et nous pouvons écrire, avec la notation différentielle définie 
au chapitre I, paragraphe 3.4 : 



(1) 


Cette relation exprime que l’effort tranchant T représente, en tout 
point de la poutre, la dérivée du moment fléchissant M par rapport à la 
variable x (c’est-à-dire par rapport à la dimension longitudinale de la poutre) 
(voir chap. I. § 4.). * 

Inversement, l’expression du moment fléchissant M par rapport à x est 
la jonction primitive de celle de l’effort tranchant, ce qui s’écrit : 


(voir chap. I, § 5.3). 


M= / T dx + C 


(2) 


G~ 

F 

"G' 

A- 

M»* 

T 

C 


•»-t . —**- 

Ax 



Fig 5. 


Fig. 6. 


2.12 Généralisation. — Les relations ci-dessus, établies dans le cas 
ae la flexion des poutres droites, peuvent se généraliser aux autres cas de 
ilexion moyennant la réserve importante suivante : 

Ces relations restent valables, pour les poutres droites ou courbes tra¬ 
vaillant en flexion composée, tant que les efforts normaux appliqués à ces 
poutres n introduisent pas, par eux-mêmes, au niveau des sections aux¬ 
quelles ns sont appliqués, des accroissements de moment fléchissant. 

n d autres termes, il est nécessaire que les efforts normaux (traction, 
compression) soient appliqués directement sur les axes des poutres prisma¬ 
tiques onvisagees. 

vant^fî^G^ 0 ^ 6 de VériJier la réserve ci-dessus dans le cas particulier sui- 

SoH une poutre droite encastrée à. une extrémité soumise uniquement à 
un système de charges réparties parallèles à l’axe de la poutre, introduites 
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de façon continue sur cette poutre et dont l’intensité linéaire est / (en kg 
par mm courant par exemple). Le moment fléchissant daps une section cou¬ 
rante S située à une abscisse x de l’extrémité libre vaut : 

M = effort de gauche x bras de levier=/< x cl. 

On a donc un diagramme de moments linéaire représenté par la droite 
inclinée de la figure 6, tandis que l’effort tranchant est toujours nul et ne 
peut donc être la dérivée d’une fonction croissante. On a d’ailleurs mathé¬ 
matiquement : 

=f d, valeur non nulle, tandis que T=0. 

dx 

2.13 Utilité directe de ces relations. 

2.131 Les relations (1) et (2) ci-dessus sont utilisées d’une façon géné¬ 
rale quand on détermine algébriquement les efforts appliqués aux poutres 
(voir ci-après § 7.4). 

2.132 Elles peuvent servir, quelle que soit la méthode de calcul utilisée, 
à effectuer une première vérification rapide des efforts appliqués aux pou¬ 
tres quand ceux-ci ont été représentés graphiquement sur un même dia¬ 
gramme (ce qui est toujours à conseiller). Il suffit alors de se rappeler les 
propriétés mutuelles des courbes dérivées et primitives (chap. I, § 4.2) qui 
s’énoncent ici : 

Quand T est positif M croît ; 

Quand T s’annule M passe par un maximum ou un minimum ; 

Quand T est négatif M décroît ; 

Quand T passe brusquement d’une valeur à une autre (point d’appli¬ 
cation d’une charge concentrée), la courbe de M se brise au point 
correspondant : elle possède deux tangentes en ce point dont les pentes 
sont définies respectivement par les valeurs de T de part et d’autre 
de ce point. 

La figure 7 illustre ces différentes propriétés \ 




2.133 Quand on connaît la courbe de T on peut déterminer celle de M 
par le procédé d’intégration graphique développé au chapitre IV, paragra¬ 
phe 8. 


1. — Les flèches terminales des tangentes n’indiquent que les directions de celles- 
ci et non leurs sens positifs qui restent orientés dans le sens de x. 


P. Vallat. — 
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2.2 RELATION ENTRE L’EFFORT TRANCHANT ET L’ORDONNÉE DE 
CHARGE EN UN POINT D’UNE POUTRE FLÉCHIE. 

Nous avons défini au chapitre IY, paragraphe 6.41 l’ordonnée p de la 
courbe de charges réparties appliquées à une poutre. 

2.21 Poutre droite. — Considérons (fig. 8) une poutre droite quel¬ 
conque soumise à une charge répartie p. Dans un intervalle kx entourant, un 
point M, l accroissement d’effort tranchant (égal à l'accroissement de charge) 
est mesuré par l’aire hachurée, soit 

A T = p Ax. 

On en déduit immédiatement : 


soit, à la limite, quand kx devient infiniment petit : 



Théorème. — L’ordonnée de charge est la dérivée de la fonction effort 
tranchant par rapport à la variable x (dimension longitudinale de la poutre). 

Il existera donc entre p et T les mêmes propriétés que celles énoncées 
ci-dessus entre T et M. 


Corollaire. — 11 est facile de voir que p est la dérivée seconde de M par 
rapport à x, ce qui s’écrit : 


cl 2 M 
dx 


2.22 Généralisation. — Les propriétés ci-dessus se généralisent poul¬ 
ies poutres courbes à condition que p représente l’ordonnée de charge nor¬ 
male c’est-à-dire des charges agissant perpendiculairement à la fibre moyenne 
de la poutre prismatique. 

En développant cette fibre moyenne sur une droite, on retombe ainsi sur 
le cas des poutres rectilignes. 

Nous trouverons ci-après des applications de ces relations. 


3. THÉORIE DE LA FLEXION PLANE DES POUTRES DROITES 

3.1 FIBRES NEUTRES. 

Considérons une poutre prismatique rectiligne que nous supposerons, 
pour fixer les idées, posée sur deux appuis et soumise à l’action d’une charge 
concentrée F normale à l’axe de la poutre (fig. 9). 

Nous pouvons admettre que la poutre est formée d’un très grand nom¬ 
bre de « fibres longitudinales » parallèles entre elles et soudées les unes aux 
autres. 

Sous Faction de la force F, la poutre s’incurve et prend la forme repré¬ 
sentée figure 9. L’expérience montre que les fibres de la partie convexe (par¬ 
tie inférieure) se sont allongées, tandis que celles de la partie concave se 
sont raccourcies. 

Comme ces variations de longueurs sont continues, il existe une région 
intermédiaire où les fibres n’ont pas varié de longueur. On appelle ces fibres 
invariables, les fibres neutres. Leur ensemble constitue la couche neutre do 
la pièce. Dans la flexion plane, par raison de symétrie, la couche neutre est 
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une surface normale au plan de symétrie de la poutre qui est aussi le plan 
des efforts (plan de flexion). 


If 



_...-" \ 

i nButs cimpKinics 

\ 


__ A 

ri&Rcs neurnts 

> 

Za ■ ____ _ _ _ 

Raves mÏDÛes 

-'Zi 

Fig. 

9. 



+ 


Axemume 


D’après la loi de Tlooke, les fibres qui se sont allongées ont été soumises 
à de la traction. Ce sont, dans le cas de la figure 9, les fibres situées au-des¬ 
sus de la couche neutre. On les appelle fibres tendues. De même, les fibres 
situées au-dessus de la couche neutre qui se sont raccourcies, ont été sou¬ 
mises à de la compression. Ce sont les fibres comprimées. Los fibres neutres 
n’ayant pas varié de longueur n’ont été soumises à aucun effort normal. 

La droite d’intersection de la couche neutre avec le plan d’une section 
droite s’appelle Y axe neutre de la section considérée. 

3.2 EQUATIONS DE RESISTANCE. 

Nous désignons ainsi les relations permettant d’obtenir en chaque point 
les contraintes normales dues au phénomène de flexion. Nous les établirons 
dans le cas de la flexion simple pour les généraliser ensuite dans le cas de 
la flexion composée. 

3.21 Flexion plane simple. 

3.211 Position du problème. — Considérons (fig. 10 a) une poutre 
droite encastrée (pour fixer les idées) et chargée par un système de forces F 
normales à l’axe longitudinal de la poutre. Cette poutre est donc soumise 
à la flexion simple (pas d’effort normal). • 

Soient, dans cette poutre, deux sections droites très voisines LB et AjBi 
séparées par une distance très petite Ax et soient T l'effort tranchant et M 
le moment fléchissant dans cet intervalle. . 

Après déformation AB vient en A' B' et Ai Bi en A'i Bh. 

Par rapport à la section À' B', la section Afi Bh a subi une rotation et 
un glissement. Le glissement est dû à l’effort tranchant (voir chap. VIII). 
Etudions la rotation, qui est due à la flexion c’est-à-dire au moment fléchis¬ 
sant. L’étude du glissement sera effectuée plus loin (§ 3.b). 



Fig. 10. 


3.212 Déformations de rotation. — Isolons l’élément de la poutre 
ABA, B, (fig. 10 b ) qui devient A'B A\B\ après déformation (fig. 10 c). 
Par hypothèse on a 

AA, =00, = BB. =Ax. 
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DD rè M d - éf0rmat 1 i /°r n ^ est P lus ë rand que AA, et B'B', est plus petit 
que BBi. Mais, par définition sur la couche neutre on a 

00 1 =0'0' 1 =Ax. 

Le déplacement relatif cle rotation de AfiBh par rapport à A.B. est 
iepresente figure 10 d. Le point Oi est la trace de l’axe neutre qui est aussi 
I axe de rotation. Tour une fibre ab, située à la distance v = Oib de la libre 
neutre, qui devient ab' après déformation on voit que l’on a (fig. 10 d ) 


JdL _ <><> A, A', 13, B', _ , , 

-z-r -= -=—- = — — L = Cons (an te. 

0i& v Q l A l 0,B, 


L allongement réel bb' d'une fibre quelconque est donc 'proportionnel à 
la distance v de cette fibre à l’axe neutre. Il en est donc de même des allon¬ 
gements relatifs puisque la longueur initiale kx est identique pour toutes 
les fibres. 


3.213 Contraintes normales de flexion. — Or, d’après la loi de llooke 
la contrainte normale d’une fibre est proportionnelle à son allongement rela¬ 
tif (chap. V, § 4.2). Donc la contrainte normale n subie par la fibre ab 
est proportionnelle à sa distance v à l’axe neutre, ce que nous écrirons par la 
relation : ^ 


n= k v ( 1 ) 


k étant un coefficient de proportionnalité que nous allons déterminer. 

Nous allons, pour cela, écrire que les efforts internes développés par 
les deformations de flexion de toutes les « fibres » traversant ufie même 
section b équilibrent le moment fléchissant M appliqué à cette section. 

Considérons sur la figure 11, qui représente la vue en perspective de la 
ligure 10 d, un element de surface s entourant l’extrémité de la libre ab envi- 

S9g66. 

La force intérieure s’exerçant sur cet élément soumis à la contrainte n 


Ai 



f—n s 

soit f = fr v s 

Le moment élémentaire par rapport à Ox de cette 
force est 


m=f v = k s v-. 

L élément A'B'A'iBh étant en équilibre, la somme 
des moments des forces intérieures est égale à la somme 
des moments des forces extérieures, donc au moment flé¬ 
chissant M dans la section Ai B,. 

On a donc 

M=2 k s v 2 = k 2 s v 2 . 

Or, le terme 2 sir représente le moment d’inertie de 
la section A, B, par rapport à l’axe neutre. Désignons-le 
par I. 

Nous avons donc 


M = fci d’où k= M.. 

i 

Portons cette valeur de h dans la formule (1), nous obtenons la formule 
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fondamentale de la flexion plane qui nous donne la contrainte normale engen¬ 
drée 'par la flexion pour une fibre située à la distance v de l’axe neutre : 


n=fv 

ou 




V 


3.214 Contraintes normales maxima. — La contrainte normale d une 
fibre étant proportionnelle à sa distance à l’axe neutre, elle est maximum 
pour la fibre la plus éloignée de cet axe. On désigné généralement par V 
la distance de cette fibre à l’axe neutre. Donc 


Tîmax — 


M 


V 


soit 

^ _ M 
'hnax— j . • 


(xr) 


Nous avons vu au chapitre II, paragraphe 8.7 que ( y j s appelait le 
module d’inertie ou module de flexion de la section considérée, par rapport 
à l’axe neutre. 

3.213 Position de Vaxe neutre (voir fig. 11). — Le système des forces 
intérieures normales f est équivalent à un couple pur qui équilibre le moment 
fléchissant, puisque, par définition de la flexion plane simple, le système 
des forces extérieures n’a pas de composante normale et qu il y a équilibre 
entre les forces intérieures et extérieures. 

Donc, en projetant toutes les forces sur la fibre neutre, on a 

2 f=somme des projections des forces extérieures normales=0. 


O r f=n s et n=h v . 

Donc 2 ksv = li2<sv= 0. 

On a donc 2 sr=0. 


La somme des moments statiques des éléments de surface par rapport 
à l’axe neutre doit donc être nulle. Or cette propriété es 1 equaton de 
définition du centre de gravité de la section ; v étant la distance d un éleme 
de surface s à un axe passant par le centre de gravite. 

On voit donc que, dans le cas de la flexion plane simple, l axe neutre de 
chaque section passe par le centre de gravité de cc«e .section. • 

ïl est évident que cet axe est nonnal au plan de flexion (plan de s> 

métrie et des efforts). 


3.22 Flexion plane composée. 

3.220 Bemarque préliminaire — La théorie de la flexion plane com¬ 
posée des poutres droites, exposée ci-après, ne constitue, en réalité, qu u e 

Elle néglige en effet, les moments fléchissants complémentaires engen¬ 
dré* par suite du décalage qui existe, après déformation entre les centres de 
gravité des sections droites et les lignes d’action des efforts normaux (con¬ 
fondues avec l’axe neutre initial). .. . . ». 

Une étude plus poussée de ce phénomène nécessite la connaissance 
préalable de la théorie du flambage des poutres droites. Nous l’effectuerons 

ultérieurement au chapitre XYI. , 

Signalons toutefois que la théorie simplifiée ci-après, qui suppose donc 
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Les deformations de flexion faibles ou les efforts normaux relativement 
eieves, reste applicable à la grande majorité des cas usuels. 


peu 


,3.221 Position de l axe neutre. — Dans le Cas de la flexion plane com- 
posee. Je système des forces extérieures a une composante normale N qui 
doit être egalement équilibrée par le système dos forces intérieures nor¬ 
males j. Celui-ci n est donc plus équivalent à un couple pur 
On a maintenant ' 


2f — somme des projections des forces extérieures normales = N. 

L’axe neutre ne passe donc plus par le centre de gravité de la section. 
Il doit etre décalé d’une quantité telle que l’on retrouve l’équilibre qlo- 
bal des forces (voir ci-après § 3.226). 


3.222 Contraintes normales de flexion pure. — D’après le principe 
de la superposition des effets élastiques (qui découle directement do leur 
équation de proportionnalité) 1 les contraintes normales de flexion pure, 
c’est-à-dire celles dues au moment fléchissant M uniquement, sont toujours 
données par l’équation fondamentale établie ci-dessus, soit ‘ v 


dans laquelle : 


n, 



I — moment d inertie de la section droite considérée, par rapport au 
même axe qu’en flexion simple ; c’est-à-dire ici par rapport à un 
axe parallèle à l’axe neutre et passant par le centre de gravité de la 
section. Cet axe est donc toujours également normal au plan de 
flexion (flexion plane) ; 

n ~distance do 1 clcment de surface considéré à l’axe défini ci-dessus. 

3.223 Contraintes normales supplémentaires. — L’effort normal N 
(traction ou compression) qui agit sur une section considérée engendre des 
contraintes normales de traction ou compression simples qui sont donc don¬ 
nées par : 



avec S = aire totale de la section considérée. 


3.224 Contraintes normales résultantes de flexion composée. — Il 
y a lieu d’ajouter algébriquement les contraintes n» aux contraintes n,, 
on obtient ainsi Vexpression générale des contraintes normales de flexion 
composée : 




Remarque importante. — Nous avons dit que la somme figurée par la 
relation ci-dessus était une somme algébrique , c’est-à-dire une addition ou 
une soustraction selon les signes respectifs de n, et de n 2 . Avec nos conven¬ 
tions habituelles n 2 sera positif dans le cas d’un effort N agissant en compres¬ 
sion. Celle contrainte s’ajoutera donc arithmétiquement aux contraintes 
n, pour les fibres comprimées et se retranchera des contraintes nj pour les 
fibres tendues. Si n 2 est négatif (traction) : raisonnement inverse. 


1. — Ce principe de superposition se trouve modifié, en réalité, par les considé¬ 
rations exposées dans la remarque préliminaire ci-dessus. 
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3,225 Représentation graphique. — Il est très commode d illustrer le 
phénomène de flexion composée de la façon indiquée par la figure 12 où sont 
représentées successivement les contraintes partielles et la contrainte normale 
résultante agissant le long d’une même section (diagramme analogue à la 
figure de déformation 10 d précédente). ...... 

Cette représentation met en évidence le décalage d existant entre le 

centre de gravité et l’axe neutre réel. 



Flexion Effort normal Fl ex/ on 

itmple fcompressionJ composée 


Fig. 12. 


3.226 Décalage de l’axe neutre. — Ce décalage doit être tel que 1 on ait 
pour la fibre O correspondante 

n t +n 2 =0 .. 


soit 

d’où 

ce qui s’écrit encore 


f^f=o 


d —— 


N_ JL 

M ' S 




avecc = ray on de giration de la section autour d’un axe passant par sou 
centre de gravité normal au plan de flexion . 


~\Æ 


(chap. II, § 3.14). 


3.227 Conventions de signes. — Toutes les formules C1 ; d ° s ^ s jl^Mcs 

combineras contraintes de la poutre étudiée du déo 1 g d axe 

neutre, il suffit également de remarquer qu il se produit veis les mires 

k9é tompïe eff -Conférons,' par'“exemple, la poutre étudiée au chapitre IV. 

ï^orStfau* de.gauche les hh. r supgieures 

sont tendues et les fibres inférieures comprimées. Or, M est négatif pour 
cette partie. 
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Pour retomber sur nos conventions de signes (+= compression) il 
faudra donc prendre « négatif en dessous de l’axe d’inertie de la poutre et 
. positif au-dessus. Le décalage d suit les mêmes conventions que v. 

3.228 Cas particulier. — Il arrive fréquemment que le décalage d est tel 
que I axe neutre O tombe en dehors de la section étudiée. 

,, suffit, en effet, que l’on ait d >Y (en valeur absolue) ce qui peut 
s ecnre d après la relation du paragraphe 3.226 : 


A 

M 


soit 


N- 


M V 


P 2 >V 


(valeurs absolues). 


Application numérique. 

^ ction composée étudiée planche 3 (Chap II Sgi) 
Supposons qu elle supporte un moment fléchissant P - 8 h 

M = 1200 mkg=l,2 • 10 6 mmkg 

agissant dans le pian XX' et tendant à comprimer la semelle côté gauche 
Ln flexion plane simple (pas d’effort normal) on a : b 

semelle côté gauche 

n — M _ 1,2 * 106 • 85.9 „„ , , 

1 / JM _ ~075>ri(P' =9 ’ 6 kg/mm ' (compression) ; 

\ V'J 

semelle côté droit 

, ]\l _i 9 • in® 

Ul = T = =- 17 » 2 (traction). 

V 

soit eSéwïwl^Sttoï! 011 n ° rmal N à su P er P° ser à M P° ur l’axe neutre 
a) Pour qu’il soit rejeté sur la droite il faut en valeur absolue : 


N> 


MV = 1,2 ■ 10 B • 154,1 _ 


+ =244-50 kg 


P 87 2 

(en compression puisque le côté droit était tendu). 

Supposons, par exemple, N=26000 kg. 

0n a 3lors 712 = f = tH° = 18 ’ 3 kg/mm2 

d’ou les contraintes extrêmes suivantes (en compression) : 

contrainte composée semelle gauche : n= 9,6 + 18 3=27 9 ku/mm 3 
contrainte composée semelle droite : n'=— 17,2+18,3=1,1 kg/mm 2 . 

en neUÜ ' e SOlt reJeté VCTS la < côté imprimé), üfau 


N 


MV/ _ 1,2 • 1 Q« • 85,9 


= 13640 kg (en traction) 


P- 87 2 

Supposons (avec nos conventions dé signes) N=—16000 kg ; 


d’où 


„ 16000 11 0 1 , 

2 = 1421 =—11,2 /mm 2 

n=9,6—11,2=—1,6 kg/mm 2 
n ' = 17.2 11,2=—28,4 kg/mm 2 . 


(tractions) 
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3.23 Corollaires des équations de résistance. — On peut, dans le cas de 
la flexion simple, définir des expressions faciles des équations d'équarrissage 
et de sollicitation admissible. 

Désignons par n a la contrainte normale maximum admissible'. L’équa¬ 
tion d’équarrissage définit ici le module de flexion minimum nécessaire : 


i M 

M 

WLo 

n a 


(relation déduite directement de l’équation de résistance). 

L’équation de sollicitation admissible définit le moment fléchissant maxi¬ 
mum admissible : 


M a — n a — • 


En flexion composée, ces expressions ne présentent pas d’intérêt dans 
un cas général par suite de leur plus grande complication (il y rentre à la 
fois la section et le module d’inertie). 11 est facile de les établir dans chaque 
cas particulier pour une valeur donnée de N par exemple. . 


3.3 EQUATIONS DE DÉFORMATION. 

Nous envisagerons également en premier lieu la flexion simple en ne 
considérant toujours que les déformations de flexion (rotations) et nous 
généraliserons par la suite. 

3.31 Cas de la flexion simple. — Reprenons le petit élément de poutre 
ABAiB, (üg. 10) qui, après déformation est devenu A'B'AMf, (fig. 13). 

Cet élément étant très petit nous pouvons assimiler les trajectoires de 
tous les points de la section AB à. des arcs de cercle de centre C' : point d’in¬ 
tersection des deux sections A'B' et À'i B'i. 

Soit r=C'0' le rayon de courbure moyen de l’élément, c’est-à-dire le 
rayon de courbure de la fibre neutre 00i après déformation. 

Soit l’angle très petit des deux sections 
A'B' et A'iB'i (après déformation). 

Tous les éléments de fibres compris entre les 
deux sections ont varié de longueur, sauf la fibre 
neutre qui, par définition, a conservé sa longueur 
initiale : 

AuAa^OO^O'O', 

Considérons à nouveau la fibre quelconque ab 
située à la distance v au-dessus de l’axe neutre, qui ■ 
devient a'b' après déformation. 

Menons par Ob la parallèle à A'B' qui coupe 
la fibre a'b' en h. La longueur d6 cette fibre après 
déformation est 

a'b'= a'h'+ h'V=Wb\+ h’b’=Ax +U'b' *; 

or h'b'=vAx 

l’angle élémentaire Aa étant exprimé en radians. 

La longueur de la fibre avant déformation 
était ab = A«. 

h’allongement relatif de la fibre est donc 
a’b'—ab Ax + vA ±—Ax 


i = 


ab 


Ax 


soit 


• A a 

l = V -— . 

Ax 



1. — Ces longueurs sont des longueurs curvilignes (arcs de cercles dans l’hypo¬ 
thèse envisagée). 
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Or, en considérant la fibre neutre, nous voyons que 

A x = rAx 

Nous en déduisons 

A a _ v 


i=v 


r A a 


D’après la loi de llooke, la contrainte subie par la übre considérée est 
proportionnelle a son allongement : 


n = E i 


E étant le module d’élasticité longitudinal. 
Nous avons donc d’une part 


n= E — 


et d’autre part 


M 


U ~ T V ( formuïe dé résistance). 


De ces deux relations nous tirons l’équation de déformation : 

n=E^=M^ 

r I 

d’où r _ E I 

M 

On écrit généralement cette équation sous la forme : 


1 =_M 

r El ‘ 


C est 1 équation fondamentale de déformation des poutres droites tra¬ 
vaillant en flexion plane simple qui donne la courbure moyenne (inverse du 
rayon de courbure) de la pièce fléchie, en chacune de ses sections 1 2 . Nous 
étudierons plus en détail ultérieurement (chap. X) les déformations de 
flexion, c’est-à-dire les flèches qui découlent de cette courbure élastique. 

Remarque. — Si l’on a une poutre isotrope (E constant ) de section 
constante (I constant ) soumise uniquement à un moment fléchissant cons¬ 
tant on a : 

^constante d’où r=constante. 

La figure ayant un rayon de courbure constant est un cercle. La fibre 
moyenne se déformera donc suivant un arc de cercle, ce qui justifie l’appel¬ 
lation de flexion circulaire donnée à ce cas particulier de flexion (voir § l.b2). 

3.32 Cas de la flexion composée 3 . — D’après le principe de la super- ' 
position des effets élastiques, le moment fléchissant M appliqué à une poutre 
droite travaillant en flexion composée produit un premier rayon de cour¬ 
bure élastique moyen : 



1. — U y a lieu de remarquer que ce rayon de courbure n'est dû qu’au moment 
fléchissant M. Nous avons jusqu’ici négligé le glissement produit par l’effort tranchant. 

2. — Nous admettons toujours, ci-dessous, l’hypothèse simplificatrice énoncée au 

§ 3.220. 
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Ce rayon de courhure se trouve modifié par les contractions ou allonge¬ 
ments dus à l’effort normal N qui se superpose à M. 

On démontre que le rayon de courbure résultant a pour expression 



avec n 2 = contrainte due à N : 


7l,= 


N 


On a donc 


-f ,1+ 


_N 

ES 


I) 


Ces formules sont justiciables de conventions de signes analogues à 
celles du paragraphe 3.227. 


m 


Remarque. — 11 y a lieu de remarquer que le terme correctif y 

IN \ t • • J " 1 

ou =^-1 de ces formules est toujours très faible. 

— lia / 

En effet, plaçons-nous dans les cas les plus défavorables pour les maté¬ 
riaux utilisés en construction aéronautique : 


Duralumin : 


n„ max = 26 kg/mm 2 «limite élastique 
E=7000 kg /mm 2 


d’où 


(Jh 

\ E 


_26_ 

7000 


=0,0037=0,37%. 


Aciers à haute résistance : n„ max = 120 kg/mm 2 « lim. élast. 


d’où 


E=20000 kg/mm 2 


120 

20000 


=0,006=0,6 %. 


La correction est donc toujours négligeable, ce qui explique que nous 
n’en tenions pas compte par la suite pour l’étude des déformations des pou¬ 
tres fléchies (cliap. X) où nous admettrons encore l’hypothèse simplificatrice 
de simple superposition des effets élastiques. 


3.4 TRAVAIL ELASTIQUE DE FLEXION. 

Nous avons vu au paragraphe 3.31 que la longueur Ax de l’élément, de 
fibre moyenne déformée était reliée à l’angle de déformation et au rayon do 
courbure par la relation : 

Aæ=rAa 

• . >- • . a Ax 

ce qui peut s écrire : A* = —- 

(l’angle Aa étant exprimé en radians). 

1 _ M 

D’autre part ’ " ""êT 

donc Ax= ^Aar 

Si nous représentons par un diagramme la variation de M en fonction 
de A a (fig. 14 a) nous obtenons une droite (phénomène élastique) et nous 
savons (chap. II, § 6.21) que l’aire limitée par le diagramme mesure le 
travail dépensé. C’est donc ici l’aire d’un triangle. 














Remarques. — a) Constater l'analogie du travail élastique de flexion 
et du travail de traction ou de compression : 

& = 2 Ye~b Al (Chap - VIt § 1,4) 


h) feo rappeler que ces formules ne sont valables qu’en période élas¬ 
tique des matériaux. 

c) Dans le cas do flexion circulaire (M est constant ainsi que E et I), 

on a 


JV1 2 _ 
2 E T 




JVP L 

2 E I 


L étant la longueur de la poutre dans la région travaillant en flexion circu¬ 
laire et ê? le travail correspondant. 

d) Dans le cas général on peut obtenir la valeur de ce travail par inté- 

i\I 2 

gralion graphique (voir üg. 14 b). Pour cela on trace la courbe —— le 

long de la poutre, à partir de la courbe M et on planimctre l’aire de cette 
courbe, entre les limites fixées* ce qui donne le travail entre ces limites. 

e) Cette notion de travail élastique de flexion est très utile au calcul des 
systèmes hvperstatiques que nous étudierons plus loin (cliap. XVIII). 


3.5 GLISSEMENT LONGITUDINAL DE FLEXION. 

3.50 Remarque préliminaire.— Nous n’avons considéré, au cours des 
paragraphes précédents, que les efforts internes normaux agissant sur les 
poutres droites fléchies (contraintes normales.et déformations correspon¬ 
dantes). 

Nous allons, à présent, nous occuper du phénomène engendré par les 
efforts internes tangentiels qui sont dus à l’effort tranchant. 

Ce phénomène est généralement étudié sous le nom de glissement longi¬ 
tudinal des pièces fléchies. Nous savons déjà, en réalité, qu’il ne peut exister 
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de glissement longitudinal sans un glissement transversal réciproque 
(chap. YI1I, § 2.2). L’étude ci-après précisera utilement ce phénomène dont 
1 importance est capitale pour les études à suivre, notamment pour celles 
concernant les structures à revêtements travaillants utilisées en aviation. 

3.51 Représentation physique du phénomène. — Considérons deux 
poutres droites encastrées de mêmes caractéristiques de dimensions et de 
matière. L une (fig. 15 a) est constituée par un solide plein, tandis que 
l’autre (fig. 15 b) est formée d’une série de lames parallèles surperposées 
et non reliées entre elles. 

Appliquons à.ces deux poutres la même force F à leurs extrémités. 
Nous constatons que la poutre pleine prend une certaine flèche / tandis que 
l'autre prend une flèche /' supérieure à /. 

L’allure « en escalier » des sections terminales montre également qu’il 
y a eu glissement, des différentes lames entre elles dans le sens longitudinal. 



Fig. 15. 


Si l’on avait pris soin de relier ces différentes lames par des rivets ou 
des boulons (fig. 15 c) convenablement rapprochés et suffisamment résistants 
on aurait obtenu la même déformée que dans le premier cas (lig. 15 a). Les 
rivets ou boulons ont donc eu à résister par cisaillage au glissement rela¬ 
tif des lames (ce qui aurait pu être mis en évidence par la rupture de ces 
organes s’ils avaient été choisis de dimensions insuffisantes ou disposés sui¬ 
vant un écartement excessif). 

Fn réalité dans une -pièce homogène, le même phénomène existe entre 
les différentes « couches de fibres », et c’est la cohésion de la matière qui 
s’oppose au glissement. C'est pourquoi il se produit parfois dans des pièces 
fléchies des ruptures longitudinales dues au glissement. 

C’est, d’autre part, ce glissement longitudinal qui assure la mise en 
charge des fibres successives (propagation de l’effort tranchant, voir ci- 
après). 

3.52 Expression du glissement longitudinal (ou cisaillement de flexion). 

— Nous étudierons toujours en premier lieu le cas de la flexion plane sim¬ 
ple (pas d’effort normal) pour généraliser par la suite. 

3.521 Cas de la flexion simple. — Dans une pièce fléchie quelconque, 
travaillant en flexion plane et simple, considérons deux sections très voi¬ 
sines S et S ; distantes de Aa (fig. 16). 

Désignons par T l’effort tranchant agissant entre ces deux sections, par 
M le moment fléchissant dans la section S et par M' le moment fléchissant 
dans la section S'. 

L’accroissement de moment fléchissant entre S et S' est ' 

AM = M'—M=TAx (Voir § 2.11). 

Considérons une section longitudinale XX ; parallèle à l’axe neutre, située 
à un distance y de cet axe neutre et isolons les « couches de fibres » qui se 
trouvent au-dessus de XX'. Supposons, pour fixer les idées, trois couches de 
fibres au-dessus de XX', numérotées 1, 2, 3, d’axes g^g\, g 2 g'^ gstfa et de 
sections s,, s 2 , s 3 . 
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71= -î V 

I 

et Y effort supporté par chaque fibre de section s est 

f=n s. 

De même, dans la section S' chaque fibre subira la contrainte 1 


I 

et l’effort r=fl ' S . 

t•accroissement d’effort A f=f — f entre les sections S et S' corres- 
pond a la charge longitudinale qu’il a fallu transmettre à la fibre considérée 
dans l intervalle Ax, pour que celle-ci participe au travail en flexion de la 
poutre : 

A 1=f'—f=(n'—n) s=(Ml v j s =_£_P(M'—M)= AM 

soit, en remplaçant AM par sa valeur donnée ci-dessus : 


•.V 





La somme de tous les accroissements d’efforts Af relatifs aux fibres 
situées au-dessus de la section longitudinale XX' envisagée (fibres 1, 2 et 3 
se on notre hypothèse) nous donnera l’effort longitudinal qui agit à travers 
cette section pour assurer la mise en charge en flexion, dans l’intervalle Ax 
des fibres considérées. 


étant ® Upp , 0s6es très voisines > elles possèdent mêmes caractéris¬ 
tiques de résistance, en particulier même moment d’inertie. 
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Appelons AF cette somme ; elle a pour expression : 

AF= 5 As flAx=-y A x^s v. 

Désignons par l la largeur de la section XX' (lig. 16). La surface de cette 
section longitudinale, dans l’intervalle kx a pour valeur 

cr=lAx. 

L’effort AF engendre donc, dans cette section, une contrainte moyenne 
de cisaillement 

^ AF T ^ 

cr II 


Or, Ssu n’est autre que le moment statique par rapport à l’axe neutre 
des éléments de surface situés au-dessus de la section XX'. On le désigne 
habituellement par la lettre W. 

Nous obtenons finalement la formule donnant la contrainte de glisse¬ 
ment longitudinal en flexion : 


I l 


( 1 ) 


3.622 Cas de la flexion plane composée. — Le glissement longitudinal 
est un phénomène engendré uniquement par la propagation de l’effort tran¬ 
chant le long des pièces fléchies. L’effort normal agissant on supplément 
dans le cas de la ilexion composée ne modifiera donc pas l’allure de la formule 
qui reste identique h celle ci-dessus. 

Mais il convient alors de préciser que le moment d’inertie I et le moment 
statique W sont relatifs à un axe passant par le centre de gravité de la 
section étudiée et parallèle à l’axe neutre (c’est-à-dire perpendiculaire au 
plan de flexion). Cet axe Grr (fig. 16) est d’ailleurs Vaxe d'inertie à utiliser 
pour la formule de résistance. 


3.63 Remarques importantes. 

3.631 Remarque 1. — Nous avons considéré, pour établir la formule 
les éléments situés au-dessus de la section XX'. Nous serions arrivés à un 
résultat identique, en valeur absolue, en considérant les éléments situés au- 
dessous de cette section et en affectant du signe négatif ceux de ces éléments 
situés sous l’axe l’inertie Gx (fig. 16). 

On le démontre aisément sachant que l’axe Gx délimite deux parties du 
corps ayant même moment statique (en valeur absolue) par rapport à cet 
axe. C’est, en effet, la propriété essentielle du centre de gravité d’une surface 
(voir chap. II, § 7.2). 

Il est évidemment plus simple, pour le calcul, de considérer toujours les 
éléments situés entre la section envisagée et la périphérie la plus voisine de 
la pièce. 

3.632 Remarque 2. — Nous voyons que la contrainte de glissement 
longitudinal ne dépend pas du moment fléchissant, mais seulement de 1 ac- 


(1) Vérifions les dimensions de la formule. Nous devons obtenir une contrainte, 

F 

c’est-à-dire une force par unité de surface, soit - 

Le second membre de l’égalité donne bien : 

F . L . Lz F 

L* L L 2 ' 
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croissement de moment fléchissant par unité de longueur, c’est-à-dire de Vef¬ 
fort tranchant 



. Si le moment fléchissant est constant, l’effort tranchant est nul (flexion 
circulaire ). Donc, dans ce cas, il n’y a pas de glissement longitudinal. 

Les parties AB des poutres représentées ci-dessus figure 4 pourraient, 
sans inconvénient, être réalisées par des lamelles parallèles à la couche neu¬ 
tre et non reliées entre elles, contrairement au cas de la figure lu. 

3.54 Efforts de glissement par unité de longueur : Flux de cisaillement 

— Il est souvent très commode, notamment pour l’étude des éléments min¬ 
ces, d’utiliser dans les calculs les efforts de cisaillement agissant par unité 
de longueur. 

On les désigne alors généralement par lettre t et on les exprime le 
plus souvent en kg/mm (kilogr. par millimètre courant). 

Leur valeur se déduit directement de la démonstration ci-dessus : 



= — S s v 

I 


soit : 



Ces efforts de cisaillement par unité de longueur se désignent encore, 
clans le cas des sections minces, par : intensité du flux de cisaillement ou de 
Vécoulement de cisaillement. 


Remarque. — Entre les contraintes t et les efforts t, on a la relation 
directe : 


r=t l d’où 



3.6 REPARTITION DE L’EFFORT TRANCHANT LE LONG DES SECTIONS 
DROITES DES POUTRES TRAVAILLANT EN FLEXION PLANE. 

3.61 Principe de calcul.— Nous avons vu, lors de l’étude du cisaille¬ 
ment, que la répartition de l’effort tranchant dans une section était, à priori, 
inconnue et qu’il fallait faire appel au glissement réciproque pour l’étudier 
(chap. VIII, § 2.). Nous avons pu ainsi définir les conditions théoriques de 
cisaillement simple (ou cisaillage). 

Dans le cas des pièces fléchies, la solution est donnée par l’étude du 
glissement longitudinal qui doit, en tout point, être égal à son réciproque, 
le cisaillement transversal qui agit dans le plan des sections droites. 

On envisagera donc une succession de sections longitudinales (que nous 
supposerons d’abord parallèles à la couche neutre), et on calculera le cisail¬ 
lement ail niveau de ces sections, ce qui permettra, en particulier, de définir 
l’emplacement et la valeur de la contrainte de cisaillement maximum. 


3.62 Propriétés générales. — L’effort de cisaillement par unité de 
longueur 

r=X W 

varie, le long d'une même section, comme le terme W (puisque T et I sont 
des constantes pour cette section). 

Or, W est nul aux extrémités des sections et maximum au niveau de 
l’axe de flexion Grr (par définition du centre de gravité). Il en est donc de 
même de t. 
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Par contre, les contraintes normales de flexion n sont maxima aux 
extrémités (v = V) et milles sur l’axe de flexion (u = 0). 

Règles. 

Les variations de n et de t affectent toujours des allures opposées : 

quand n=n max r = 0 . 

quand -=r Diai n = 0. 

Les contraintes tangentielles t étant reliées directement h t par 

t=j (§ 3.54) 

on a de même, quelle que soit la variation de la largeur / de la section étu¬ 
diée, 

quand n=n mtI t= 0. 

Les valeurs maxima des contraintes normales et tangentielles de flexion 
ne peuvent donc, en aucun cas, exister simultanément au môme point d’une 
section d’une poutre fléchie. 

11 n’y a donc pas lieu de combiner entre elles ces deux valeurs maxi¬ 
ma '. 

Nous donnons ci-après le calcul de / mix dans deux cas particuliers clas¬ 
siques de sections pleines. Nous donnerons au paragraphe suivant quelques 
compléments à ce sujet. 

3.63 Cas particuliers. 

3.631 Section droite rectangulaire pleine (lig. 17 a). — Moment d’inertie 

r b h 3 
12 

Soit une section XX 7 située à une distance s de l'extrémité libre. Elle 
délimite un élément de surface (partie hachurée) 

A s=b z 


de moment statique 
avec 

d’où 


W=b z v 

h_ _z _ h — z 

'' 2 2 2 

W = b z h ~ z ■ 
& 


La contrainte de cisaillement a donc pour expression en fonction de z : 

, T W = 12_T b z ( h—z ) = _T_ 6 z ( h— z) 
f b b h 3 2 b b h h 2 

Or, 6h = S = surface totale de la section, d’où 

, T 6 zh— 6 z 2 
S h 2 

Cette relation exprime l’équation d’une parabole représentée fi¬ 
gure 17 h. 

Pour z=0 et pour z=h t= 0. 


1 . — On opère parfois cette combinaison sachant que l’on se place ainsi clans un 
cas défavorable. 


r* 


P Vam.at. 
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Pour z= (axe fie flexion) 


t passe par un maximum : 


fmAV — ~ 


fi h2 fi k2 

T 6 T- 6 Y 


7i* 


^max — 


_2 JT 
3 S 


La contrainte de cisaillement maximum est donc 1,5 fois plus forte nue 
la contrainte moyenne de cisaillement (contrainte dite de cisaillage): 


on a donc : 


S 


t D 



W = surface demi-cercle X og 

= ü D _! . 2 D _ Df 
8 ' 12 

1= J. D 4 
64 

( = _T _W _ 64 T D 3 4 T 

I D TT D 4 12 D 3 jtD*_ 

' ~ 4 


3 T 

4 S 


La contrainte de cisaillement maximum est donc égale aux 4/3 de 
la contrainte moyenne. 
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3.633 Conclusion. — On voit donc que, même pour les sections pleines, 
l’effort tranchant se répartit inégalement le long de ces sections et que la 
contrainte atteint une valeur maximum supérieure au taux moyen de cisail¬ 
lement simple. 

3.7 COMPLEMENTS CONCERNANT L’ETUDE DU CISAILLEMENT DES 
POUTRES. 

3.70 Remarque préliminaire. — Il nous a paru nécessaire de donner, 
dès maintenant, quelques notions complémentaires an sujet des contraintes 
de cisaillement* engendrées par la propagation de Veffort tranchant le long 
des poutres fléchies. 

Ces notions trouveront principalement leur application lors do l’étude 
des éléments minces particuliers à la construction aéronautique (chap. XXI 
et XXII). 

3.71 Orientation des tensions de cisaillement. 

3.711 Courbes de glissement nid et d’iso-glissement. — Dans les dé¬ 
monstrations précédentes, nous avons arbitrairement envisagé des sections 
XX' parallèles à Taxe neutre des sections droites. 

Nous avons ensuite admis, lors de l’établissement de la formule fonda¬ 
mentale du glissement longitudinal (§ 3.521), que l'effort tangentiel total 
appliqué à la section XX' se répartissait uniformément sur sa largeur l, pour 
obtenir la formule donnant la contrainte t (contrainte moyenne). 

• On se rend compte cependant assez facilement que, dans le cas de la 
section envisagée (fig. 16), la contrainte de cisaillement doit être moins 
importante au centre A de cette section qu’au voisinage des bords G et C'. Si 
l’on envisage, en effet, des « colonnes de mise en charge » des fibres supé¬ 
rieures, les hauteurs de ces colonnes varient de la distance AB au centre à 
la distance curviligne GB aux bords. Il est donc logique que t varie dans le 
même sens. 

Gette considération physique est en accord avec la théorie de l’élasticité 
qui permet, pour quelques types de sections, de définir des courbes de- 
glissement nul 1 à l’intérieur de ces sections droites. Il-faudrait alors, pour 
avoir le droit de supposer t uniformément réparti, envisager des sections 
longitudinales normales en tous points à ces courbes de glissement nul qui 
déterminent ainsi un réseau de courbes le glissement égal ou « courbes d’iso¬ 
glissement » 1 2 . 

3.712 Orientation des contraintes dans le plan des sections droites. — 
Les courbes d’iso-glissement des différentes sections droites d’une poutre 
déterminent des surfaces longitudinales d’iso-glissement le long de cette 
poutre. 

Les contraintes de cisaillement longitudinales, qui agissent le long de 
ces surfaces, admettent, dans le plan de chaque section droite, des con¬ 
traintes réciproques (cisaillement transversal) qui sont donc dirigées norma¬ 
lement aux courbes d’iso-glissement propres à ces sections droites. Elles 
sont, par suite, dirigées iangentiellement aux courbes d’inter-glissoment 
nul. 


1 . — Les courbes de glissement nul donnent une image du « découpage en franc nés 
longitudinales » qu’il serait possible d’effectuer dans les poutres envisagées, sans nuire 
à leur résistance en flexion dans le sens dp chargement indiqué (sens vertical sur les 
figures 18 à 20 ci-après). Ces courbes pourraient plus précisément s’appeler : «feuillets 
d'inter glissement ■ nul ». 

2 . _Les courbes d’iso-glissement forment, avec celles de glissement nul, un sys¬ 

tème analogue aux courbes de niveau et lignes de pente en topographie. 
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ci ' a P^ s ', nous ne représenterons que ces con- 
n amies rcujnoques dont la considération est capitale 

Le sont, en effet, les composantes parallèles au plan de flexion de ces 

tion consMérée P Ss U com U1 éq ™ ltbrent l \^ ort tranchant appliqué à la sec- 
An£a 2iî “ (Les composantes normales au plan de flexion s'équilibrent 

thèse TflZ on‘Xto *" " CH ° M 

tions 3 nl!in^ épar i‘ i ‘ i r deS , S“"‘ ri ! inteS de risaillement à l’intérieur des sec 
tions pleines.—La ligure 18 a schématisé l’allure des courbes de alissement 

î?,tyP e d ® se , ctlon a .y ant servi à la démonstration du paragraphe3 521 
{section elliptique). La section XX' aurait dû, en toute rigueur affecter h 
iorme représentée par les lignes X.X'.X.X', ou X.X', qui sont en tous pointe 
T\^ a oV S aUA f° r i ur i )es dc . Sassement nul et constituent donc des courbes 

mf mê g «^, e r “* d n ^ SCCtl ’° n ( i onsidérée - Nou s serions, du reste, arrivés à la 
meme expression de la contrainte moyenne : 


i = -=--A 


w 

i 


r^3^ 0m6nt -a S î a l iq T, pa 1 r rapport a Gx des éléments situés au-dessus 
de la section considérée et l = longueur développée de la courbe d’iso-glisse¬ 
ment. Nous avons figure sur la courbe d’iso-glissement X,X' a Vorientation des 
contraintes réciproques agissant dans le plan de la section droite (orientation 
correspondant, au sens des réactions). 



Fig. 18. 


La figure 18 b représente le cas d’une section circulaire pleine fléchie 
verticalement. Los notations sont identiques à* celles de la figure 18 a 
v n donc ngoureux d’envisager des sections parallèles à l’axe neutre 
que dans e cas simple des sections droites rectanqulaires (fie. 18 c) où les 
tensions réciproques sont verticales. 

Il convient cependant de signaler qu’il roste rigoureux (pour les sec¬ 
tions symétriques) d’envisager une section plane passant par l’axe neutre 
xx pour calculer la contrainte de cisaillement maximum qui est pratique¬ 
ment la seule valeur utile dans les calculs. C’est ce que nous avons fait au 
paragraphe 3.632 pour la section circulaire. 


3. /3 Répartition des contraintes le long des sections minces ouvertes. 

— L allure des courbes de glissement nul et donc celle des contraintes peut, 
dans ce cas, se déduire de simples considérations physiques : ces courbes 
épousent la larme générale du contour (puisque le glissement est toujours 
nul sur la périphérie). 
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3.731 Exemple 1. — La figure 19 a représente le cas d une section en 
T fléchie parallèlement à son âme. Pour calculer les contraintes de cisaille¬ 
ment t il faut, dans ce cas, envisager des sections X 1 X' 1 ou X 2 X' 2 perpendicu¬ 
laires à la direction de la ligne moyenne (ou ossature) du profilé. 
L’application de la formule générale 

T >v 


se fait alors en posant, par exemple : 

pour la section X.X', : W=m'- stat. élément a b c d et l=ab 
pour la section X 2 X' 5 : W m* stat. élément e f g h et l = ef 

les moments statiques W et le moment d inertie 1 étant toujours, bien 
entendu, évalués par rapport à Y axe d’inertie passant par G (axe xx dans le 
cas de flexion verticale envisagé). 


4 



Fig. 19. 


11 est aisé de démontrer que les contraintes de cisaillement varient selon 
les indications de la figure 19 b (flèches et diagramme do tensions donné par 
les parties hachurées) : 

Sur les semelles, t varie linéairement (puisque W = s ■ v avec v = cons¬ 
tante). _ 

Sur l’âme, t varie paraboliquement (voir § 3.631). La valeur de t max 
s’obtient sur l’axe neutre xx' et vaut : 

T V 2 
W = T 2 

avec 1= moment d’inertie de la section autour de xx'. 

On voit que les contraintes agissant sur la semelle ne participent pas à 
l’équilibre de l’effort tranchant (tensions horizontales). Elles ont pour valeur 
maximum : 


f,= -I v d. 

3.732 Exemple 2 : Section en I fléchie parallèlement à son âme 

19 c). . .. 

Même procédé de calcul que pour la section en 1 envisagée pi-dessus . 
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Le moment d'inertie 1 a pour valeur approchée 


T e'k 3 , beh 2 h 2 e'h , , 

' 12 + 2 =T 6 


et le moment statique d’une demi-section : 


w=6e f + i e '-r= t(x + 6c 


t _ T W _ T 4 

l max — ~zr r — ~ : —— 

I e he e'h 


+ be 


(sur l’axe neutre). 


La contrainte au niveau des semelles est donnée par : 


T ebh T 


he' e'h 


La valeur moyenne de la contrainte de l’âme est donc 


, ... T be+~-+be 

*"= _ JÇ- f -« -X _( moyen. 

2 ™ 2 l^ + be) e ' h . 


Conclusion. — L’âme, dont les contraintes équilibrent tout l’effort tran¬ 
chant,, est. approximativement justiciable cl’un calcul au cisaillement simple 
sous l action de cet effort. C’est l’approximation admise en pratique qui est 
d autant plus approchée que l’âme est faible vis-à-vis des sèmelles. 

Application numérique. 

Posons : /i=300 mm ; b = 200 mm ; e=8 mm ; e'=4 mm ; T = 10000 kg. 

iœ0yen =£.= 


e'h 4 k 300 


e h _ 4 x 300 _ 2 qo 


&e = 1600 


i _u‘w 30 0 +1 600 o o i / 

*,.«-8,33--—60<T = 8 ’ 8 kg/mm ‘ 

*'=8.33 =7,4 kg/mm 2 

IbUU ; 

t" _ 8 ,8 + 7 ,4 q i i i •> 

t - ~ 2 =8,1 k S/ mm • 

L’erreur commise en utilisant t moyen ne serait que de 2,8 % relativement à 
qui est acceptable en pratique. 

3.74 Répartition des contraintes le long des sections minces fermées. 

— Le problème general sera traité ou chapitre XXII. Nous n’envisageons 
ici que deux cas particuliers simples. 

3.741 Section circulaire (fig. 20 a). — Les courbes de glissement nul 
sont des cercles concentriques L L’allure de variation de t est figurée par 

1. Cette allure explique qu’il ne soit, théoriquement, pas nécessaire de fixer 
un manchon de renfort sur un tube fléchi. Si ce manchon est ajusté sans jeu, il est 
entraîné dans la flexion d’ensemble sans qu’il suit besoin de l’y contraindre par des 
fixations. L’ensemble se calcule comme une section circulaire creuse unique dont le 
rayon extérieur est accru de l’épaisseur du manchon. Cette remarque s’étend à toutes 
les sections fermées minces. 
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le système de flèches de la figure 20 a (les valeurs nulles se déduisent de 
considérations de symétrie). 

Calculons la contrainte t max (sur l’axe xx) : 

I = - R 3 e R=rayon moyen ; | Ji faible, voir Planche 2 J 



W = section abcd. ■ 8 = — =R 2 e 


2 JT 

d’où 

, T W rp R 2 e _ I 

tir.ax — T A 9 il 

I r jt R 3 e* JT Re 

soit 

C) rp 

avec D=diamètre moyen. 

t: De 


Si l’on avait calculé t en divisant T par la section de l’anneau, on aurait 
obtenu : 

T _ __T 

V rr De ' 




La contrainte maximum est donc deux fois plus grande que la con¬ 
trainte moyenne de cisaillement simple. 



3.742 Section carrée (fig .20 b). — L’allure de répartition des con¬ 
traintes de ^cisaillement, est schématisée sui* la figure 20 b. 

Moment d’inertie : 


2_e Cf 
12 


+ 2 Ce 


& 

4 


I cv - 


Les contraintes sont nulles sur l’axe de flexion (par suite de la symétrie). 
Contrainte aux angles : 

t l = -ï — 1 avec W l =m t stat. abcd= e ^ 

e ~ * 


f ,= - T - 


3 C 2 e 


8 _T^ 
3 Ce 


d’où 


4 ■ 2 C 3 e 
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JL Wa 

I e 

avec W 2 =W,+ £ e SL = Ç^e Çfe_ _ 3 
2 4 4 8 8 

= _T 3 C»e • 3 9 T 
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'•mu — 


- 7 __ _ - - 9 T Q T t 

e 8 • 2 C 3 e 16 Ce “ 4 Tel = 4 S* = 2,25 S 


teS/° Ù ~de 

P 8r RSX - ^ant T 

Le calcul ^SS55nÎ2ÏÏSSSt dL ‘2^*“.* ^ Se “ ions *■*«■ - 
droites des poutres fléchies peut se conduiTe^utilS* SUr les .. seotions 

mtéressante dite de « hauteuZguZZeZaTai^ZTo^ ^ Uh% 

e te hauteur Z se définit simplement en partant de la formule : 


tn;ax— 


et en posant : 


thaï — 


T W, 
I l 
T 


mai 


Zl 


lant au cisaülement^imple P ° mb du Centre de S r *vité) ^avail- 


On trouve directement 


Z = 


w 


avec : 


max 


I moment d'inertie de la section autour de l'axe d’inertie de flexion 

stSsTC^êmeXé fer " C6t a “ d ’ in ° rti6) d6S élé ™ nte 

Applications. - a) Section rectangulaire (flg. 17 a ci-dessus, § 3.631) 


i= J>LL w _ bh h 
12 -~-- 


bh.* 

8 


d’où 


On retrouve bien : 


Z= 8 b h3 _ 2 , 
. 12 bh* ~ 3 


tmax — 


Zb 

6) Section en I (fig. 19 c) 
t h3 l e'h , 

r “ v(-r +be 


3 T = ± T 
2 bh 2 S 


(§ 3.631). 


W 


d’où 


Z=h 


max 

e'h 

6 


_ h ! e'h . 

~ T ("T +be 

+ be 


(§ 3.732) 


e'h 


-+ be 
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On retrouve : 




Zc' 


e'h 

_T_ 4 
he' e'h 
0 


+ be 


+ be 


Notons que, dans ce cas, Z est d’autant plus voisin de h que le rapport 
e'/h est. faible (voir ci-après paragraphe 7.), 


3.76 Déformation des sections droites. 

que la propagation du glissement longitudi¬ 
nal donne lieu à un gauchissement des plans 
des sections droites. 

Elles affectent, après déformation, l’al¬ 
lure schématisée par la figure 21 (déforma¬ 
tions élastiques). 

Les sections restent normales au con- 


On conçoit physiquement 



tour extérieur déformé, mais font avec la couche neutre un angle 6 différent 


de 90°= -y. 0n démontre que cet angle a pour valeur : 

a k GZ1 

avec G=module d’élasticité longitudinal, Z = hauteur équivalente définie 
au paragraphe précédent et l = largeur de la section au niveau de 1 axe 

neutre. . 

C’est cette déformation qui donne lieu aux flèches de cisaillement qui 
s’ajoutent à celles de la flexion proprement dite (voir chap. X). 

Remarque. — Cette considération semble en désaccord avec notre hypo¬ 
thèse de flexion plane, mais il convient do remarquer que, d’après le principe 
de la superposition des effets élastiques, les formules de résistance en flexion 
pure restent valables et que nous n’avons pas eu à faire appel aux défor¬ 
mations pour obtenir celles du glissement. 

D'autre part, la différence (y —o ) est toujours très faible. En effet, 
supposons une poutre en duralumin pour laquelle 

< u ,ax= J, =h> kg/mm 2 . (1) 

Zit 


On a 


G=2700 kg/mm 2 


d’où 


£_ 0 = T = _ 10 =3,7 • 10 - 3 radian 

2 GZi 2700 

= 0,21 degré. 


3.8 CORRECTIONS DUES AUX VARIATIONS DES SECTIONS DROITES LE 
LONG DES POUTRES FLECHIES. 

3.80 Position du problème. — Nous avons, implicitement, supposé 
dans les démonstrations précédentes que les sections droites des poutres 
étudiées étaient de dimensions identiques tout le long de ces poutres. Cepen¬ 
dant, la plupart des poutres sont réalisées avec des sections évolutives, ce qui 
entraîne quelques corrections à apporter aux formules precedentes. Nous 


1 . _ Valeur maximum courante, par suite de considération de stabilité. 
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poutres^cf’estrà-dîr*d^ hTvariation^fi^iwi ''* mnation d ° h ^ur ^ 
aux efforts tranchants. Var,atlon de Ia dimension comptée parallèlement 

rmSssu^stssir '°"‘ m ““ *» ai ""» * 

évolutifs ““^0^ P ° Utre de sections *«*• 



Considérons une section S (de forme auelecvncmA u n lu . v 
qnés nn effort tranchant T et 1 momcrtTécSmV ' I ' le "' î ”* aPPl ‘ 

mtïnS' d après le paragraphe 3.7S, que la hauteur de la poutr, 
définie par ™ e Clsaillem<mt ' 86 à une hauteur équivalent! î 

I 


z= 


w 


mai 


4 -5ifc •• *"«fc 

I, et II étant les moments d’inertie respectifs (par rapport à l’axe neutreVde. 
Pc ties de la section situées au-dessus et au-dessous de cet axe neutre 1 

dirigées P su U ivant S OP° eï ^ Va,ente à *»"* longitudinale* équivalente. 

à la teLn D q C ° o !; P " Si “ 0n , d ? e,für,S ' - Le fléchissant M appliqua 

flexion) équivalent a un couple de composantes (composantes de 

TJ. _ M 

^ x — ~?r~ ■ 


muni.' CeS d6UX ParUeS ° nt ’ 0ar définition de G ’ m ® me moment statique W max 
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Mais, en réalité, ces composantes sont transmises selon les directions 
dos libres concentrées équivalentes, d'où les deux décompositions de forces 
indiquées sur la ligure 22. 

On obtient, en désignant par a } et a 2 les angles formés par les fibres 
équivalentes 01\ et OP 2 avec la couche neutre : 

F F 

suivant les fibres équivalentes : F, =-et F 2 =- 

cos aj cos 

suivant la section S : f, = F tg et / 2 =F tg * 2 

3.83 Correction d’efforts normaux. — Les composantes F. et F 2 sont 
très peu différentes de F car les angles ai et a 2 étant toujours très faibles 
leurs cosinus sont très voisins de 1. 

Il n’y a donc pas lieu, industriellement, de corriger les contraintes nor¬ 
males de flexion 1 . 

3.84 Correction d’effort tranchant. — Par contre les composantes /i et 
/ 2 ne sont généralement pas négligeables vis-à-vis de T, car les composantes 
de flexion F ont une valeur très grande (vis-à-vis de T) pour les poutres 
longues que l’on considère habituellement. Ces composantes /1 et / 2 sont tou¬ 
jours de même sens et leur somme représente la part d’effort tranchant qui a 
été directement équilibrée par les « fibres longitudinales » par suite de leur 
convergence (sans faire appel au cisaillement). 

Cette part d’effort tranchant appelée « effort tranchant correcteur » a 
pour valeur : 

T"=A + / , 2 = F (tg a^tg x 2 ) = M. (tga x + tga,). 

Il reste donc à transmettre par cisaillement un « effort tranchant cor¬ 
rigé » - 


T'=T- ~ (tg + tg x 2 ). 

Jla 


C’est cet effort tranchant corrigé qu’il y a lieu de considérer pour tous 
lès calculs au cisaillement. 

Expression simplifiée. — Les angles a x et a 2 sont toujours, dans la 
pratique, suffisamment faibles pour que l’on puisse admettre 

tg aj + tg a 2 = tg a. (tig- 22) 

En posant b = tga = coefficient de convergence total de la poutre 
(poutre équivalente), on obtient : 


M 

T' = T — k 


Effort tranchant réduit. — Pour les poutres industrielles courantes, dont 
la hauteur augmente dans le même sens que le moment fléchissant, T et M 
ont des sens relatifs tels que ceux indiqués sur la figure 22. L’effort tran- 


1. — Cette approximation est d'autant plus justifiée que le calcul des moments 
d’inertie est généralement exécuté avec les sections droites réelles des différents 
éléments constituant la section d’ensemble et non avec les sections de ces éléments 
projetées sur le plan de coupure S. 
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chant correcteur T" est donc de sens contraire à T et il lui est, généralement, 
inférieur. 

11 en résulte que l’effort tranchant corrigé T' = T — T" conserve, géné¬ 
ralement, le sens de T et lui est inférieur. 

C’est pourquoi l’on appelle T' l’effort tranchant réduit et T" l’effort 
tranchant réducteur. 


3.85 Cas particuliers. 

3.851 Effort tranchant réduit nul. — Supposons que l’effort tranchant 
brut T soit produit par une force unique T appliquée au point de concours 
O des fibres équivalentes (voir fig. 22 et 23 a). 

Cet effort se décompose alors directement suivant les directions de ces 
fibres qui assurent, à elles seules, sa transmission sans donner lieu à aucun 
cisaillement de la poutre (analogie avec un système triangulé). 





de O 


On a d’ailleurs dans une section S quelconque située à une distance d 


M = T d 


On a, de plus 


et lg«.-f 


d’où 
et donc 


tga, + tg a 2 = - A - 

T"_ M Ho n i ter -r \ — ^ Z _rp 

T =(tga. + tg =T. 


On retrouve donc bien un effort tranchant réduit 

T'=T—T" = 0. 


Remarque. — Au lieu de considérer une force unique, nous aurions pu 
considérer un système de forces dont la résultante R était équivalente à T. 

3.852 Relations entre T et T'. — a) Quand la résultante R est com¬ 
prise entre O et S, T" est inférieur à T et donc T' conserve le signe de T. 

h) Quand la résultante R est extérieure à l’intervalle O — S (cas d’une 
poutre chargée par un couple à son extrémité par exemple), T" est supérieur 
à T et donc T' a le signe contraire de T. 

c) Il peut arriver que l’effort tranchant corrigé soit supérieur à l’effort 
tranchant brut T. Il suffirait, par exemple, sur la figure,22 d’inverser les 
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sens relatifs de T et de M. Ce phénomène se produit sur les longerons d'aile 
dans certains cas de calculs. 

3.86 Cas des poutres à foyer d’homothétie variable. — Une poutre à 
arêtes non rectilignes du genre de celle schématisée par la figure 23 b peut 
présenter des foyers d’homothétie variables pour chaque section (points O 

et O 7 pour les sections S et S'). ,. . 

Les formules ci-dessus restent encore entièrement valables, à condition 
toutefois de mesurer, pour chaque section considérée, les angles, ai et a 2 par 
rapport aux tangentes , au niveau de ces sections, aux fibres équivalentes. 

On obtient alors, si l’on utilise l’expression simplifiée, un coelficient de 
convergence h variable le long de la poutre h 

4. THÉORIE DE LA FLEXION PLANE DES POUTRES COURBES 


4.1 GENERALITES. 

Nous n’avons considéré, jusqu’à présent, que des poutres ayant un axe 
longitudinal rectiligne avant déformation. 

Dans le cas contraire, les poutres prennent le nom de poutres courbes 

ou arcs. . . . 

Les formules précédemment établies ne s appliquent plus, en toute ri¬ 
gueur, à ces poutres. , , „ , . , .... 

Nous nous limiterons ci-après à donner le résultat auquel on aboutit 
en ce qui concerne la formule de résistance en flexion proprement dite c est- 
à-diro celle donnant les contraintes normales engendrées par le moment flé¬ 


chissant. 

Nous examinerons 
théorie. 


ensuite les conclusions pratiques à tirer de cette 


4.2 EFFORTS APPLIQUES AUX SECTIONS DES POUTRES EN ARC. 
Contrairement aux poutres rectilignes, les poutres en arc, ne peuvent 
être’soumises à un système de flexion simple ^c’est-à-dire ne comportant 
qu’un moment fléchissant et un effort tranchant 2 . 



Considérons, en effet, l’arc encastré de la figure 24 a dans lequel les 


1. _Ce type de poutres concerne, en particulier, les fuselages-coques. Nous 

verrons au chapitre XXII, lors de leur étude, des expressions simples permettant le 
calcul de T'. 

2. — On peut cependant imaginer le cas d’un arc soumis à un moment M constant 
sans efforts tranchant et normal, comme c’est le cas de la figure 24 b où l’on a 
M=Fd—constante pour toutes les sections. On obtient ainsi un phénomène ana¬ 
logue à la flexion circulaire des poutres rectilignes. 
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charges appliquées a droite d une section S (normale à la fibre moyenne) 
admettent pour résultante la force R. Cette section est soumise à : 

un moment fléchissant M=Rrf, 
un effort tranchant T= R cos a, 
un effort normal N=R sin a. 

Cet effort normal ne peut être nul pour toutes les sections admettant R 
pour résultante extérieure puisque l’angle a varie le long de l’arc. 

4.3 EQUATION DE RÉSISTANCE. 

4.31 Conditions d’établissement (fig. 2o). 
— Cette équation s’établit, comme celle des 
poutres droites, en envisageant un élé¬ 
ment de poutre de longueur curviligne M 
où le rayon de courbure moyen 1 de l’arc a 
une valeur R (c’est-à-dire où une circonférence 
de rayon R se confond avec la ligne moyenne 
de cet élément avant déformation). 

On considère ensuite les déformations de 
rotation et de translation dè cet élément dues 
respectivement à M et N qui coexistent dans 
le cas général comme nous l’avons vu ci-des¬ 
sus. La différence essentielle entre les résultats 
obtenus provient du fait que les longueurs ini¬ 
tiales et par suite les allongements relatifs des 
différentes fibres ne sont plus des constantes 
comme dans le cas des poutres rectilignes 
(§ 3.212). • 

4.32 Formule. — On aboutit à la formule suivante donnant la con¬ 
trainte normale de flexion composée en un point d’une section de surface S 
de moment d’inertie I (par rapport à l’axe d’inertie normal au plan de 
flexion) situé à une distance v de la fibre moyenne dont le rayon de courbure 
au point considéré est R : 



N M _M _ y_ 

S SR + AR R + r 


Dans cette expression, A est une constante de section définie par la rela¬ 
tion 

A = 2 AS (voir ci-après § 4.34) 

où AS = surface de chaque élément infiniment petit composant la section S. 
Le terme A est donc de la dimension d’une surface c’est-à-dire L 2 . 

4.33 Conventions de signes. — L’expression de cette formule suppose 
les conventions de signes suivantes que nous exposons, comme au para¬ 
graphe 3.227, sous une forme physique. 


!• —• Le rayon de courbure en un point d’un arc est la limite de ce rayon R quand 
l’élément Al devient infiniment petit. 

2 - — Dans le cas où l’effort normal N est nul (fig. 24 b par exemple) le premier 
terme disparaît seul. 
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Les deux premiers termës sont de mêmes signes si : 

N tend, à raccourcir l’élément de poutre (compression) 
et M tend à diminuer sa courbure 

ou inversement si : ' 

N tend à allonger l’élément (traction) 
et M tend à accroître sa courbure. » 

Ils sont de signes inverses pour les deux autres combinaisons d’effets. 
Le signe du dernier terme est relié directement à celui de N en obser¬ 
vant si la fibre considérée (valeur de v ) est tendue ou comprimée par le mo¬ 
ment M, ce qu’il est toujours possible de constater en un point de la poutre 
(§ 3.227). Cette observation revient à adopter un sens positif pour v (au- 
dessus ou au-dessous de la ligne moyenne). 


4.34 Variation des contraintes le long d’une même section droite. — 

Les deux premiers termes de la formule donnent des contraintes normales: 




qui sont constantes pour une même section (traction ou compression simples). 

Le dernier terme qui représente « l’effet de flexion » proprement dit 
donna une contrainte 

n = M v 
3 AR B.+v 

qui varie, pour une même section, comme, le deuxième membre du produit, 
(le premier membre est une constante de section pour une valeur donnée 
de M). 

Cette variation n’est plus linéaire comme dans le cas des poutres droites, 
mais hyperbolique. 

La contrainte n s croît plus vite du côté le plus près du centre de cour¬ 
bure. 

La figure 26 (où nous avons adopté des signes arbitraires) donne l’image 
de variation et de combinaison de ces trois contraintes partielles. 



Fig. 26. 


de cette variation. — 


Quand le rapport 
est faible, la contrainte n 3 croît très vite du côté 


4.33 Conséquences 

R rayon de courbure 
h hauteur 

du centre de courbure. En particulier, si l’on considère une poutre présen¬ 
tant un angle rentrant elle peut, en ce point, s’assimiler à un arc de rayon 
nul et la contrainte élastique devient alors infinie. C’est une explication du 



240 


RÉSISTANCE DES MATERIAUX 


Chap. IX 


phénomène d’amorce de rupture créé par un angle vif (fig. 27 a). Il y a 
toujours lieu d’arrondir les angles rentrants des pièces fléchies (fig. 27 b). 



Fig. 27. 


4.4 DETERMINATION DE LA CONSTANTE DE SECTION A. 
Nous avons posé ci-dessus : 



v 

R+u 


AS 


Le calcul de .cette « constante de section » peut s’opérer soit graphique¬ 
ment, soit algébriquement. Nous ne donnerons, dans cette dernière méthode 
que quelques cas particuliers simples. 


4.41 Méthode graphique. — Considérons (fig. 28), dans une pièce 
courbe ayant un plan de symétrie (nécessaire pour qu’on soit en" flexion 
plane) une section droite S. Soit G son centre de gravité et O le centre de 
courbure de la pièce au droit de la section considérée. Découpons la section 
en tranches élémentaires perpendiculaires à l’axe de symétrie OG de la 
section. Soit AA' une telle tranche de largeur l, d’épaisseur très petite Av 
situee a la distance v du centre de gravité G pris comme origine des abscisses. 

L’aire de la tranche est 



Fig. 28. 


AS = i Av . 

Joignons AO et menons par G la pa¬ 
rallèle à OA qui coupe AA' en M. En consi¬ 
dérant les triangles semblables GHM et 
OHA, nous pouvons écrire 

MH _ GH _ GH 
AH OH OG+GH 

soit 

MH _ y 
_l R+’ü 
2 

d’où 

2 MH=1-=mXË 
R + d 

en appelant M'le symétrique de M par rap¬ 
port à OG. 

L’aire partielle de la tranche limitée 
par CDG'D' est égale à 

As =MM' Av =— l Av= — AS. 

R + ï R + d 

Si nous construisons les points M et M' 
pour un grand nombre de tranches élémen¬ 
taires telles que AA', nous obtiendrons une 
courbe C, lieu de M et M'. 
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L’aire totale comprise à l’intérieur de cette courbe C est la somme des 
aires As ci-dessus, soit 

y — as=a 

—* R + v 

c’est-à-dire la constante cherchée. 

La courbe G affecte généralement l’allure d’un huit dissymétrique par 
rapport a G. Le terme A est donné par la différence des aires s, et s 2 des deux 
boucles, car le signe de v varie de part et d’autre de l’axe d’inertie xx : 

A = S X — «2- 

4.42 Valeurs algébriques de A pour quelques sections simples. 

4.421 Section rectangulaire de largeur b, hauteur h avec R > — 

ri i !. i « ..... . ' • “ 

A = 


n 

f >l \ 


' k 

V 4 - 1 

i h v i 

1 3 

\ 2 R j 

\ 2 R 

). + T 

\2~R- ) .| 


On peut pratiquement se limiter aux deux premiers termes ce qui donne 
en effectuant, la valeur approchée : * ’ 


A=JU^ + 4hî_ =I 


12 R 2 80 R 4 


R 2 


+ 0,15 


h 

R a 


bh 3 


en posant.1= —— = moment d’inertie autour de l’axe de flexion. 


4.422 Section circulaire de rayon r. 


r i 

( r \* 1 

1 r ’ 

\* 5 , 


1 4 

\"ÏT j 

( R , 

) 1 64 1 

. Bf) + .| 


soit, en se limitant également aux deux premiers termes : 

=1 r_\*] 

L R 2 2 \ R 2 j J 


trr* n r a 


4 R 2 8 R 4 


avec 1 = momenf d’inertie = 


rr r x 
■ 4 


4.423 Section elliptique de largeur b et de hauteur h. 


irb h 




h 


2 R 


h 

64 \ 2 R 


; + —- 


soit, en se limitant aux deux premiers termes 
A = 


*b h 3 nb h 
64 R 2 ' 512 R 


t =! [4r +0 ’ 125 


h \* 
R 2 


4.5 REMARQUES CONCERNANT LA FORMULE DE 
RESISTANCE DES POUTRES COURBES. 

4.51 Application classique. — La formule de résis¬ 
tance des pièces courbes est surtout utilisée pour cal¬ 
culer des crochets de grue (voir fig. 29). On se trouve 
dans le cas particulier d’une charge P concentrée au 
centre do courbure. Dans la section AA' normale à la 
charge le moment fléchissant est 

M=—PR 

(P et M étant de signes contraires puisque P=N tend à 
allonger et M à déplier). 

P. Vall.\t. — Résistance des Matériaux 
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Quand R devient très grand vis-à-vis de v, le rapport-^- tend vers 0 et 
à la limite (poutre droite) : 

AR=-^AS=-— 

R R 

(car I = 2n 2 AS = moment d’inertie autour de l’axe de flexion). 

Le troisième terme devient donc 


_M v 

i r+T 
R 


MR 


R 1 + 


R 


M 

i" 


1 + 


v 

P 


soit à la limite : 


M 

- V. 


On retrouve bien la formule de flexion composée des poutres rectilignes 


n = 


N 

S 


-— v 


(le signe négatif provenant ici de la convention de signes entre M et N). 

4.53 Conseil pratique. — La formule de flexion des poutres courbes 
donne, en réalité, des résultats peu différents de la formule classique des 
poutres droites quand les pièces à calculer ont un rayon de courbure impor¬ 
tant relativement à leur hauteur. . , . 

On trouve ainsi, pour une section rectangulaire, un écart n atteignant 
pas 5 % quand le rayon de courbure est égal à dix fois la hauteur et cet 
écart diminue très rapidement quand le rapport 

JL = rayon de courbure augmen te. 
h hauteur 
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Donc ’ en pratique, on réservera la formule pour les pièces 1res courbes : 
pai' exemple H < ü/i, et on calculera les pièces courbes courantes (arcs, cou¬ 
ples de fuselage par exemple) par les formules usuelles de la flexion plane 
des pièces droites. ' 


4.6 CISAILLEMENT DES POUTRES COURBES FLECHIES. 

La formule exacte donnant la contrainte de glissement longitudinal le 
long des poutres courbes fléchies et cisaillées ne peut s’exprimer sous une 
forme simple, comme dans le cas des poutres rectilignes. 

L erieur commise en utilisant les formules relatives aux poutres recti¬ 
lignes devient négligeable quand le rapport devient supérieur à B, ce qui 

est le cas de la plupart dos éléments courbes rencontrés en construction. Il y 
a donc lieu, dans la pratique, de généraliser ces formules au cas des poutres 
en arc. 


4.7 DEFORMATION DES POUTRES COURBES FLÉCHIES. 

Nous donnerons au chapitre suivant des méthodes générales (déduites 
du potentiel élastique interne) qui permettent le calcul des flèches de flexion 
dos poutres rectilignes et donnent une approximation suffisante dans le cas 
des poutres courbes. 


5. DÉTERMINATION DES EFFORTS APPLIQUÉS 
AUX SECTIONS DROITES DES POUTRES FLÉCHIES 

5.0 POSITION DU PROBLÈME. 

Les expressions-auxquelles nous avons abouti dans les théories ci-dessus 
supposent toujours connus les efforts internes appliqués aux différentes sec¬ 
tions droites des poutres étudiées. 

. Ces efforts peuvent comprendre au maximum, ainsi que nous l’avons vu 
d-dessus : un effort tranchant T, un moment fléchissant M et un effort nor¬ 
mal N. " 

Le premier travail à effectuer est donc toujours celui de la recherche de 
ces sollicitations, ce qui revient industriellement à déterminer leurs courbes 
dv variation le long de l’élément étudié, voir notes 1 et 2 . Nous avons 
déjà donné au chapitre V, paragraphe L, les principes généraux de défini¬ 
tion de ces efforts internes et nous avons effectué Planche 10 une application 
numérique concernant leur recherche clans le cas d’un système à trois di¬ 
mensions. 

Nous résumons ci-dessous les différentes méthodes qui peuvent être 
utilisées dans le cas des poutres planes isoslatiques. 

Nous rappelons qu’il y a lieu, avant toute chose, d’effectuer Véquilibre 
statique extérieur du système étudié (chap. III) 3 . 


1. — Il n'est pas toujours nécessaire de connaître les efforts appliqués à toutes les 
sections ni donc d’en construire leur variation. En particulier, pour une poutre de 
section constante, il suffit de connaître les valeurs maxima de ces efforts qui définis¬ 
sent 1 emplacement d’une section dangereuse. 


2. Ces courbes peuvent englober l’influence de plusieurs cas de calculs. Elles 
prennent alors le nom de courbes enveloppes des sollicitations appliquées. C’est tou¬ 
jours en partant de ces courbes que l’on établit un dimensionnement d’égale résis¬ 
tance (c’est-à-dire de poids minimum) des éléments étudiés. 

3. — On peut se dispenser d’effectuer cet équilibre externe préalable dans le seul 
cas des poutres-consoles encastrées à une extrémité. Effectuer alors le cheminement 
de l’extrémité libre vers l’encastrement. 
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On se donne ensuit© un sens de cheminement arbitraire duquel dépen¬ 
dront les signes des efforts trouvés (chap. Y, § 1.2). 

Il y a lieu également de n’envisager que des sections perpendiculaires 
à la libre moyenne de la poutre, c’est-à-dire des sections droites de cette 
poutre. 

Nous aurons à envisager différentes méthodes selon que les charges 
appliquées sont concentrées ou réparties. 

5.1 DETERMINATION DES EFFORTS TRANCHANTS. 

5.11 Charges concentrées. — Envisager une section à l’aplomb de 
chaque charge. On obtient au niveau de chacune de ces sections d’introduc¬ 
tion de charges, deux valeurs d’effort tranchant différant entre elles de la 
projection de la charge introduite, ce qui donne une « courbe représentative 
en escalier » : Voir planche 10 et figure 30. 

Remarque. — Dans le cas d’une poutre courbe, on opère de meme eu 
projetant sur le plan de chaque section la résultante des charges agissant 
d'un même côte de cette section. Il y a lieu généralement d’envisager des 
sections intermédiaires pour obtenir par points la courbe représentative de 
T qui dépend do la forme de l’arc et se trace en portant en abscisses le déve¬ 
loppement sur une droite de la ligne moyenne de cet arc. 


Moniale encastrez 


Poutre sur deux appuis 



Y A*. 




Sens de 'cheminement 


Sens de cheminement 



l _ A 


FiG. 30. 



5.12 Charges réparties. 

5.121 Méthode algébrique. — Nous avons vu au paragraphe 2.2 ci- 
dessus que T était relié à l’ordonnée de charge eu un point par la relation 


On a donc dans une section d’abscisse x : 

T = / pdx+C. 

J O 

La constante C représente l’effort tranchant à l’origine .des abscisses x 
considérées, c’est-à-dire la réaction d’un appui extrême, par exemple. 

Cette méthode est à conseiller quand p s’exprime lui-même par une 
relation simple en fonction de x. 
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La figure 31 a représente le cas d’une charge p = constante (charge 
uniformément répartie) agissant sur une poutre rectiligne sur deux appuis. 
On a alors 

T =px + R a (variation linéaire). 



5.122 Méthode graphique. — Partant de la ligne de charge p tracée 
le long de la poutre on peut obtenir T par intégration graphique de cette 
courbe (chap. IV, § 8.) en ayant soin de tenir compte de la constante de 
départ (ou des décalages) due aux réactions d’appuis initialement calculées. 

5.123 Méthode mixte. 11 est généralement suffisant d’obtenir la 
variation de T en calculant sa valeur par points, ce qui se fait en intégrant 
par parties l’aire délimitée par la ligne de charge (évaluation de surfaces 
partielles assimilées à des surfaces simples équivalentes). 

Dans l’exemple de la Planche 7 on obtiendrait ainsi la valeur de T 
à la limite extrême de chacun des intervalles considérés pu additionnant 
simplement les charges concentrées équivalentes (ayant servi au calcul de M) 
situées d’un même côté de cette limite '. 

C’est pratiquement la méthode la plus utilisée dans le cas de charges 
quelconques. 

5.2 DETERMINATION DES MOMENTS FLÉCHISSANTS. 

5.21 Méthodes graphiques. — Nous avons vu au chapitre IV, para¬ 
graphe 6., que la statique graphique permettait d’obtenir d’une façon géné¬ 
rale les courbes représentatives de M le long des poutres droites dans le 
cas de charges concentrées ou réparties normales à la direction de la 
poutre 1 2 . Cette méthode est à conseiller dans tous les^ cas de systèmes de 
charges compliqués (grand nombre de charges concentrées ou charges répar¬ 
ties de variations quelconques), voir figures du chapitre IV, paragraphe 6. 

q\j PJ’CLTtchc 

On peut également si l’on a déterminé la courbe de T obtenir celle de M 
par intégration graphique de cette courbe. Cette méthode est également à 
conseiller quand la variation de T suit une loi non simple 3 4 V 

1 . _ Le lecteur aura intérêt à tracer par points cette courbe T et à vérifier ainsi 

qu’elle s’annule bien au niveau dé M max, 

2. — Ces méthodes peuvent se généraliser aux poutres droites chargées obliquement 
à condition d’y faire intervenir les projections normales des efforts appliquées aux 
points de rencontre de leurs lignes d’action avec l’axe de la poutre. 

3 . _ Cas de charges réparties quelconques, par exemple, où M peut s’obtenir par 

double intégration graphique de la ligne de charges réparties. 

4 . _ n est à signaler qu’il existe des appareils dits intégrateurs multiples qui per¬ 

mettent, dans ce cas, d’obtenir par simple opération de planimétrage la valeur de M 
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5.22 Méthodes algébriques. 

5.221 Chai g es concentrées . On calcule alors M par points au niveau 
de chaque section d’introduction de charge. Dans le cas des poutres droites , 
la variation de M est linéaire dans l’intervalle : voir Planche 7. 

Dans le cas des arcs l’allure de variation se modifie par suite de 
1 accroissement non linéaire des bras do leviers dû h la forme courbe. On a 
alors interet a utiliser une méthode mixte (voir ci-dessous). 

t ,• 5,22 v r Chai y es réparties. — Quand la variation do p est simple on 
obtient M par double intégration de la fonction p c’est-à-dire par intégra¬ 
tion de la fonction T. 6 

Exemple : 

p = constante : T =px + G ; M= |r ar-f Cx + G . 

2i 

G ^effort tranchant à l’origine des abscisses (réaction d’un appui par 
exemple) et G = moment à cette origine. La variation de M est parabolique 

Voir egalement, Planche 48, le cas d’une variation linéaire de p qui 
donne une fonction M du troisième degré (parabole cubique). 

Cette méthode n est pratiquement applicable qu’aux poutres rectilignes.. 

5.23 Méthodes mixtes.—Pour les poutres droites on peut planimétrer 
perr tranches les aires délimitées par les courbes d’efforts tranchants et 
obtenir ainsi par points (aux limites extrêmes de ces tranches) les valeurs 
de M. 

, Pour les poutres courbes on a intérêt à construire graphiquement les 
résultantes partielles R. des efforts agissant d’un même côté des sections 
droites envisagées et à mesurer leurs bras de levier d par rapport à ces 
sections, d’où 

M=R • d. 

C est la méthode que nous utiliserons pour le calcul des couples de 
luselages-coques (voir chap. XXII ). 

5.3 DETERMINATION DES EFFORTS NORMAUX. 

Le calcul des efforts normaux s’opère d’une façon analogue au calcul 
des piloris tranchants en envisageant cette fois les projections des forces 
appliquées normales aux sections droites envisagées. On obtient, généra¬ 
lement, la courbe par points. 

Voir Planche 40 et figure 32. 

•Sens de cheminement 



en un point de référence donné, matérialisé généralement par la position d'une règle 
figurant un axe par rapport auquel on obtient directement les moments statiques des 
surfaces. On construit ainsi par points la courbe M. Ces appareils permettent égale¬ 
ment, généralement, la lecture directe, sur un troisième cadran, des moments d’inertie 
des surfaces. 
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5.4 CAS PARTICULIER DE CHARGES APPLIQUÉES MOBILES 

Nous avons dit ci-dessus qu’il y avait lieu souvent de considérer des 
courbes envelop-pes des sollicitations diverses appliquées aux différentes 
sections. 

Un cas particulier rencontré industriellement lors de l’étude des ponts, 
portiques, ponts roulants, etc... est celui de charges mobiles le long de 
l’élément étudié (passage d’un véhicule de poids donné sur un pont, par 
exemple). On désigne généralement ce problème par l’étude des charges 
roulantes. 

Nous nous contenterons ici de signaler que cette étude, qui se trouve 
dans la plupart des manuels industriels ou scolaires courants, donne lieu 
au tracé de lignes d influence (courbes enveloppes relatives à une même 
charge) des efforts tranchants et moments fléchissants le long des poutres 
étudiées. 

5.5 FORMULAIRE RESUME DES PRINCIPAUX CAS DE FLEXION DES 
POUTRES DROITES ISOSTATIQUES. 

Nous donnons, Planche 17, deux tableaux résumant les efforts appli¬ 
qués le long de quelques poutres droites isostatiques soumises à des sys¬ 
tèmes de charges fréquemment rencontré en pratique. 

Nous y avons également indiqué les flèches de flexion calculées selon 
les méthodes exposées au chapitre X. 

Nous donnerons ultérieurement un tableau analogue pour les poutres 
hyperslatiques (chap. XVIII). 


G. CALCUL DES SECTIONS DES POUTRES FLÉCHIES 


Nous entendons par « calcul des sections » soit le dimensionnement de 
ces sections, c’ést-à-dire la détermination des dimensions minima qu’elles 
doivent avoir pour résister aux efforts qui leur sont appliqués, soit la déter¬ 
mination des contraintes subies dans une section de dimensions données, ces 
contraintes devant être inférieures aux contraintes maxima admissibles. 
Nous donnons ci-dessous quelques généralités au sujet de ces calculs. 


6.1 CONDITIONS. 

Nous avons deux conditions de résistance à vérifier : 
Condition de résistance aux contraintes normales : 


n= — + — \ 7 <n ca ou n ta 



Condition de résistance aux contraintes tangentielhs (glissement) : 


■n ta étant la contrainte, maximum admissible en traction ; 

?ï C(I étant la contrainte maximum-admissible en compression ; 
t a étant la contrainte maximum admissible au cisaillement. 


(i.2 SECTIONS SYMETRIQUES ET MASSIVES. 

Ce sont des sections rectangulaires, circulaires, elliptiques, etc... 

Il suffit, en général, de vérifier la première condition car la contrainte 
de glissement est négligeable devant la contrainte normale. 


1 . — Pour les métaux usuels laminés ou étirés A a =0,5 n,„ (Voir Chap. VIII, § 5.1). 
La contrainte n ra est très souvent limitée par des considérations d’instabilité générale 
ou locale (Chap. XVI et XIX). 
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(voir’fm ITaZt d ° l0 ? g " eur L Chargée en bout P» ™e force P 

k ug. oo a) et soient b et h son épaisseur et sa hauteur. 


1= bh3 I _ bh 2 

12 ’ v 6 ' 

La contrainte normale est maximum à l'encastrement, soit : 

n= - M - = 6 FL 

I/V bh 2 ' «; 

La contrainte tangentielle est maximum sur l’axe neutre, soit . 

t = T W _ 3_ 

I b 2 6ft 



Fig. 33. 


Comme < a =0,5 n a , pour que la contrai] 
derante, il faut que t soit supérieur à la moi 
Prenons le cas limite 


de glissement, soit prép on¬ 
de la contrainte de flexion. 


ce qui nous donne 


ou, en simplifiant 



_3 _F_ __ _1_ 6 FL 
2 bh 2 bh . 2 



(fig. 33 b). 


La condition de cisaillement sera prédominante si 


L < 


h_ 

2 


qU6 ?< ° as ne corres P ond Pas à celui des poutres étudiées en 
dTLtTauC^ ^ ° nt t0Uj0 - « longueur i^por" 

la conZion TœTtZTZlu Z™ ^ ^ de 

6.3 SECTIONS AMINCIES. 

Les fibres les plus fatiguées en flexion étant les plus éloignées de l’axe 
nentre - on e st ™m«iatement conduit, si l'on cherche à obtenir un po£ 

au chapitre XII. ^ PlUS d ® mêmG P ° Ur leS P ° Utres en bois ’ ainsi nous le verrons 
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minimum h concentrer la matière dans ces régions extrêmes, en laissant 
au centre juste ce qui est nécessaire pour transmettre le cisaillement L 

On arrive ainsi aux sections en poutrelles utilisées dans la charpente 
métallique courante et aux sections à âmes minces utilisées d’une façon 
générale en construction aéronautique. Les parties extrêmes prennent alors 
le nom de semelles. Il y a alors lieu, pour ces sections, de vérifier la tenue 
au cisaillement de l ame 1 2 conjointement à la vérification des semelles aux 
contraintes normales. 

Cette vérification peut s’opérer par les formules générales ou par les 
formules simplifiées données au paragraphe suivant. 


7. CALCUL DE DIMENSIONNEMENT RAPIDE 
D’UN LONGERON A AME MINCE 

7.1 DONNÉES. 

Nous nous placerons dans le cas simple d'un longeron à deux semelles 
de sections rectangulaires pour lesquelles les contraintes normales admis¬ 
sibles en traction et en compression sont identiques (pas de limitation due 
au flambage ; c’est le cas général des semelles de sections massives telles que 
celles d’un monolongeron de voilure par exemple). 

Nous supposerons, de plus, qu’il n’existe pas d’effort, normal N appré¬ 
ciable vis-à-vis du moment fléchissant M. 

Nous sommes ainsi conduits à dimensionner deux semelles de sections 
égales c’est-à-dire d’épaisseurs égales. 

Les principes de calcul exposés ci-après seront concrétisés par une 
application numérique (§ 7.4). 

7.2 DIMENSIONNEMENT DES SEMELLES. 

Désignons (fig. 34) par II la hauteur extérieure connue du longeron, 
par b la largeur des semelles et par e leur épaisseur à déterminer. 

Pratiquement l’âme, de surface très faible vis-à-vis de celle des semelles, 
intervient très peu dans le moment d’inertie. C’est pourquoi l’on dit fré¬ 
quemment que dans ce type de structure « les semelles encaissent la totalité 
du moment fléchissant » 3 . Nous négligerons donc l’âme pour le dimen¬ 
sionnement des semelles. 


7.21 

semelle : 


Calcul préliminaire. — Désignons par s la section nécessaire d’une 

s = be. 


Le moment de flexion est équivalent à un couple de composantes 


avec H'= hauteur effective du longeron (distance entre les centres de gra¬ 
vité des semelles). 


1. — Cette observation conduit à la remarque suivante : Pour renforcer une section 
fléchie insuffisante, il est toujours beaucoup plus avantageux de jouer sur sa hauteur 
plutôt que sur sa largeur (le module d’inertie croît comme le carré de h et propor¬ 
tionnellement à b). 

2. — La contrainte admissible au cisaillement de l’âme est généralement limitée 
par des considérations de stabilité (Chap. XIX). 

3. — Cette assertion se trouve oratiquement justifiée par le fait que l’âme mince ne 
participe effectivement plus à la résistance normale â partir du moment où elle dépasse 
sa limite de stabilité (Chap. XIX). 





m 




'CVra-p. Vs 


Assimilons d’une façon grossière H' à H. On en déduit : 


F «H- 


M 


H 


d’où une première indication de l’ordre de grandeur de la section à donner 
aux semelles : 

„ _ F M 


n„ 


H n. 


Cette indication permet d’adopter une loi'de variation de la largeur b 
de la semelle le long du longeron de façon à obtenir des épaisseurs e rai¬ 
sonnables 1 . 




7.22 Détermination de l’épaisseur minimum des semelles. — 

moment d’inertie 1 d’une section doit être tel que l’on ait à. la limite : 

M H 


Le 


d'où 


I 2 
MH 


=n„ 


1 = 


n 


a 


Le moment d’inertie a, d’autre part, comme expression (fig. 34) 


1 = ÜË. & (H—2 e) 3 
12 “ 12 


. On en déduit la relation : 


(H—2 <?) 3 =H 3 — 6 - MIL _ H H-- 6 -^î- 

h n„ b n a 


d’où 


s y 

H — 2e = t ' H ( H 2 


C. M 


h r.„ 


=h. 


Connaissant cette valeur h (où ne rentrent que des paramètres connus) 
on en déduit l’épaisseur e des semelles a donner en chaque section : 

II—h 


e = 


1. — On adopte généralement une variation linéaire (Voir Planche 18). 
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7.3 DIMENSIONNEMENT DE L’AME. 

7.31 Hauteur équivalente — Nous avons vu au paragraphe 3.732 ci- 
dessus que l’âme d'un profilé en I était, avec une très bonne approximation, 
justiciable d’un calcul au cisaillement simple. Cette approximation est encore 
plus voisine de la réalité dans le cas de l’âme mince qui nous occupe. 

La hauteur équivalente au cisaillement de cette âme est donnée par 
(§ 3.75) 


Or 


Z = 


f 1 


W I; 


et 


Win ai — S 


i-r 


en désignant par H' la distance entre les centres de gravité des semelles (dont 
on néglige l’inertie propre dans l’expression do I ci-dessus), soit : 


On a donc 


H'=H—e. 


Z= s H/3 . ' -g - =H'=H— e. 


2 s H 

7.32 Calcul de l’effort tranchant réduit. — D’après l'expression du 
paragraphe 3.84, cet effort tranchant T est donné par 

M 


T' = T—7c 


H' 


le coefficient de convergence I; qui devrait, en toute rigueur, être compté sur 
les axes des semelles (hauteur H'=Z) peut, avec une approximation très 
suffisante dans le cas qui nous occupe, être pris égal à celui des faces 
extérieures des semelles, c’est-à-dire 


k = H-H,. 
L 


II! et H 0 étant les hauteurs extérieures II relatives à deux sections I cl 0 
distantes de L (sections extrêmes par exemple si le longeron est rectiligne). 


de l’épaisseur.— Si nous supposons connue la contrainte 
‘isaillement de l’âme (Nota \ § 6.3), nous déduisons direc- 


7.33 Calcul 

admissible t n au cisai'l 
tement son épaisseur minimum a par la relui ion : 

T' 


H' a 


— ü„ 


d’où 


a = 


T 


H' t a 


7.4 APPLICATION NUMÉRIQUE. 

Nous donnons Planche 18, une application numérique de ces calculs 
concernant un monolongeron de voilure dont les dimensions extérieures II 
et b sont connues 1 . Ce longeron transmet par flexion la totalité des char¬ 
ges appliquées à l’aile de forme en plan trapézoïdale. 

Ces charges, évaluées au coefficient de calcul à rupture, comprennent : 

— Une charge répartie dirigée do bas en haut dont 1 ordonnée p varie 
linéairement le long de l’envergure. Cette charge provient des actions aéro¬ 
dynamiques de portance et des forces d’inertie de délestage dues aux masses 


1 . — Ces dimensions extérieures varient linéairement. La hauteur H est définie par 
l’épaisseur du profil et la largeur b a été déterminée par un calcul préliminaire rapide 
<§ 7.21). 
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de U rkïl6) d6 raile (Char86S SUPP0SéeS réparties 

importante Sfsée C ° n “ ;i ™ e F ' éSnltant de la for “ "tasse 

• N ?“? ® v . ons ado P té une contrainte normale de flexion admissible n 

vT^r air T\ en \ 40 à 1 29,5 k g/ mm * de l’encastrement à l’extrémité 1# 
Cet abattement forfaitaire de la valeur de la contrainte vers l'extrémité 
répond a des considérations de rigidité des bouts d’ailes en vue d’éviter les 
vibrations. Le calcul des efforts appliqués est effectué algébriquement pour 
différencier cette application de celle donnée Planche 7 q P 

Les notations utilisées sont identiques à celles ci-dessus. Voir ci-anrés 
K^e P 18. 8 ' 3 ’ 6 t6Xte rektlf ^ ° alcul du riveta ^ e âme-semelles effectué 

7.5 INFLUENCE D’UNE OUVERTURE DANS L’AME D’UN LONGERON. 

6nvisa 8 ei : o ^ s le cas simple d’une ouverture rectangulaire symé¬ 
trique par ? apport a la fibre neutre (ûg. 33). * ■ 

Considérons les deux sections droites S et S' passant par les côtés 

]îffo e rt e tr a nrW VertUre ' Dé ?« n0 " s .P" M »t T le moment fléchissant et 
1 effort tranchant moyens agissant dans l’intervalle SS' 3 

agissant'sur ITiT dlntllg é<1 “ 4 ^ 

P = ±-|- 

Isolons l’élément limité par les deux sections S et S'. Par suite de 
t ouverture, cet élément se comporte pratiquement comme deux poutres 
indépendantes du point de vue de l’action de l’effort tranchant (le passage 

mrtfe in 6 f?r- nt ^ ®p’ en effat > P lus possible de la partie supérieure à la 
partie inferieure) Par suite de la symétrie, cet effort tranchant est transmis 
par moitié par chacune de ces deux parties 3 . 

Nous sommes donc, pour chaque demi-section, en présence d’une 
poutre encastrée à ses deux extrémités (par continuité) et soumise à une 
force normale F et a un effort tranchant T/2 constant. 

La transmission de l’effort normal se fait par les semelles. Elle engendre 

une contrainte — , S étant la section de la semelle. Cette contrainte n’est 

autre que la contrainte normale de flexion n. 

5lude de transmission de l’effort tranchant T/2 est, dans ce cas, un 
problème hyperstatique. Mais on peut lever l’indétermination due au double 
encastrement par des considérations de symétrie. On peut, en effet d’une 
façon imagee, assimiler chaque poutre à un ensemble de deux poutres encas¬ 
trées hees bout a bout par une articulation fictive (située en O ou O'. 

oir fi gui e 3o c 1 allure de la. déformation due à l’ouverture). Les moments 
d encastrement de ces poutres sont égaux et valent donc 

“ 2 2~4 


ne sert _ qu’à 'SËÏÏ'îEÏÏFZ**"*'* ® flCt ‘ ïe ' ChargeS nUlIeS) et 83 Valem - 

, 2 \T, î? ans le cas d un f OT1 S cron à semelles convergentes, il y a lieu d’envisager seu¬ 

lement 1 effort tranchant réduit T' car l’effort tranchant réducteur T" = T — T' con- 

mïne perturbaleu? 15 ^ 33 convergence des semelles sans donner lieu à aucun phéno- 

l'inprHp'nrnnrn d ’ Une ou y erture dissymétrique partager T' proportionnellement à 
i inertie piopic de chaque partie. 










CALCUL DES ASSEMBLAGES LONGITUDINAUX 


253 


L’ouverture fait donc naître sur chaque poutre un moment secondaire 
dont la variation est figurée par les diagrammes hachurés de la figure 35 b. 



Ces moments secondaires engendrent des contraintes normales supplé¬ 
mentaires n s ayant pour valeurs maxima aux angles de l’ouverture 



(-pétant le module d’inertie de la section restant de chaque côté du trou, 

autour de l’axe xx passant par le centre de gravité propre g de cette sec¬ 
tion (module d'inertie côté semelle, voir fig. 35 a). 

La contrainte totale est la somme algébrique de la contrainte générale 
de flexion n et de cette contrainte supplémentaire, soit 


n r =n+n B (voir remarques ci-après). 

Remarques. — a) Il y a lieu, pour appliquer la formule de combinaison 
de contraintes ci-dessus de considérer les sens relatifs, des moments M et n, 
ce qui s’opère simplement en observant les sens des déformations qu ils pro¬ 
voquent. Dans l’exemple ci-dessus, en supposant le longeron encastré ;i 
gauche, le moment M comprime la semelle supérieure et tend la semelle 
inférieure (signes encerclés sur la fig. 33 c). Les moments d’encastrement v 
donnent aux quatre angles les signes indiqués. On voit donc que, dans ce 
cas, les contraintes s’ajoutent sur les faces extérieures des semelles aux 

points a et b ; ^ 

b) h’importance de la contrainte n s peut être très grande, car 1 inertie 
propre de chaque poutre est très faible vis-à-vis de celle de 1 ensemble. Pour 
accroître cette inertie propre on est conduit à border Vouverture de façon a 
former deux véritables poutres avec âmes et semelles. On est, de plus, con¬ 
duit à arrondir les angles de l’ouverture ce qui a également pour effet d évi¬ 
ter les amorces de rupture. On arrive ainsi pour les ouvertures de fa iule 
importance à des trous circulaires à bords tombés ou a boudins ne raidis¬ 
sement emboutis 1 ; 


l _Dans le cas d’une âme mince, une bordure convenable peut suffire à assurer 

la continuité de cisaillement de part et d’autre de l’ouverture et il n’y a ainsi plus 

aucune sursollicitation des semelles. , T 

Nous trouverons au chapitre XVII un exemple de calcul de ces bordures. Les 
boudins de raidissement des trous ronds sont généralement établis pour parvenir a ce 
résultat. 
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c) En réalité l'influence de l’ouverture est plus complexe ot se fait 
sentir avant et après elle, car il ne peut y avoir de modification brutale des 
tensions sous l’action d’un phénomène intérieur. 


8 . 


CALCUL DES ASSEMBLAGES LONGITUDINAUX 
DES POUTRES COMPOSÉES FLÉCHIES 


On réalisé très souvent les poutres fléchies en assemblant par rivets 
boulons ou soudure électrique par points, des éléments différents dont l’en¬ 
semble réalisé une poutre avec âme et semelles. Le calcul de ces assemblages 
longitudinaux constitue une application directe des théories du qlissement 
longitudinal de flexion. 

8.1 PRINCIPE DE CALCUL. 

On isole, dans une section droite de la poutre, les éléments mis en charge 
par la ponction longitudinale considérée. 

L’effort transmis par unité de longueur de cette jonction est donné par : 

r=Y W (§ 3 ‘ 54 ) 

avec T = effort tranchant agissant sur l’ensemble de lu section 1 • 1 = mo¬ 
ment d inertie de flexion de l’ensemble de la section ; w = moment’statique 
des éléments mis en charge, par rapport à l’axe d’inertie de flexion 

bi 1 on connaît le pas résistant * P des éléments de jonction étudiés, 
la charge par element (rivet ou boulon) est donnée par 

• F = rP 

d’où un calcul au cisaillage (simple ou double) selon la méthode habituelle 
(chap. VIII). 

bi 1 on désire connaître le pas résistant maximum admissible P on a 
directement, connaissant la charge admissible F„ par élément. 
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Fig. 36. 


tranchant déduit 2 ^ ^ POUtres à semelles convergentes, remplacer T par T'= effort 

,, 2 ' ~ Nous désignons par « pas résistant » la distance séparant deux éléments 

d assemblage (placés sur une seule rangée) de résistance équivalente à l’ensemble. 

Exemples. - Fig. 36 a : P= =10 mm ; Fig. 36 b : P= Ü£_ =12 mm 

3 5 
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8.2 EXEMPLES. 

8.21 Figure 37 a. — Effort de cisaillement sur la section aa d'un rivet, 
de jonction 

F=T !iR 


Effort de cisaillement section 

s 1 d■ P. 
I 

Effort de matage sur l’âme : F + F'. 




© 


8.22 Figure 37 b. — a) Etude du rivetage aa (âme-cornières) : Les 
éléments mis en charge par ce rivetage sont encadrés sur la partie supé¬ 
rieure de la figure. Ce sont leurs sections qui entrent dans le calcul du 
moment statique permettant d’obtenir l’effort d’ensemble sur un rivet ; 

b) Etude du rivetage bb' : L’élément mis en charge ne comprend plus 
que la semelle elle-même (élément encadré sur la partie inférieure de 
la figure). 

8.3 CALCUL SIMPLIFIÉ DE LA JONCTION AME-SEMELLES D’UN 
LONGERON A AME MINCE. 

Nous avons vu que la contrainte de cisaillement de l’âme était très 
sensiblement constante sur toute sa hauteur et égale à 

f=-©©(§ 7.33 et fig37 c). 
a H' 

On a donc un glissement réciproque par unité de longueur de la 
jonction : 

" af =ir 

d’où un pas résistant maximum admissible Pa dans le cas de la figure 37 c 

(double cisaillage) s 2 s H' 

Condition de cisaillage des rivets : P' a = ,a 

avec = section d’un rivet de jonction ayant une contrainte 

4 

admissible t a au cisaillage. 
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Condition de matage de l’âme : P" = <L n n d H' 

a JJ a U —- p a a 

r T 

rima.'’" = pressi »« admissible sur l'âme et a ■= é pais3eur ie 

deux L æ éSiStant P ' Joit être *«* ™ inférieur à la plus faibIe de cas 



9. CALCUL DES DENTS D’ENGRENAGES 

trée à sa F base sar^eSoyau dî'îVnarena^Tff 6 ^ m '° P 0 ^ 1 '®- con sole encas- 
de contact. On se place «énérnipmpnt 8 tn* S( \ unuse a 1 e f ort tangenliel 
denture droite, — * 

s...- s^rssrsTn 1 : is&vsrtis* 

alors a I encastrement de In dent 1 axe de Ia dent - On a 



M=f h. 

h’effort tangenliel F se calcule 
comme suit : 

Soient W la puissance à transmettre 
en ch ; R le rayon primitif (en mm) de 
engrenage étudié et N le nombre de 
tours par minute. Le couple transmis C 
est tel que 


d’où 


W = Cü> (chap. II J § 6.23) 

r- 75 W W . , 

7~N~= 716 -k- ( en k sm) 


et 


N 

CT! ■- 

60 

F= -T» 716 ,», Æ (en kg,. 

tre m ent e (enm’m P ) ai5SeUr * Weur.de la dent à ,'encas- 

I el 1 

y- = -g- (en mm 3 ). 

La contra mte de flexion maximum eut donc 

71 = — = Eli —4. ?qfi . 10» W/i , , 

_I_ el*_ > zyb 10 r n e Z« ( k S/ mmS ) 

V 6 

et la contrainte de cisaillement maximum 


t= feT = 1 ' 074 ' W 


W 


RN e l 


r (en kg/mm 2 ), 
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10. CAS PARTICULIER DES MATÉRIAUX NE POUVANT 
TRAVAILLER QU’EN COMPRESSION : NOYAU CENTRAL 

Certains matériaux travaillant en compression et flexion ne peuvent 
avoir de fibre tendue sans rupture immédiate. C’est le cas des maçonneries 
(murs, piliers, cheminées, etc...) \ On est alors amené à rechercher dans 
chaque section, la trace de la résultante R des forces appliquées, qui fera 
coïncider la fibre neutre avec la fibre extrême. 

Soit donc une section XX d’un solide soumis à la force résultante R 
(voir fig. 39 a). Soit N = R cos a la composante de R parallèle à, l’axe longi¬ 
tudinal du solide. Le moment fléchissant dans la section XX' est 


M=Rd'=Nd. 



En effet- 


N=R cos % 


et 


d= 


ci 


COS X 

La contrainte de flexion maximum est donc 

N d 


n,= 


I 


V. 



© 


La contrainte de compression est d’autre part 


N 

n c = -g 


Nous voulons que la contrainte résultante soit nulle, soit 

n, — n c =0 (signes contraires). 


On en déduit — - d ~ ■ 

1 b 

d'où • d= -î- . 

SV 

Si on fait varier la direction de la force extérieure on obtient une série 
de valeurs de d. Le lieu du point A, trace de la force lt tel que GA = d est 
une courbe que l’on appelle noyau central de la section. 

Si la trace de R coupe la section à. l’intérieur du noyau central ou sur 
son contour, toutes les fibres subiront des efforts de même signe, il n’y aura 
pas de fibre tendue, ce qui correspond à la condition recherchée. 

Les figures 39 b, c et d donnent quelques cas particuliers classiques de 
noyaux centraux pour des figures simples : rectangles (noyau en losange), 
cercle plein et couronne (noyamc circulaires). 


1. — La compression provient du poids propre et la flexion de l'effet du vent. 
P. Vallat. — Résistance des Matériaux. 



CHAPITRE X 


DÉFORMATIONS ÉLASTIQUES 
DES POUTRES FLÉCHIES 


0. INTRODUCTION 

Il est toujours utile, en résistance des matériaux, de prévoir les défor¬ 
mations des éléments étudiés sous l’action des charges qu’ils auront à sup¬ 
porter x . 

Cette connaissance est particulièrement nécessaire pour les éléments 
fléchis qui sont souvent susceptibles d’acquérir des déformations impor¬ 
tantes dont la considération peut influer sur le dimensionnement meme de 
ces éléments. 

Nous ne donnerons qu’un exposé succinct des théories mathématiques 
en nous limitant au cas des poutres rectilignes. 

Nous étudierons ensuite les méthodes pratiques permettant industrielle¬ 
ment le calcul de ces déformations, ces méthodes étant essentiellement gra¬ 
phiques. 

Nous terminerons, enfin, par un aperçu sur les flèches complémentaires 
dues au cisaillement qui accompagne généralement la flexion proprement 
dite. 


1. THÉORIE SOMMAIRE DE LA LIGNE ÉLASTIQUE. 

DÉFORMÉE DES POUTRES RECTILIGNES TRAVAILLANT 

EN FLEXION PLANE 

1.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS. 

On désigne par ligne élastique déformée d’une poutre, la courbe d’équi¬ 
libre prise par la fibre moyenne de cette poutre soumise à un état de défor¬ 
mation élastique. 

Pour une poutre initialement rectiligne travaillant en flexion plane, la 
ligne élastique est donc le lieu des centres de gravité de ses diverses sections 
droites après déformation. 

Par définition de la flexion plane, la ligne élastique déformée est 
entièrement contenue dans le plan de flexion. 

Elle sera donc entièrement déterminée par rapport à un système de- 
deux axes rectangulaires Ox et O y contenus dans ce plan. 


1 . — Comme nous l’avons déjà indiqué, ces déformations ne s sont pratiquement cal¬ 
culables que pendant la période élastique des matériaux utilisés et c’est par convention 
qu’on les étend quelquefois jusqu’à la limite de rupture. 
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Nous confondrons toujours l’axe 0.x avec la fibre moyenne initiale de 
la poutre (fig. 1). 



Les ordonnées y définiront alors directement les déplacements, comptés 
■normalement à cette fibre, des différents points qui la constituent. Ces 
déplacements sont connus sous le nom de flèches de la poutre en ces diffé¬ 
rents points 1 . 

Exemple (fig. 1) : Flèche do la poutre en a = ij a . 

Flèche maximum (en c)=y c . 


1.2 RAYON DE COURBURE EN UN POINT. 

Nous avons établi au chapitre précédent (§ 3.3), en isolant un élément 
Ax de la poutre , que la fibre moyenne prend, sous l’action du moment flé¬ 
chissant M appliqué à cet élément, une forme courbe dont le rayon de cour¬ 
bure r est donné par la relation 


1 _ M 
r El ' 

On définit ainsi le rayon de courbure de la ligne élastique déformée en 
chaque point d’abscisse x de la poutre rectiligne étudiée. 


1.3 ANGLE DE DEFORMATION. 


Nous avons vu également que Y angle élémentaire de rotation Aa formé 
par les sections délimitant l’élément Aar était relié à r par l’expression 


Ax = rAx = ~ Ar. 
M 

On en déduit 

Aa = M. Ax. 
El 


L'angle de rotation relatif de deux sections a et b (fig. 2) est donc donné 
par la somme des Aa relatifs à tous les éléments Ax compris entre a et b, 
soit 



L'angle de rotation absolu , c’est-à-dire l’angle formé par la tangente à 
la ligne élastique déformée avec Ox (fig. 2) est donné dans une section 
d’abscisse x par 



Ax+ a. 


1 • — désigne quelquefois par flèche d’une poutre, sans autre spécification, la 
valeur de la flèche maximum de cette poutre. 
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soit, avec la notation différentielle 

*=r§— * 

la constante d’intéglation (vthTdTJ" bscisses 1 ui «levient 

RiG “' ~ L ’ angle de déformation en un point est mesuré par l'inté¬ 
gration première de la fonction Jp de u var{abu x , 



Fig. 2. 

1-4 FLECHE EN UN POINT. 

la g .i|nr!tf iq r S d "L™S' [cSu C x-b a eT=/(5jf p£ rap^ê t 

§ 4.1) ar so G p e : qiJent ’ “ 6St ,a denvee de la fonction y par rapport à x (ch. I, 

y'=oi 

•soit encore, avec la notation différentielle: 

dj 


dx 


— y. 


°r, «^obtient lui-même en intégrant la fonction ^ de x. Donc, le ™- 
rametre H est la dérivée par rapport à te do la fonction a=flæ). 

' 11 S ’ enSUit q “ e h l’ anmèl ™ § ™ la dérivée seconde de la fonction 
y-Kx) qui exprime l'équation de la ligne élastique, soit 


OU 


y"= 


_M 

El 


| vu 

M I 

[ dx* 

El | 


droites fléchies. 


1. - La valeur de |j en Claque section constitue un paramètre de déformabilité en 


flexion de la poutre étudiée. Ce paramètre est de dimension : 


FL 1 

P -j— = L — i (inverse de longueur). 


L- 


L 1 


2. — « étant ici exprimé en radians. 
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Règle. — La flèche y en un point s’obtiendra donc par double intégration 

de la fonction — de la variable x. 

El 


1.5 CONSTANTES D’INTÉGRATION. 

Nous savons que pour opérer une intégration simple il faut connaître 
une constante d’intégration. Pour l'intégration double donnant y il faut 
connaître deux constantes qui peuvent être : soit deux points de passage de 
la ligne élastique (deux valeurs de y), soit un point et une tangente (une 
valeur de y et une de a), soit deux tangentes (deux valeurs de a). 

Ces constantes sont données par les conditions particulières h chaque 
cas étudié. 

Exemples. — a) Poutre encastrée à une extrémité et libre à l’autre. 
On a, à l’encastrement, c’est-à-dire pour. x = 0 

y = 0 (flèche, nulle) et 
y.= y' = 0 (rotation nulle) 

(un point et une tangente). 

b) Poutre sur deux appuis A (t = 0) et H (x = L). La flèche est nulle 
à chaque appui, soit : 

y=0 pour æ = ü et y = 0 pour æ = L 

(deux points connus). 


1.6 APPLICATIONS. 

On se sert directement de ces équations dans les cas simples c’est-à-dire 
pour des systèmes de charges simples (moment du 1 er ou du 2 e degré par 
exemple) et pour des poutres dont l’inertie est constante ou de variation 
simple. 

Dans le cas général de charges quelconques et inertie variable, il est pré¬ 
férable d’opérer selon les méthodes données aux paragraphes suivants. 

Les valeurs des flèches données Planche 17 sont calculées en utilisant 
les équation s ci-dessus. 


Exemple. Poutre encastrée à une extrémité et chargée par une force 
concentrée F à l’autre extrémité libre ; caractéristiques E et I constant es. 
Equation de M (fig. 3) : M = F (L—x). 

Angle de déformation en un point : 


a = f - F (F ~ x) dx= JJ (lx — ) + C. 

J El El \ 2 ) 

En A (x = 0) on doit avoir a = 0, d’où 

0 + C=0 et donc C=0. 

Flèche en un point : 

F 


Fig. 3. 


La; —* — \ 

dx = J- ( 

La: 2 

x 3 \ 

2 J 

El ' 

( 2 

6 J 


En A (x = 0), on doit avoir y = 0, d’où 
0-t-C'=0 et donc 
Valeurs à l’extrémité B (a=L) : 


C'=0. 


Angle de rotation 


= JL ( L 2 — 
El \ 


L 2 

2 


FL a 




2 El 


(en radians). 
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Flèche (flèche max. de la poutre) 

F t L a r 3 \ FL a 

77 = ËI ( Y~~ 6 J = ÎÜËT ^' ésuItat classique, 


voir Planche 1 7). 


2. CALCUL PRATIQUE DES ANGLES DE DÉFORMATION 
DES POUTRES FLÉCHIES 

2.1 OPERATION PRELIMINAIRE. 

Nous avons vu que l’angle de déformation 2 s’obtenait par intégration 

simple de la fonction — de x. 

El 

On tracera donc, par points, la courbe ~|p c’est-à-dire que l’on calcu¬ 
lera cette valeur au niveau de diverses sections où l’on connaît le moment 
d inertie 1 et le moment fléchissant M U 


2.2 TRACÉ DE LA COURBE a LE LONG DE LA POUTRE. 

Si 1 on désiie connaître la variation de a tout le long de la poutre,'ow 

opérera une intégration graphique de la courbe (ch. IV, § 8.). Il faudra 

alors connaître la constante de départ. Elle est immédiate dans le cas d'une 
poutre encastrée (où a = 0 à l'encastrement). Nous la calculerons ci-après 
dans le cas d’une poutre sur deux appuis (voir § 2.5). 

2.3 CALCUL D’UNE ROTATION RELATIVE. 

Si l’on désire connaître seulement la variation d'angle entre deux sec- 
Uons, il suffira do planimétrer l’aire comprise entre l’axe des x et la courbe 

~jjvjc dans l intervalle délimité par ces deux sections 1 2 . 

Echelles. — Supposons que la poutre ait été tracée à l’échelle l/e, c’est- 
à-dire à l’échelle des longueurs : 1 mm = e mm, et la courbe à l’échelle : 
1 mm =?i mm - U 

La surface planimétrée sera à l’échelle : 

a 

1 mm 2 = e n radians 
1 mm 2 =57,3 e n degrés. 


soit 


Remarque. — On peut se dispenser de tracer et de planimétrer la courbe 
ivr vt 

-ÿj en calculant dans un tableau les produits partiels Ax que l’on 
additionnera entre les limites fixées. Voir application ci-dessous. 


1. — Quand le module d’élasticité E est constant le long de la poutre (ee-qui est le 
cas le plus fréquent) il suffit alors de calculer et de tracer la courbe — . Tenir compte, 
dans ce cas, du facteur i- dans le résultat final. 

hj 

2. — Les valeurs de sont liées directement au signe de M. La courbe peut 

donc avoir des parties positives et négatives. Affecter alors de signes différents™ s sur¬ 
faces situées au-dessus et au-dessous de l’axe des x. 
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2.4 APPLICATION A UNE POUTRE DROITE ENCASTREE (fig. 4). 

2.41 Données. — Soit une poutre encastrée en Duralumin AU4G (E = 
7000 kg/mm z ). 

La figure 4 a représente le schéma de la poutre à l’échelle 1/10 , soit 

1 mm=e=10 mm. 

La courbe de variation de M est déterminée par la statique graphique. 
On obtient une échelle des moments telle que 

1 mm=l mkg=1000 mmkg. 

La variation du moment d’inertie de flexion I est figurée à l’échelle : 

1 mm = l em 4 =10 4 mm 4 . 

M 

On en déduit, par points, la courbe y- qui est tracée figure 4 b à 
l'échelle 1 : 1 mm = n. = 0,01 kg/mm 3 = 10- 2 kgmm- 3 . 



2.42 Tracé de la courbe a. — Ce tracé est opéré figure 4 b selon la 
méthode d’intégration graphique,.exposée au chapitre IV, paragraphe 8. 2 
Distance polaire d — 20 mm. 

D’où échelle des angles de déformation (compte tenu de E) 

1 mm = — e n d = —- 10 • 10~ 2 • 20 =2,86 • 10~ 4 radian 

E ' 7000 

soit 1 mm=57,3 ■ 2,86 • 10- 4 =0,0164 degré. 

On trouve, par exemple, à l’extrémité D où l’ordonnée de la courbe a 
est de 20,6 mm 

a b= 26,5 • 0,0164 = 0,435 degré. 


1. — ■■ ^ est de dimension . ^~ l FL ~ 3 - 

I H 

■ 2. — Remarquer la position des points de tangence de la courbe au polygone 
funiculaire (limites des intervalles servant à tracer la figure polaire de gauche). 
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2.43 Rotation relative de B et D. 

2.431 Lecture sur la courbe a (fig. 4 b) 

~«n =26,5 — 1,6=24,9 mrn 

=24,9 • 0,0164 = 0,409 degré. 

2.432 Planimétrage des surfaces. — Les surfaces S, et S- hachurées 
mesurent : 

S t = — 105 mm 2 ; S 2 =605 mm 2 soit S,+S 2 =500 mm 3 . 

Echelle des surfaces 

1 mm 2 = dLH = _ 1 Q ' = i 43 . jq— s radian 

E 7000 ’ raaian 


soit_ 1 mm» = 1,43- 57,3-10— s = 0,82- 10- s degré 

d’où " a „— 7 .„ =500 • 0,82 • 10— 3 =0,5 0,82 = 0,410 degré 


2.433 Calcul numérique direct. — Divisons BD en six intervalles égaux 
de longueur Aæ= 100 mm (fig. 4 a). Evaluons les moments fléchissants M 
et les inerties I au milieu de chaque intervalle et disposons les calculs dans 
le tableau ci-dessous 



M 

I 

M 

INTERVALLES 



I 


mkg 

cm* 

kgrnm— ' 

B a 

— 10 

11 

— 0,091 

a b 

0 

8,7 

0 

b C 

10 

7,0 

0,143 

C c 

12,5 

5,6 

0,223 

c d 

7,5 

4,6 

0,163 

d D 

2,5 

4,2 

0,060 


2=0,498 


On a donc 

Y Y Aæ=0,498 ■ 100=49,8 kg/mm 2 

~9 

d’où la rotation cherchée en degrés 


2i, 2,, - 


57,3 

7000 


V M a 57,3 • 49,8 n /AC , • . 
\- r Ae= -- 7oo() . =0,408 degré. 


2.5 CAS PARTICULIER DES POUTRES SUR APPUIS. 

Soit (fig. 5 a) une poutre rectiligne sur deux appuis A et B pour laquelle 

M 

on a déterminé la courbe de variation 1 de——. Pour obtenir en chaque 

point la valeur de a, il faudrait connaître au moins un point de passage 
de cette courbe (constante d’intégration). Or, .on ne connaît a 'priori la rota¬ 
tion en aucun point (contrairement à une poutre encastrée). 

Le planimétrage de l’aire S limitée par la courbe ~~ entre A et B-don- 

E1 


1- — Dans le cas de B constant la courbe —- suffit ainsi que nous l’avons déjà vu. 

B; 
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nerail la rotation relut ire de la poutre entre ces deux appuis et non la rota¬ 
tion absolue au niveau de chacun d’eux. 

Pour déterminer ces rotations absolues une méthode simple consiste à 

considérer la courbe comme la courbe représentative d’une charge ré¬ 
partie appliquée tout le long de la poutre (c’est-à-dire comme une ligne de 
charge fictive). 

Les réactions d'appui R A et R IS correspondantes représentent alors res¬ 
pectivement les rot'ations absolues de la poutre au niveau de chacun de ces 
appuis \ 

On peut alors opérer le calcul de a par la méthode habituelle. 



Remarque. — Dans le cas d’une poutre avec porte-à-faux (flg. b b) n’en- 

M 

visager, pour le calcul de R A et R,, que la partie de la courbe comprise 

entre lés appuis (c’est-à-dire les aires hachurées S!, S 2 et S 3 dont la somme 
algébrique représente la rotation relative de la poutre entre A et B). 


2.6 EXTENSION AUX POUTRES COURBES ISOSTATIQUES. 

On peut, avec une approximation suffisante, appliquer les procédés de 
calcul ci-dessus aux poutres en arc dont le rayon de courbure est important 
vis-à-vis de la hauteur (ch. IX, § 4.53). Opérer alors les tracés sur la fibre 
moyenne développée de l’arc étudié. 


3. CONSTRUCTION GRAPHIQUE DE LA LIGNE ÉLASTIQUE. 
DÉFORMÉE DES POUTRES RECTILIGNES ISOSTATIQUES 


3.1 PRINCIPE. 

Les constructions graphiques ci-après utilisent la propriété établie au 
paragraphe 1.4, soit 

y"= 

J El 

M 

c’est-à-dire que la déformée s’obtient en intégrant deux fois la courbe 
le long de la poutre. 

Considérons cette courbe tout le long de la poutre étudiée et suppo- 


1. — La démonstration de cette règle se fait en utilisant l’équation de la déformée. 
Une notion simple en est fournie en se rappelant que l’effort tranchant dû à une charge 

répartie est donné par intégration de cette charge ( de même que t. vis-à-vis de j 


Les réactions R A et R B mesurent cet effort tranchant en A et B. 
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sons qu’elle représente la variation d’une charge répartie fictive 1 appliquée 
à la poutre, dont l ’ordonnée en chaque point est donc 


En une section quelconque l’effort tranchant a pour valeur 

(somme des charges situées d’un même côté de la section). • 

Il s’obtient donc par intégration graphique de la courbe p. 

Le moment fléchissant est 

M=S T Ax. 

11 s'obtient par intégration graphique de la courbe T, donc finalement 
par double intégration graphique de la courbe p. 

Conclusion : La courbe des moments fléchissants dus à la charge répartie 
fictive p figure, à une échelle près, la fibre moyenne déformée. 


3.2 POUTRES HOMOGENES D’INERTIE CONSTANTE. 

Le produit El étant constant, il suffit de considérer la courbe du moment 
M (au lieu de M/El) comme la variation d’une charge répartie et de tenir 
compte dans l’échelle du facteur 1/E1. 

3.21 Poutre sur deux appuis sans porte-à-faux. — La figure 6 repré¬ 
sente la construction de la fibre moyenne déformée d’une poutre sur deux 
appuis AB chargée par les forces F lt F 2 , F s et F 4 . 

Nous avons effectué les opérations suivantes 

3.211 Construction graphique de la courbe des moments fléchissants il/. 
— Celte construction est opérée par la statique graphique (ch. IY, § 6.2). 

i échelles des longueurs 1 mm = e mm, 

Echelles : échelle des forces 1 mm=n kg, 

' distance polaire d mm. 

Donc 1 mm de vecteur moment=e • n ■ d mmkg. 

3.212 Division de la surface des moments en petits ■éléments. — On 
limite généralement ces éléments aux lignes d’action des forces appliquées 
et des réactions. On a ainsi une série do triangles et de trapèzes dont on 
détermine les centres de gravité et dont on calcule les surfaces : S 1} S 2 , S 3 ... 

3.213 Application aux différents centres de gravité des surfaces élé¬ 
mentaires de forces fictives proportionnelles à ces surfaces. — On donne à 
ces forces 1e. signe des moments dans Faire considérée (le moment change de 
signe selon qu’il est d’un côté ou de l’autre de la ligne de fermeture). 

Echelle : Forces fictives 1 mm = s mm 2 do la surface des moments. 

Or, 1 mm 2 de surface = 1 mm de vecteur moment x 1 mm do lon¬ 
gueur à l’échelle du tracé : 

1 mm 2 -e n d ■ e. 

Donc l’échelle des forces fictives est 

1 mm=e a n d s inm-’kg. 


M 

1. — L,a courbe - devient donc une ligne de charge fictive (chap. IV, § 6.41). 

El 
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3.244 Construction d'un dynamique et d’un funiculaire de ces forces 
fictives. — On utilise une distance polaire d. Le funiculaire est le diagramme 
des moments des charges réparties fictives représentées par la courbe M. 

3.21o Redressement du polygone funiculaire. — En utilisant un.pôle 
P',, on obtient le polygone funiculaire redressé sur l’axe de la poutre. 

3.24fi Construction d’une courbe funiculaire. — Gomme nous l’avons 
vu au chapitre IV, cette courbe est tangente au polygone funiculaire à 
chaque limite d’intervalle, c’est-à-dire au niveau des forces appliquées. 

Cette courbe figure, à une échelle près, la ligne élastique déformée de 
la poutre. 

Echelle : L’échelle des flèches est égale au quotient par El de l’échelle 
des moments des forces fictives, c’est-à-dire à 

— (échelle des forces fictives) (.e d'). 
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Inflexion! de U déformée 

9n tJ.b.C (points dt montent ryjl) 


£ che/les 

Application 

Longueurs 4mm, 20mm: Q 

Forces : 1mm , 40 Lj : n 

Moments: 4mm.end. 20.10.10, 2000 mnky 

Surfaces de momenti :4mm, 5 mm'-. <s 

Flèches : 4mm. ehiiddL 20*40.S.40.iO 

TJ-— Tl - 

4 _ 4G.4Q mm 

£ * foôû kyfmmf (Jjvwiumn) 

I , 22850 mm-t 

LI m 160.-40* 2g.mmf 

Echelle des (lèches s 4mm* 0,4 mm 
(échelle ÿ) 

flèche me ocrée en C . 51,5 mm. 
Flécha rèellç on C : 395m 


Fig. 7. 


appuis A et B avec doux porte-à-faux chargée par les forces F : , F 2 , F 3 , F*, F 5l 
les forces F a et F., étant appliquées en porte-à-faux. 
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Le mode opératoire est le même que celui exposé ci-dessus. On trouve 
ici un diagramme de moments M limité entre appuis par la ligne de ferme¬ 
ture et sur les porte-à-faux par les côtés extrêmes du funiculaire. 

On détermine, comme précédemment, les forces fictives égales aux dif¬ 
férentes surfaces élémentaires de moments et on trace le funiculaire de cos 
forces. Pour obtenir- la déformée, il faut faire passer ce funiculaire par les 
points d’appuis A et B ( flèches milles aux appuis). La méthode pratique est 
de considérer une ligne de fermeture fictive et de redresser le funiculaire 
en la faisant coïncider avec la fibre moyenne de la poutre et d opérer à partir 
de cette ligne selon la méthode habituelle. 

On trace enfin une courbe tangente au funiculaire redressé qui figure, 
à l’échelle près, la fibre moyenne déformée de la poutre qui possède ici trois 
points d’inflexion (M nul) et trois points de flèche nulle. Voir échelles et 
application sur la figure. 


3.3 POUTRES HOMOGENES D’INERTIE VARIABLE. 

3.31 Méthode des distances polaires multiples (fi g. 8). — Cette méthode 
graphique s’applique surtout aux poutres dont. Vinertie varie brusquement. 
; a) On construit le diagramme des moments comme pour une poutre a 

inertie constante. ’ 

b) On divise la surface des moments en éléments limites aux lignes 
d’action des forces et aux sections de changement d’inertie, et on applique 
à la poutre des forces fictives proportionnelles à ces surfaces. 

c) On construit le funiculaire de ces forces fictives avec des distances 
polaires variables, proportionnelles aux inerties. 

En effet, dans l’échelle des fléchés, la distance polaire d est au numé¬ 
rateur, l’inertie I au dénominateur. Nous prendrons donc une distance po¬ 
laire proportionnelle à l’inertie 

d' = k I 


h étant une constante. , , , . 

*Le diagramme deviendra ainsi indépendant de 1 inertie variable de la 

poutre, ainsi que l’échelle des flèches qui devient 

! mm _ £ n s mm de flèche. 

E 

Mode opératoire. — On prend une première distance polaire proportion¬ 
nelle à la plus grande inertie : d\ = k L et on trace les rayons vecteurs des 
forces fictives qui s’appliquent sur la portion de la poutre d inertie L, soit 

1 Sur Pi e on prend un pôle P 2 à la distance d' 2 =k I 2 _ et on trace^les 
rayons P, d et P, c. Les deux pôles P x et P, se trouvent bien sur le meme 
rayon Pi e puisque l’intervalle (e) s’étend sur les deux inerties b et 2 . 

On détermine de même les pôles P 3 , P* et P 5 . . 

On construit le funiculaire suivant la méthode habituelle et on le re¬ 
dresse de façon qu’il passe par les points A et B (flèche nulle aux appuis). 
A l’échelle près, on a la déformée de la poutre (voir ligure). 


M 

3.32 Méthode de la courbe -. — Quand Vinertie varie progressive- 

IM , 

ment le long de la poutre, il est plus exact et plus simple en même temps de 

tracer par points U courbe surtout si la charge appliquée est répartie. 

On opère, à partir de cette courbe, comme pour une poutre à inertie 
constante dont on a construit le diagramme des moments, ç eSt-a-dire que 
l’on détermine la courbe des moments dus a une charge repartie fictive rrp 
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sentée par la courbe . L’échelle des flèches est égale à celle de ces mo¬ 
ments fictifs. 

Voir application numérique au paragraphe 6. ci-après. 


Dynamique 
\ des e/ports 


Fumcu/otre d'csscn 


Longueurs 1mm = 20 mm: e \ Déformer 

Forces 1 mm = 70 H 9 .- n 
Moments f/e’ch/ss ernts tl : 7mm = enc/ = 20. IC 
Surfaces de moments : 1mm = 20mm s .- s 
Coefficient de disteyhces po/crires .- - S. 70 ~ < ri 

Module d ■e/ost/cite /F =20 OOOdy/mm 2 
fehe/ie des f/éches7mm = e 3 nsdf- _ 20 
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: 

4. DÉTERMINATION DE LA FLÈCHE EN UN POINT DONNÉ 


D’UNE POUTRE FLÉCHIE 


4.0 GENERALITES. 

Les méthodes graphiques que nous venons d’exposer permettent de cons¬ 
truire l image complète de la déformée des poutres droites et, par consé¬ 
quent, de connaître leurs flèches on tous points. 

( Mais il est souvent suffisant de connaître le déplacement d’un point 
donné ae la poutre étudiée, ce déplacement étant lui-meme évalué suivant 
une direction donnée. 
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La méthode que nous exposons ci-après permet d’obtenir rapidement 
et avec une très bonne précision ce résultat. 

C’est, de plus, une méthode générale qui s’applique à tous les systèmes 
fléchis : isostatiques ou hyperstatiques, rectilignes ou courbes 

Nous l’admettrons présentement sans démonstration générale, mais 
celle-ci sera donnée ultérieurement au chapitre XVIII (lors -de l’étude des 
systèmes hyperstatiques) en utilisant 1a, méthode de dérivation^ du potentiel 
élastique interne. Nous nous contenterons simplement ici de vérifier 1 exac¬ 
titude de la méthode dans un cas particulier simple 2 . Cette méthode est 
parfois désignée sous le nom « méthode du travail élastique virtuel ». 

4.1 EXPOSE DE LA METHODE. 

Soit, une poutre quelconque AB chargée par un certain système de 
charges extérieures donnant lieu à la courbe de moments fléchissants M repré¬ 
sentée » ligure 9 a. Nous nous proposons.de calculer le déplacement a un 
point quelconque G de cette poutre suivant la direction arbitraire XX ; c est- 
à-dire, d’une façon plus précise, la projection, sur cette direction, du dépla¬ 
cement élastique de flexion du point C. , , . vv , 

Appliquons au point G une force auxiliaire fictive cp dirigée suivant aa 

et, d’intensité égale à Vunité de force (<r=l kg par exemple). 

Déterminons le moment fléchissant m agissant sur la poutre sous t ac¬ 
tion isolée de la force q>. La figure 9 b représente la variation de ce moment. 

Le déplacement cherché d est donné par 1 expression 


y ^ ai. 

A El 


La somme figurée par le second membre de cette expression s etend 
tout le long de la poutre dont M ligure l’élément de longueur de la libre 

moyenne. . 

Elle représente, l’intégration le long de cette poutre de la Ionction 

de la variable Z. 

Mm 

Elle est donc mesurée par l’aire délimitée par la courbe et la pou¬ 
tre étudiée (voir fig. 9 c) 5 . 



1 . _ Pour les poutres courbes, le résultat est valable tant que la répartition linéaire 

des contraintes le long des sections est elle-même acceptable (ehap. IX, § 4.53). 

2. — Il existe une méthode géométrique de démonstration applicable aux poutres 
droites. 

3. — Cette représentation est faite par rapport à l’axe de la poutre. 11 est en réalité 
plus pratique pour les poutres en arc de considérer le développement linéaire de 
leurs axes. 

4 — Remarquer l’analogie de cette expression avec celle déterminée au chapitre Vil, 
§ 6.22, lors de l’étude des déplacements élastiques des, nœuds des systèmes triangulés. 

5 —Cette aire comprend la somme algébrique des surfaces hachurées figure 9c. 
c'est-à-dire, dans le cas de cette figure: d— S„ — S, — S 3 (à l’échelle correspondante). 
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4.2 REMARQUES IMPORTANTES. 

4.21 II va lieu, en réalité, de ne voir dans la force auxiliaire unitaire q p 

s t ans dimenswn 9 u’il est commode d’assimiler phvsique- 
ment a 1 imite de force. 1 - y 1 

Ln effet, l équation aux dimensions de l’expression ci-dessus s’écrit : 

FL • m T 


L = 


L ; 

u L 


soit 


L =m. 


Le moment m est donc, en réalité, de dimension longueur, ce qui n’est 
possible que si cp est un paramètre sans dimension, c'est-à-dire un vecteur 
dirige d intensité égalé à 1. 

Ceci explique le manque d’homogénéité apparent de la formule. 

4.22 Le déplacement d est orienté suivant le sens.de la force fictive 
cp = l, c est-a-dire suivant le sens XX' dans le cas de la figure 9. 

Si le résultat trouvé est négatif , c’est que le déplacement de C a lieu en 
sens inverse de qp, c’est-à-dire dans le sens X'X. 


vv , 4 ;?3 Si l’on envisage, en un point C quelconque, deux directions 
AA differentes (directions perpendiculaires par exemple), l’on obtiendra 
deux valeurs de d représentant les coordonnées du point C après déforma¬ 
tion par rapport à ces directions. On obtient donc, par 1a. méthode ci-dessus, 
le déplacement complet des points étudiés, ce que les méthodes précédentes 
ne permettaient pas de définir. 


4.24 Dans le cas d’une poutre avec porte-à-faux dont on évalue le 
déplacement d’un point entre appuis (Fig.9 par exemple), le moment, m et 
. Mm ^ 

donc est nul sur les porte-à-faux. L’intégration se limite donc pratique¬ 
ment entre les appuis A et R. 


MODE OPERATOIRE PRATIQUE (fig. 10). 

On calcule, au niveau de diverses sections droites : 1, 2, 3, de la 
poutre étudiée, le moment M dû aux forces extérieures , le paramètre- 
moment m dû a (q = 1 et la cous taule de rigidité EL CVx dresse, vjx tabJea». 
ces valeurs, selon le modèle de la figure 10, on y inscrit les grandeurs cor¬ 
respondantes du paramètre 1 -j|p- . 

On peut alors : 

a ) Soit tracer la courbe correspondante (se limiter alors à la colonne 
5 du tableau figure 10) et planimétrer cette courbe 2 . 

/ Longueurs : 1 mm = e mm, 

1 TVÎ7/7, 

Ech elles \ courbe -—- : 1 mm=îi, 


il' 




courbe 

El 

déplacements 


1 mm 2 de surface planimétrée = e n mm. 
Mm 


b) Soit calculer la valeur moyenne de -y— dans chaque intervalle 

iiil 


termeest un paramètre sans dimension, puisque m est en réalité une 
longueur. Dans le cas, le plus fréquent, où la poutre étudiée est homogène (E constant), 
il suffit de calculer et diviser globalement le résultat par E; le terme ™ est 

"alors de dimension FL -2 (kg/mma par exemple). 

2. — En opérant toujours pour les poutres courbes sur un diagramme développé de 
la libre moyenne. 




FLÈCHE EN UN POINT D UNE POUTRE FLÈCIIIE 


273 


(colonne G). On inscrit (colonne 7) les longueurs M de ces intervalles et 

l'on forme (colonne 8) les produits partiels yy-AZ. 

La somme algébrique des termes de cette dernière colonne donne direc¬ 
tement le résultat cherché. 


TABLEAU DE CALCUL TYPE 

Sections 

N° 

M 

m 

El 

M?n 

El 

Mm 

El 

moyen 

Al 

l 

El 

1 

2 

S 

/; 







— 























1 

2 

3_ 

4 

5 J 6_ 

7 

8 


Fig. 10. 


4.4 SIMPLIFICATION RELATIVE AUX POUTRES HOMOGENES A INER¬ 
TIE CONSTANTE. 

Le produit El est alors constant le long de la poutre ce qui permet de 
le faire sortir du signe 2 . L’expression du déplacement devient 

d = A v Mm Al. 

El — 

Il suffit de planimétrer la courbe figurative de Mm (colonne 5) ou 
encore d’effectuer la somme des produits partiels Mm M (colonne 8). La 
division par El s’effectue sur le résultat global. 


4-5 VERIFICATION DE LA MÉTHODE DANS UN CAS PARTICULIER 
SIMPLE. 


Plaçons-nous dans le cas d’une poutre-console rectiligne d'inertie cons¬ 
tante soumise à une charge répartie constante p par unité de longueur 
(fig. 11). Nous nous proposons de calculer la jlèche à l'extrémité libre B 
de cette poutre. 


© 




Fig. 11. 


Dans une section d’abscisse x, on a (fig. 11 a ) 

M = p x A =p ^ (variation parabolique de M). 


P. Vallaï. 


Résistance des Matériaux. 
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Appliquons t = 1 en B ; on a dans la même section courante : 

m—zx=x 

X'* 

donc M m=p 

d’où la flèche en B 


soit 

ü L 4 

y = y : résultat classique ( Planche 17). 

11 est à remarquer que d’une façon générale la méthode du travail 
virtuel conduit à des démonstrations algébriques très élégantes. 


/; 


X* 


dx= -il- r 

2 El J o 


x 


s dX= 

2 El 


I xM r - = _ p_ Lf 

[ 4 J o 2 El 4 


4.6 CAS PARTICULIER DES POUTRES CHARGÉES PAR UNE FORCE 
CONCENTRÉE UNIQUE. 


Considérons, par exemple, une poutre sur deux appuis A et B chargée 
en C par la force F (fig. 12 a). Nous nous proposons de déterminer sa flèche 
au -point d’application G de cette charge unique. 

En appliquant qp=1 en C dans le sens de F, on obtiendra évidemment 
un moment m dont la valeur sera en tout point F fois inférieure à celle 
du moment M dû à F, soit 

M 



L’expression générale se simplifie donc en 



Fig. 12. 


Remarque. — On peut aisément établir cette formule en utilisant sim¬ 
plement la notion de travail. 

Le travail de F dans son déplacement est (travail élastique) 


“i Fï - 


Or, le travail-intérieur de flexion a pour expression (ch. IX, § 3.4) 


gf = Y -Ml Al. 
^ 2 El 


La poutre étant en ^équilibre, les travaux extérieur et intérieur sont 
ésaux ; d’où 


_! Fy= \-» l ‘-Al 
9 J Z 9 F.T 
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soit 


y= J-V 

' F 


M 2 3 

El 


Ai. 


Exemple (fig. 12 h). — Poutre console d’inertie constante chargée par 
F en bout. 

On a évidemment dans une section d’abscisse x 

M=Fx 

d'où l’expression directe de la flèche à l’extrémité 


ho: 


F 2 X 2 


El 


dx 


y= 


FL « 
3 El 


: résultat classique (Planche il). 


4.7 CAS PARTICULIER DES POUTRES D’EGALE RÉSISTANCE EN 
FLEXION. 


4.71 Définition. — Nous rappelons qu’une poutre est dite d'égale résis¬ 
tance quand toutes ses sections subissent la même contrainte qui est ici la 
contrainte normale maximum de flexion 


n= y V =constante \ 


4.72 Expression de la flèche en un point. 

d=y= V EI M peut se transformer. En effet 

n I 


— L’expression générale 


d’où 

soit 


M = 


V 


y nljn Al 
J ^ VEI 


y= JL V J1l Al. 

E V 


Conclusion. — L’examen de cette expression montre qu’il n'est plu# 
necessaire de connaître le moment fléchissant appliqué M ni le moment 
d’inertie I pour calculer la flèche d’une poutre quelconque d’égale résistance 
dont on connaît la contrainte (constante) de flexion. 


4.75 Application : Prédétermination de la rigidité de flexion d’une 
aile d’avion. — Connaissant simplement les caractéristiques de forme exté¬ 
rieure et le métal utilisé pour construire l’ossature résistante d’une aile 
d’avion, il est possible, à priori, d’évaluer sa rigidité en flexion en escomp¬ 
tant simplement que le dimensionnement de cette ossature sera effectué 
rationnellement, c’est-à-dire que l’on obtiendra une poutre d'égale résis¬ 
tance en flexion'- 1 . 


1. — Ce résultat est à priori recherché en construction aéronautique afin d'obtenir 
le poids minimum de la structure. 

2. — Cette expression suppose E constant le long de la poutre, ce qui est le cas le 
plus fréquent. 

3. — En réalité, la contrainte réelle ira généralement en diminuant vers l'extré¬ 
mité, ce qui est dû le plus souvent à des considérations d’épaisseurs minima réalisa¬ 
bles ou encore à un accroissement volontaire de la rigidité des bouts d’ailes pour 
éviter les vibrations. (Voir application, chap. IX, § 7.4 et Planche 18). Les flèches cal¬ 
culées par cette méthode seront donc, en général, supérieures aux flèches réelles. 
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Exemple numérique. — Soit à prédéterminer la flèche en bout d’une aile en 
porte-à-faux dont les dimensions dans une vue de face, sont données figure 13. 
L'ossature résistante (qui sera placée au niveau de l’épaisseur maximum du pro¬ 
fil) sera réalisée en Duralumin (E=7000 kg/mm 2 ) et sera calculée au coefficient 
de calcul c=5 o la rupture. 

On aura, au coefficient 5 : n=n a = 40 kg/mm 2 , soit au coefficient 1 (vol nor¬ 
mal) où nous voulons calculer la flèche 

n = 8 kg/mm 2 . 

Dans une section située à l'abscisse x (eu mm) de l’extrémité, l’ossature a 
une hauteur totale li (en-min) donnée par : 

ù = 100 + 7ÜU i^n Q0 - s = 100+ Q .°5 ^ 

JxUvU 

La distance maximum V des fibres les plus éloignées de l’axe neutre est donc 
(en supposant l’ossature symétrique, ce qui est le cas le plus fréquent) : 

V=-A =50 + 0,025 x. 

& 

Appliquons en bout d’aile une force auxiliaire fictive ç=l dirigée de bas en 
haut (sens des déformations en vol). Le « moment » m engendré a pour expression 
dans la même section d’abscisse x : 


m=ox=x 


d'où l’expression de la flèche en bout d’aile au coefficient 1 : 


V = 


S y x 
7000 2 | v e 


A® = 1,141 • 10- 3 V 4 Ax. 

jLà v 


Pour effectuer simplement cette, intégration, divisons l’aile en six tranches de 
longueur égale à 2 mètres, soit ; Ax=2000 mm et évaluons au milieu de chacune 
d’elles, c'est-à-dire au niveau des sections repérées sur la ngure i3,ies valeurs de 


V et de —• 



TABLEAU DE CALCUL 

SECTIONS 

CALCUL DE V 

x 


abpcisse 



v 

Repère 

x 

0,025 x 

Y 



mm 

ram 

mm 


1 


25 

75 

13,3 

2 

HiMiB 

75 

125 


3 


125 

175 

28,6 

4 

KililiW 

175 

225 

31,1 

5 

pun 

225 

275 

32,7 

6 


275 

325 

33,8 


2 = 163,5 


Fie. 13. 


Nous obtenons le tableau de calcul de la figure 13 d’où l’on déduit : 
Y -JL Ax=2000 Y -y- =2000 • 163,5 = 327 • 10® min. 

La flèche cherchée vaut donc : 

y = 1,141 • 327 = 373 mm. 
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Remarques. — a) La méthode ci-dessus équivaut à une intégration par 

tranches. On obtiendrait une précision supérieure en traçant, a 1 aide des 

x 

valeurs de y au niveau de six sections envisagées, la courbe y et en 

planimétrant cette courbe, ou encore en calculant mathématiquement 1 in¬ 
tégrale 


/• 12000 


50 + 0,025 x 


dx= 


1 


0,025 


1 * 


_ L (50+.0,025 x) 1 12000 = 324300 

0,025 • Jo 


d’où 

y = 1,141 x 324,3 = 370 mm. 

soit un écart de 0,8 % par rapport à la méthode approchée ci-dessus. 

b) Comme nous l avons indiqué ci-dessus, cette valeur représente une 
Limite supérieure de la flèche réelle de flexion due à la déformation propre 
d’un porte-à-faux. Il conviendrait cependant d’y ajouter l’influence de la 
déformation de la partie intérieure au fuselage (qui travaille en flexion cir¬ 
culaire) et la flèche de cisaillement (voir ci-après). 

c ) On voit que la rigidité est indépendante du type de réalisation de la 
structure (monolongeron ou multi-longerons ou caisson) pourvu que cette 
structure occupe'toute la hauteur h envisagée et qu elle travaille au meme 
taux do contrainte n. 

d) Ce sont donc, en résumé, les paramètres envergure et hauteur, c’est- 
à-dire allongement et épaisseur relative qui influent le plus sur la rigidité 
de flexion d’une structure d’aile. 


4.8 REMARQUE : CALCUL DE LA ROTATION, EN UN POINT, D’UNE 
POUTRE FLECHIE. 

La méthode du « travail virtuel » peut également s’appliquer pour le 
calcul de la rotation en un point, c’est-à-dire pour le calcul de 1 angle de 
déformation d’une section droite, d’une poutre fléchie. 

On aboutit au résultat suivant 


Y 


_M,<_ 

El 


Al 


(avec a en radians) 


dans lequel u. désigne le moment dû à un couple unitaire fictif applique à 
la poutre au niveau de la section dont on cherche 1 angle de deformation. 
Les autres symboles ont même signification que dans 1 expression de y 

donnée au paragraphe 4.1. . _ - 

Le mode opératoire pratique et les cas particuliers sont analogues a 

ceux décrits ci-dessus pour le calcul des flèches. 


5. DÉFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES 

CELLES DE FLEXION 


ACCOMPAGNANT 


Nous ayons vu que le phénomène de flexion proprement dit (c’est-à-dire 
l’effet du moment fléchissant M) s’accompagnait le plus souvent de cisail¬ 
lement (dû à l’effort tranchant T) et parfois d’efforts normaux (dus aux 

efforts N). 

5.1 INFLUENCE DES EFFORTS NORMAUX. 

Nous verrons au chapitre XVI, que les efforts normaux {compression ou 
tract inn) appliqués à une poutre fléchie exercent des influences amplifi- 
catriSs ourfductrices sur les flèches de flexion pure de ces poutres. 
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L’étude de ces phénomènes nécessite l’examen préalable de la stabilité 
axiale (ou flambage) des poutres. C’est pourquoi nous l’avons incluse au 
chapitre XYi. 


Notons toutefois que, pour les poutres industrielles courantes, où les 
efforts normaux engendrent des contraintes faibles relativement à celles de 
flexion, l’influence dos efforts normaux pourra être négligée dons le calcul 
de leurs déformations. • 


5.2 FLECHES COMPLEMENTAIRES DE CISAILLEMENT. 

D’après ce que nous avons vu au chapitre VIII, paragraphe 4.2, une 
poutre soumise au cisaillement seul prend une flèche- 

f= V -L Al 
1 Zi G 

avec / = contrainte de cisaillement au point considéré et G = module d’élas¬ 
ticité transversal. 

Dans le cas du cisaillement de flexion, on obtient line valeur approchée 
de celte flèche complémentaire en assimilant la répartition réelle de l’effort 
tranchant T dans chaque section droite à une répartition de cisaillement 
simple calculée à l’aide de « sections équivalentes au cisaillement » : 

S'=Z e 


avec Z = hauteur équivalente définie au chapitre IX, paragraphe 3.75, et 
e épaisseur au niveau de l’axe neutre. 

On a alors une flèche complémentaire 



Al. 


Remarque. — Pour les poutres métalliques longues utilisées en pra¬ 
tique, cette flèche complémentaire est très faible vis-à-vis de celle de flexion 
(voir ci-dcssous). 

Elle peut cependant ne plus être négligeable pour des pièces courtes 
ni surtout pour des poutres en bois dont, le module G est très faible. 

Application. 

Evaluons la flèche complémentaire, de cisaillement de l’aile étudiée au 
§ 4.73 ci-dessus en supposant que Pâme, ou les âmes, de l’ossature subissent une 
contrainte de cisaillement : f = 10 kg/mm 2 nu coefficient de rupture 1 , soit 


t=2 kg/mnr au coefficient 1. 

Nous supposerons cette contrainte uniformément répartie sur toute la hau¬ 
teur de l’âme 2 . On a alors directement avec les notations du § 4.73. 

y'=\ -L. Ax 
J ^ G 


avec G = 0,385 E=2700 kg/mm 2 (Duralumin) 


d’où 


V 7000 


2 Ax= —A—. 12000 
7000 


y'— 3,4 mm (à comparer avec y =373 mm). 

Cette valeur est donc 110 fois plus faible que celle de flexion dans le cas con- 


1. — Cette valeur correspond à une moyenne généralement acceptable pour des 
âmes minces eu égard à des considérations de stabilité. 

2. — Ce qui est très admissible pour une âme mince comme nous l'avons déjà vu 
notamment au chapitre IX, § 7.31. 
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sidéré, bien que la contrainte envisagée soit beaucoup plus élevée que pour des 
poutres massives \ 


6. APPLICATION NUMÉRIQUE 


En application aux théories précédentes, nous donnons, Planche 19, le calcul 
des déformations du longeron de voiture dimensionné planche 18 fehan PX, 
| 7.4). . » 

.Nous avons effectué dans cette application : 

— le tracé de la déformée par la statique graphique (méthode de la courbe M/EI 

§ 3.32 ci-dessus), 

— le calcul de l'angle de rotation d'une section , 

— le calcul de la flèche à l'extrémité (déterminée par trois méthodes diffé¬ 

rentes). On voit que la méthode du travail virtuel donne une solution 
rapide et précise, même en opérant directement l’intégration par parties 
dans un tableau. 

Nous n’avons pas tenu compte des flèches complémentaires de cisaillement qui 
seraient négligeables. 

Tous ces calculs sont effectués aux deux tiers des charges de rupture, c’est-à- 
dire aux « charges limites ». 


1. — Ce résultat s’explique physiquement très clairement si l'on considère que les 
déformations de cisaillement propres à tous les éléments Ax qui composent la poutre 
ne l'ont que s’ajouter bout à bout sans bénéficier de « l’effet amplificateur de bras de 
levier » qui entre en jeu pour les rotations de flexjon. 
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1. GÉNÉRALITÉS 

Nous avons été conduits à considérer, dès le début de l’étude de la 
flexion, deux catégories de phénomènes se distinguant par l’allure des défor¬ 
mations des poutres auxquelles ils correspondent : 

flexion plane : déformée contenue dans le plan de flexion, 
flexioyi gauche : déformée non contenue dans ce plan. 

Le phénomène de flexion gauche ainsi défini par une simple opposition 
comprend un vaste domaine. 

Nous aborderons son étude par celle d’un cas particulier simple : celui 
de la flexion déviée des poutres possédant deux plans de symétrie. 

Nous envisagerons ensuite le cas des poutres de sections minces ouvertes 
non symétriques ( flexion des profilés ouverts ) qui nous permettra de faire 
apparaître la notion très utile de centre de cisaillement. Nous traiterons 
enfin succinctement le cas des poutres de sections quelconques. 

Cette étude nous permettra de définir, d’une façon plus précise et plus 
complète, les conditions de réalisation du phénomène de flexion plane 
(ainsi que nous l’avions annoncé au chapitre IX, paragraphe 1.4) et du phé¬ 
nomène de flexion déviée. 


2. FLEXION DÉVIEE DES POUTRES POSSÉDANT 
DEUX PLANS DE SYMÉTRIE 

2.1 DEFINITION. CLASSIFICATION. 

On dit qu’une poutre prismatique possédant deux plans de symétrie 1 
travaille en flexion déviée quand le plan des forces extérieures , qui contient 
toujours la fibre moyenne de la pièce comme dans la flexion plane, ne coïn¬ 
cide pas avec l'un des plans de symétrie. 

La flexion déviée est dite simple quand les forces sont normales à la 
libre moyenne, donc quand il n’y a pas d'effort normal. Elle est dite com¬ 
posée dans le cas contraire. 

2.2 EQUATION DE RESISTANCE EN FLEXION DÉVIEE SIMPLE. 

Considérons une section droite d’une poutre travaillant on flexion déviée 
simple (fig. 4 a). Cette section comporte deux axes de symétrie xx et yy r 
passant par G. Soit zz' la trace du plan des forces et T la résultante de ces 


1 . — Xous verrons ci-après que le phénomène de flexion déviée peut également 
exister pour des poutres ne possédant pas cette double symétrie. Nous préciserons 
alors les conditions générales de son établissement. 




FLEXION DÉVIÉE 


281 


forces situées d’un même côté de lu section considérée, c ©st-a-dire l effort 
tranchant agissant dans cette section. 

Décomposons la force T en deux composantes dirigées suivant Gx et Gy. 
Elles produisent chacune de la flexion plane (puisqu’elles agissent toutes 
deux suivant un plan de symétrie). 

Ces deux composantes sont : 

suivant Gx : T X =T cos x 
suivant Gy : T„ = T sin x 


a étant l’angle de zz avec xx'. . 

Soit M le moment fléchissant total correspondant à 1 effort tranchant 1. 
La composante T„ engendre donc un moment fléchissant M,=M sin a 
autour de xx' et la composante ï x un moment M y = M cos a autour de y y 1 2 . 

Donc, en un point quelconque A de la section, de coordonnées x et y, 
les contraintes normales dues à ces moments partiels seront : 


M M 

n x = — L x= — X COS a 

lu L 

L et lu désignant respectivement les moments d’inertie autour de xx' et 
yy' qui sont ici des axes principaux d'inertie 2 . La contrainte normale 
résultante est la somme algébrique do ces deux contraintes partielles, soi 


ou 


n=iix+n v 


„ | y sin a x ci 
n=M + - 


X COS a 




1. — Ce raisonnement revient à une simple décomposition du vecteur-moment M 
qui est normal à T et fait donc l'angle a avec yy'. 

2. — Voir chapitre II, § 8.42. 
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Règle pratique. — Nous avons dit que la somme ci-dessus était algé¬ 
brique. Il y a donc lieu, pour appliquer la formule, d’orienter les axes l\x 
et G y. Celte orientation peut-être pratiquement guidée par un raisonne¬ 
ment, tel que celui ci-dessous : 

Supposons que le fer poutrelle dont la section est représentée figure 1 b 
soit entre appuis. La flexion verticale (due a TJ comprime la partie supé¬ 
rieure et tend la partie inférieure (signes encerclés) tandis que la flexion 
horizontale (due à TJ comprime la partie droite et tend la partie gauche. 
Il y a donc addition dos effets en B (compression) cl en G (traction) et 
soustraction de ces effets en À et D. 

Les rexes xx, yy' et l’angle a doivent être orientés selon la figure pour 
aboutir directement à ces résultats en utilisant la formule ci-dessus. 

2.3 POSITION DE L’AXE NEUTRE EN FLEXION .DEVIEE SIMPLE, 

2.31 Expression mathématique.— Par définition, l’axe neutre est le 
lieu des points où la contrainte normale n est nulle. 

L équation do cet axe est donc donnée immédiatement par 

y sin « , x cos a Q (l) 

r* ij i 

On en déduit directement 1 angle co formé par Taxe neutre un' avec xx 
(fia. 2 a): ' 

tg (0= dO _— Is_ co tg -J 
- ® I U 


et l'angle 0 formé par nu avec la direction zz de T : 

6 — o> — -j. 
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d’où _ 

tg e= -A - J*±h JëtJL. 

6 tg a I* — I„ 


Ces angles étant, do meme que a, orientés dans le sens trigonométrique. 

2.32 Construction géométrique. — L’équation (1) ci-dessus signifie 
que l’axe neutre est la direction conjuguée à T dans l’ellipse centrale d'inertie 
de la section droite considérée (ch. Il, § 8.5). 

On obtient donc sa direction uu‘ selon la figure 2 a en partant de 
Y ellipse d'inertie ; ou d’une façon plus précise, en opérant selon la 
ligure 2 b à l’aide du cercle d’inertie (cl». II. § 8.52). 

Les résultats de ces-constructions géométriques sont vérifiés sur la 
figure à l’aide des expressions algébriques ci-dessus. 


2.4 FLEXION PLANE ÉQUIVALENTE. 

Le vecteur-moment fléchissant total M qui est normal à la direction 
(le T se projette sur l’axe neutre en donnant un moment 

M U =M sin 0 (fig. 3). 

On démontre aisément que les contraintes normales de flexion n dont 
l’expression a été établie nu paragraphe 2.2 ci-dessus se calculent directe¬ 
ment par la formule : 

n= M - S 1 A± o I 
lu 


l u étant le moment d’inertie de la section par rapport à l'axe neutre nu', 
et v étant la distance de cet axe neutre au point considéré de la section. 

Vérification numérique. — La figure 3 reproduit les caractéristiques du 
profilé en I dont l'axe neutre a été déterminé figure 2. 

Supposons que le moment fléchissant total appliqué à cette section ait 
pour valeur : M=o0 mkg = 5 ■ -JO 4 mmkg. 

La contrainte normale maximum de flexion est atteinte en B et G et 
vaut, en valeur absolue (§ 2.2) 

n„«=M(iLÏSi + ISll soit (flg, 2 et 3) 

tw=5 ■ 10* ( + 23=10,76 kg/mm*. 


Or, le moment d’inertie par rapport à l’axe neutre a pour valeur (voir 
cercle d’inertie fig.2) 

I«=17,7 cm 4 = 17,7 • 10 l mm 4 
et la distance de B ou G à cot axe (lig. 3) 

■0=47,4 mm. 

On retrouve bien directement 

n max = M S1 — o= 5 ' 10 * ' °’ 804 47,4=10,76 kg/mm 2 . 

I u 17,7 • 10 4 b/ 


L’exemple ci-dessas montre de plus que Vemplacement des contraintes 
maxima est mis directement en évidence quand on a déterminé l’axe neutre, 
puisque ces contraintes ont lieu aux points les plus éloignés de cet axe. Nous 
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avions obtenu le même résultat par un raisonnement plus long au 
graphe 2.2 (fig. 16). 1 fc 


para- 



Conclusion. — On voit donc que, du point de vue des contraintes nor¬ 
males, la flexion deviez se réduit, dans une section donnée, à une flexion 
■plane unique équivalente autour de l’axe d’inertie conjugué à la direction 
de l effort tranchant appliqué à cette section ; à condition de remplacer le 
moment fléchissant M appliqué , par sa projection M„ sur l’axe neutre préa¬ 
lablement déterminé \ 1 


Nous avons vu également au paragraphe 2.2 qu’elle se réduisait à deux 
flexions planes simultanées agissant suivant les axes principaux d’inertie de 
la section. 

Les deux méthodes de calcul sont équivalentes. La méthode de réduction 
a une flexion plane unique présente cependant l’avantage de faire apparaî¬ 
tre clairement, les points B et G de contrainte normale maximum. 

Cet avantage est particulièrement appréciable pour l’étude de sections 
de lorme arrondie, telles que celle de la figure 4 (levier de commande de vol 
par exemple) pour laquelle il faudrait, par l’autre méthode, opérer par 
tâtonnements en faisant varier x et y. 


2.3 DEFORMATIONS DE FLEXION DÉVIÉE. 

La méthode de réduction à une flexion plane unique équivalente permet 
egalement de faire apparaître directement le sens des déformations de ' 
flexion déviée. Celles-ci ont lieu, eu effet, dans le plan de la flexion plane 
équivalente, c’est-à-dire suivant une direction vv’ normale à l’axe neutre uu 
(voir fig. 2) -. 


L On peut encore évaluer directement M u en projetant initialement toutes les 
charges sur un plan normal à l’axe neutre uu'. 

2. — C’est à ce phénomène d’obliquité des déformations par rapport aux efforts 
appliqués qu'est dû le nom de flexion déviée. 
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Ces déformations se calculent exactement comme celles de flexion plane 
à partir du moment fléchissant projeté M„ et du moment d’inertie de flexion 
équivalente l„. 

2.6 CAS PARTICULIERS. 

2.61 Supposons que les moments d’inertie principaux L et I u des sec¬ 
tions étudiées soient égaux 

La formule du paragraphe 2.31 donne alors 

' tg 0=oo d’où 0=90°. 

Ces sections travaillent donc en flexion plane ordinaire quelle que soit 
l’orientation des efforts appliqués (pourvu, évidemment, que ceux-ci passent 
par leurs centres). 

2.62 Supposons que sur la figure 2, par exemple, l’angle a. soit égal à 0 
ou à 90", c’est-à-dire que la flexion s'opère suivant un axe de symétrie. 

On trouve alors, en levant l’indétermination accusée par la formule du 
paragraphe 2.31 pour « = 90°. 

tg 9=oo soit 0=90° 

On démontre ainsi mathématiquement que l’on retombe alors sur la 
flexion plane ordinaire des sections symétriques. 

2.7 FLEXION DEVIEE COMPOSÉE. 

La résultante R des forces agissant d’un même côté d’une section droite 
n’étant plus normale à l’axe longitudinal, elle se décompose en un effort 
tranchant T (cas précédents) et en un effort normal N. 

Les formules donnant les contraintes normales composées s’écrivent : 



Ces expressions algébriques étant sujettes aux conventions de signes 

habituelles. , 

La figure 5 donne le résultat obtenu dans le cas d une poutrelle repo¬ 
sant sur un appui P et un point P' (mêmes conventions de signes que pour 
la figure 1 b). On voit qu’il ne se produit alors addition globale des effets 
qu’en un seul point (arête B). Il se produit un décalage d de l axe neutre iden- 
tiqiie à celui de la flexion plane composée (chap. IX, § 3.226) ce décalage 
étant compté perpendiculairement à la direction uu' (fig. 6). L angle sur¬ 
chargé est le plus éloigné de 1 axe neutre décalé 1 2 3 iq ,. 


1 . _ L’ellipse d’inertie devient alors un cercle. C’est le cas des sections circulaires 

et des sections polygonales régulières inscrites (triangle équilatéral, carré, hexagone, 
octogone, etc...). Voir chapitre II, § 8.4. 

2. — Cette formule se met en effet sous la forme : 

tg 0 = I.r cotg a+L tg x 

I* I y 

pour a = 90° : tg 6 = ® + —oo 

* *a: ly 

3 . — Il y a toujours lieu, bien entendu, d’évaluer les moments d’inertie inclus dans 
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2.8 GLISSEMENT EN FLEXION DÉVIÉE. 

La répartition des contraintes de cisaillement se calcule selon les métho¬ 
des établies pour la flexion plane (ch. IX, § 3.5 à 3.7) en décomposant la 
flexion deviée en deux flexions planes agissant suivant les axes de symé¬ 
trie et en superposant les tensions trouvées dans chaque cas. 

On peut encore opérer en une seule fois en considérant la flexion plane 
unique équivalente définie ci-dessus. Il y a alors lieu de remplacer l’effort 
tranchant 1 par sa projection sur le plan de flexion équivalente, soit 
(flg. 2, 3 ou 4) 

T„ = T sin 6. 

2.9 FLEXION DEVIEE MULTIPLE. 

Si la poutre' considérée reçoit dos charges qui, tout en restant orientées 
vers la fibre moyenne, ne sont pas contenues dans un même plan , les axes 
neutres des différentes sections ne sont également plus contenus dans un 
plan unique. 11 n’existe donc pins de plan de flexion équivalente. La défor¬ 
mation s’opère suivant un phénomène complexe engendrant de la torsion. 

On peut cependant toujours se contenter, pour calculer les contraintes 
normales, de décomposer directement le phénomène en deux flexions planes 
ordinaires, ce qui revient à projeter initialement les charges sur les .plans 
de symétrie et à évaluer séparément les moments fléchissants M, et M„ 
relatifs à chacun de cos plans. 

Cas particulier. — Dans le cas particulier de poutres possédant des sec¬ 
tions à inertie constante dans toutes les directions (sections circulaires ou 
polygonales régulières inscrites, voir ci-dessus), on peut opérer directe¬ 
ment avec le moment fléchissant résultant. M,. sans se préoccuper de son 
orientation. On établit ainsi des diagrammes de moments résultants que 
I on traite comme ceux des moments plans. C’est ce que nous avions fait 
Planche 10, lors de l’étude du levier de commande de vol qui nous a servi 
d’exercice de calcul dos efforts appliqués aux sections. 


les formules ci-dessus par rapport aux mêmes axes d’inertie passant par G que dans 
le cas de la flexion déviée simple (axes xx' ou uu'). 
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3. FLEXION DES POUTRES DE SECTIONS MINCES OUVERTES 

NON SYMÉTRIQUES OU NON CHARGÉES SUIVANT 
LEURS AXES DE SYMÉTRIE 

3.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Ces poutres comprennent la plupart, des }rrofilês laminés courants ou 
des profilés en tôle plice utilisés particulièrement en construction aeronau¬ 
tique. 

3.1 EXPERIENCE CLASSIQUE. 

Considérons un profilé laminé en U chargé 
parallèlement à son âme , c’est-à-dire normale¬ 
ment à son seul plan de symétrie (Hg. 6). Suppo¬ 
sons, pour nous placer apparemment dans un cas 
particulier favorable, que ces charges agissent 
suivant le plan longitudinal de trace yi/ passant 
par les centres de gravité des sections droites. 

L’axe y y' est évidemment axe principal d’inertie 
puisque issu du centre de gravité et normal à 
l’axe do symétrie xx qui est obligatoirement 
axe principal (chap. II, § 8.42). Nous avons donc 
affaire à une poutre chargée suivant un plan prin¬ 
cipal d’inertie qui n’est pas plan de symétrie. 

L’expérience permet de constater les phéno¬ 
mènes suivants \ 

a) La déformation, de flexion s’accompagne 
d’un phénomène de rotation autour d’un axe longitudinal rejeté en arrière 
de l’âme du profilé (fig. 6) 1 2 . 

b) En disposant des exlensomètres sur les ailes, on s’aperçoit que. les 
contraintes normales ne sont pas uniformes le long de celles-ci, dans une 
même section droite. Elles sont; en général, plus élevées aux angles a on a 
qu’aux bordures b ou b' bien que ce points soient situés à même distance 
de l’axe neutre (ax;e de symétrie). 

c) Les flèches mesurées sont, généralement supérieures à celles calculées 
d’après les théories de la flexion plane. Nous ne sommes donc pas en pré¬ 
sence do llexion plane (ni même de flexion déviée). 

Les mêmes phénomènes se produisent, quoiquo moins accusés, si les 
charges sont appliquées à l’aplomb de l’âme. 

3.2 EXPLICATION DU PHENOMENE : AXE ET CENTRE DE CISAILLE¬ 
MENT (fig. 7). 

L’explication du phénomène, en particulier en ce qui concerne le 
« déversement » du profilé, peut être fournie par de simples considérations 
basées sur l’équilibre entre les efforts appliqués et les tensions internes 
(ou contraintes). 

Supposons, en effet, que l’on puisse réaliser, en jouant sur la position en 
profondeur des charges, un état de flexion plane. 

1. — Expériences de Bach sur les U laminés. Cet auteur a déduit de ses expériences 
des « modules d’inertie fictifs » applicables à ces profilés selon divers cas de charge¬ 
ment. Ces résultats présentent un intérêt pratique certain, pour le cas particulier étu¬ 
dié, mais ils ne peuvent malheureusement pas être généralisés. 

2. — Ce phénomène est connu sous le nom de déversement du profilé. 
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Les contraintes normales n calculées par la formulé classique : 


M 

n = - - y 

-f.r 


équilibrent alors intégralement le moment fléchissant M. 11 reste à étudier 
1 équilibré entre les contraintes langenlielles (cisaillement) et l 'effort tran¬ 
chant 1 ; ce que nous effectuerons en faisant apparaître l’allure des ten- 
s . 10 " s . 0 cisaillement le long de la section, c’est-à-dire le flux de cisaillement 
aelini précédemment au chapitre IX, paragraphe 3.u4. Nous savons que, par 
suite de la minceur dos parois, ce flux s’écoule lanqenliellement au contour 
(voir chap. IX, § 3.73) h 

, ^ aflecte l’allure schématisée par le système de flèches de la figure 7 a 
ou nous avons orienté ces flèches dans le sens des réactions fournies à 
le! tort tranchant appliqué, de façon à mieux illustrer le phénomène d’équi¬ 
libre. 

, ^ llx engendre sur les semelles deux forces résultantes ? et —a, 
égalés et opposées (par suite de symétrie) formant un couple de moment 



y=o h. 



Le flux agissant sur Lame équilibre la totalité de l'effort tranchant 
(équilibré des projections verticales des forces). Il est donc équivalent à 
une réaction globale ÿ =— T, centrée sur l’âme. L’ensembZe du flux four¬ 
nit donc une réaction R égale à — T (projections horizontales milles), mais 
cette réaction qui est la résultante des trois forces : cp, — <p et 'f (c’est-à-dire 
de la force — T et du couple p.) se trouve rejetée à une certaine distance d 
de l âme, telle que l’on ait l’équilibre de moments, soit : 

—T d=y = h 


1. — Cette hypothèse n’est, en réalité, 
seurs infiniment minces, mais elle s'écarte 
occupe. 


pleinement satisfaite que pour des épais- 
peu de la réalité dans le cas qui nous 
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d’où * 



Il est aisé de voir que cette distance d doit être portée, en arrière de 
l’âme c’est-à-dire extérieurement, au profilé. En effet, le moment \j. dû aux 
forces cp et le moment dû au transport de ^ s’ajoutent pour tout point tel 
que À (fîg. 7 a) situé vers l’intérieur du profilé. Il n’y a donc pas possibilité 
d’obtenir un équilibre de ce côté. 11 existe, par contre, une possibilité 
d’équilibre on arrière de l’âme où les moments par rapport à un point quel¬ 
conque, tel que B, sont de sens inverses. 

Conclusion. *— Le décalage d, ainsi mis en évidence, situe donc un axe 
y t y\ parallèle à yy ', à l’aplomb duquel il est nécessaire d'appliquer Veffort 
tranchant T envisagé, pour que celui-ci soit directement équilibré par un 
état de cisaillement de flexion plane (fig. 7 5). 

Cet axe est appelé Y axe de cisaillement de la section relatif au sens de 
flexion étudié. Il rencontre l’axe de symétrie xx\ (qui est évidemment axe de 
cisaillement en flexion horizontale) en un point C c caractéristique de la 
section, que l’on désigne par centre de cisaillement de cette section. 


Calcul de la distance d (fig. 8). — On sait que le flux de cisaillement 
de flexion plane est donné par l’expression 


r= w (chap. IX, § 3.54) 2 

avec ici : I=I œ = + 2 e b-!£ = 

4(^ + *eb 

(inerties propres des semelles négligées). 
Aux angles a et a' des semelles 


on a 

T 

r = r 1= — W 


(«emel le) — 


O 6 ' Vf) ' 



La variation de x étant linéaire 
sur les semelles (ch. IX, § 3.73), 
la résultante <p est donnée par 


1 , 3Tb 

G = T y U = - 

' 2 ftfe+A.j: 

\ b e 



Fig. 8. 


On a donc d’après la relation ci-dessus 


d = 


o h 


(en valeur absolue) 


soit 



3 b 


G + 


h _ef 
b c 


1 — Voir ci-après le calcul de d en fonction des dimensions de la section. 

2. — Nous rappelons que w représente le moment statique par rapport à l’axe 
neutre de tous les éléments mis en charge à travers la section, normale aux lignes de 
liux, passant par le 'point considéré. Pour les profilés ouverts, ces éléments compren¬ 
nent donc ceux situés entre le point considéré et l’extrémité libre voisine. 


P. VALLAT. —- -Résistance des Matériaux. 
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On voit que cette distance constitue bien uniquement un paramètre géo¬ 
métrique de la section, indépendant des efforts appliqués (l’effort tranchant 
T inclus dans la première expression s’est éliminé). 



3.3 PROPRIETES DU CENTRE DE CISAILLEMENT VIS-A-VIS DES 
SOLLICITATIONS DE FLEXION. 

3.31 Efforts passant par le centre de cisaillement. — a) Nous venons 
de démontrer que si l'effort tranchant T avait été appliqué suivant yiij'i 
c’est;à-dire parallèlement à un axe d’inertie principal, et au niveau du 
centre de cisaillement, il y aurait eu état de flexion plane l . 

b ) Si Veffort tranchant T, toujours orienté vers le centre de cisaille¬ 
ment, avait été dirigé obliquement par rapport aux axes principaux d’inertie 
(fig. 9), il y aurait eu un étal de flexion déviée identique à celui qui a été 
défini au paragraphe 2. ci-dessus dans le cas particulier simple des sections 
bi-symétriques. 

C’est-à-dire que l’axe neutre et les déformations auraient été simple¬ 
ment déviées d’un angle 0 .que nous savons calculer, sans qu'il se produise 
de rotation (ou déversement) de la poutre, autour d. y un axe longitudinal. 

3.32 Efforts ne passant pas par le centre de cisaillement. — Supposons 
maintenant que l’effort tranchant T soit appliqué suivant une direction 
quelconque ne passant pas par le centre de cisaillement. 

L’expérience montre que le phénomène de déversement constaté ci- 
dessus (fig. 6) se produira toujours, quelle que soit Vorientation de T, 

Nous verrons au chapitre XIII que cette rotation des sections droites 
autour d’un axe parallèle à la dimension longitudinale de la poutre constitue 
une torsion de cette poutre. Nous sommes donc en présence d’un phénomène 
complexe comprenant de la flexion et de la torsion 2 . 


1. — Il n’est donc pas suffisant que T soit parallèle à un axe d’inertie principal, 
selon une opinion trop répandue. La direction y r y\ définit un axe que l’on peut 
désigner, par analogie avec les axes d’inertie, par l’appellation d’are principal de 
cisaillement. 

2. — Pour les poutres de sections minces ouvertes, cette sollicitation complexe 
prend le nom de torsion-flexion (Voir chap. XXII). 
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Nous verrons également au chapitre NUI, que l’axe longitudinal de 
rotation, appelé axe de torsion de la poutre, est précisément matérialisé, 
pour les poutres prismatiques minces telles que les profilés ouverts, par le 
lieu des centres de cisaillement de leurs diverses sections droites. 

Nous verrons enfin que la torsion peut engendrer des contraintes nor¬ 
males supplémentaires, ce gui explique l’anomalie constatée ci-dessus (§ 3.1) 
pour la répartition de ces contraintes et pour la valeur des flèches. 

3.33 Remarque. — Les états de flexion plane et de flexion déviée dont 
les conditions de réalisation sont définies au paragraphe 3.31 se groupent 
sous la désignation commune d’états de flexion pure, par opposition à. 
l’état de flexion avec torsion défini au paragraphe 3.32. 

3.4 CONDITIONS DE REALISATION DE LA FLEXION PURE POUR 
QUELQUES PROFILÉS OUVERTS- 

Nous avons groupé sur la Planche 20 les schémas représentatifs des 
sections droites de quelques profilés ouverts courants ou caractéristiques. 

Les centres de cisaillement correspondants C c sont situés pour chacune 
de ces sections. Leurs positions se déduisent pour quelques-unes de simples 
considérations de double symétrie (profilés en I) d’anti-symétrie (profilés 
en Z) ou de composition de flux concourants (profilés en T et en L). Pour 
les autres sections, le décalage d se calcule par un procédé analogue à celui 
utilisé ci-dessus pour le profilé en U. 

Il est à noter que ce décalage est toujours orienté vers l’extérieur poul¬ 
ies profilés du genre U, C ou tubes fendus. Le centre de cisaillement peut, 
par contre, être situé à l’intérieur de la section pour les profilés du genre O 
si les ailes terminales sont importantes ou si la. hauteur est faible (la for¬ 
mule donnant d fournit alors un résultat négatif). 

Nous avons indiqué sur ces figures 

— Les lignes d’action des efforts tranchants T produisant de la flexion 
plane (efforts agissant suivant les axes principaux de cisaillement) ; 

— Quelques lignes d’action d’efforts tranchants IV produisant de la 
flexion déviée (efforts passant par C c et non dirigés suivant les axes prin¬ 
cipaux) ; 

— Quelques lignes d’action caractéristiques diefforts T a produisant des 
états de flexion avec torsion (efforts ne passant par C c ). 

Un cas particulier intéressant est fourni par les profilés en tubes fendus 
circulaires 1 ou carrés qui possèdent une infinité de directions de sollici¬ 
tations en flexion plane convergeant toutes au centre de cisaillement. Ils 
peuvent donc être assimilables aux tubes fermés identiques sous réserve 
d’être chargés au niveau de leurs centres de cisaillement 2 . 

3.5 CONCLUSIONS PRATIQUES. 

La plupart des profilés ouverts possèdent donc des « directions privi¬ 
légiées » de sollicitations transversales qui sont, généralement extérieures 
aux figures. Ces directions correspondent à des déformabilité s minima. Nous: 
verrons, en effet, ultérieurement (ch. XIII) que les sections ouvertes pos¬ 
sèdent. une faible rigidité en torsion. C’est ce qui explique les phénomènes 
de « déversements prématurés » facilement constatés pour ces sections 
quand on les sollicite d’une façon quelconque par rapport à leurs centres de- 
cisaillement (états de flexion avec torsion). 

Une méthode pratique pour éviter ces effets consiste à coupler ces pro- 

1. — Tringles à rideaux du commerce, par exemple. 

2. — 11 est à noter, cependant, que les contraintes de cisaillement sont toujours 
plus élevées (par suite de la dissymétrie des flux). 
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filés dos a dos, soit directement (fig. 10 a), soit à l'aide d’entretoises qui 
peuvent alors servir au chargement (fig. 40 b). 



Il est à noter alors que la « portée pratique » de ces entretoises est sen¬ 
siblement égale à la distance V = l —2d séparant les centres de cisaille¬ 
ment de chaque profilé \ On pourrait encore se contenter de charger exté¬ 
rieurement ces profilés selon la figure 10 c à l’aide de ferrures déportées. 

Remarque. — Les théories ci-dessus ne concernent toujours que des 
profilés fléchis isolément. On commettrait une erreur grossière en les appli¬ 
quant à des profilés stabilisés longitudinalement par leurs fixations sur un 
autre élément, même^si celui-ci est mince (cas d’une nervure en forme 
de U fixée sur un revêtement, par exemple). 


4 . FLEXION DES POUTRES DE SECTIONS MINCES FERMÉES 

4.1 CENTRE DE CISAILLEMENT. 

On définit, de même que pour les sections minces ouvertes, dos centres 
de cisaillement des sections minces fermées. Ils se trouvent toujours situés 
aux foyers des flux de cisaillement engendrés par des états de flexion plane 
et jouissent donc des mêmes propriétés vis-à-vis de l’orientation à donner 
aux efforts tranchants. 

Ces centres de cisaillement restent toujours, pour des sections d’allure 
régulière (convexe), à l’intérieur des contours et non loin des centres de 
gravité. 

Leur recherche théorique se complique du fait que l’on ignore à priori 
les « points de tension nulle » qui servent au calcul des flux agissant sur 
les profilés ouverts. Nous donnerons ultérieurement (chap. XNII) les pro¬ 
cédés de calcul généraux à appliquer. 

4.2 UTILISATION DES SECTIONS MINCES FERMEES. 

4.21 Les profilés minces fermés utilisés en pratique possèdent en 
général deux axes de symétrie (tubes circulaires, carrés, ovales ou rectan¬ 
gulaires). Leurs centres de cisaillement et leurs centres de gravité sont 
donc confondus au foyer do symétrie. Il suffit alors do charger ces profilés 
suivant des directions convergeant vers leurs centres pour obtenir des états 
de flexion pure. 


1. — A condition que la dimension longitudinale de la poutre soit suffisante pour 
que la rigidité de torsion propre de chaque profilé puisse être négligée. 











FLEXION DES POUTRES DE SECTIONS PLEINES 


293 


4.22 Les sections minces fermées dissymétriques constituent, par con¬ 
tre, la majorité des structures d’ailes-caissons ou de fuselages-coques. Nous 
avons réservé à l’étude de ces structures (appelées structures en coquille) 
un chapitre particulier (cliap. XXII). Nous verrons, en effet, que des con¬ 
sidérations de stabilité locale des éléments minces qui les constituent se gref¬ 
fent aux problèmes généraux de flexion qui ne peuvent, pratiquement, s’étu¬ 
dier indépendamment. 

» 

4.3 RIGIDITÉ EN TORSION. 

Nous verrons ultérieurement (chap. XIII) que les poutres de sections 
fermées possèdent une rigidité en torsion considérable vis-à-vis de celle des 
poutres de sections ouvertes. 

La transmission de la torsion se fait, pour ces sections fermées, par un 
phénomène simple n’engendrant pas de contraintes normales supplémen¬ 
taires. 

Ces considérations expliquent que l’on ne rencontre pas, pour ces sec¬ 
tions, les phénomènes de déversement propres aux sections ouvertes. 

4.4 CONCLUSION. 

La connaissance des centres de cisaillement des sections fermées n’est 
pratiquement utile que pour déterminer la position de l’axe de torsion, c’est- 
à-dire pour calculer les moments de torsion. Ceux-ci n’engendrant que des 
contraintes tangentielles, il reste rigoureux de calculer les contraintes nor¬ 
males de flexion des poutres de sections fermées, sans se préoccuper de la 
position, par rapport à l’axe de torsion, des lignes d’action des charges 
appliquées. 


5. FLEXION DES POUTRES DE SECTIONS PLEINES 

QUELCONQUES 

Nous avons vu au chapitre IX, paragraphe 3.72, que l’effort tranchant 
engendrait à l’intérieur des sections pleines des poutres fléchies, un système 
de tensions de cisaillement dirigées en tous points suivant les « lignes de 
glissement nul » de ces sections (voir fig. 18 du cliap. IX). 

On conçoit donc qu’il puisse exister pour ces sections un « foyer des 
tensions de flexion plane », analogue au centre de cisaillement des sections 
minces. Ce foyer jouirait alors des memes propriétés en ce qui concerne 
l’orientation à donner aux efforts tranchants pour obtenir des états do flexion 
pure. 

Pratiquement, la recherche de ces foyers serait très complexe et exige¬ 
rait la prédétermination des courbes de glissement nul. On se contente donc 
de les assimiler aux centres de gravité dos sections étudiées. 

Les moments de torsion sont alors évalués par rapport à l’axe longitu¬ 
dinal de la poutre déterminé par le lieu des centres de gravité de ses sections 
droites (fibre neutre de flexion simple). 

- e 


6. CONCLUSIONS GÉNÉRALES 

Les études qui précèdent permettent d’énoncer les conditions générales 
de réalisation d'un état de flexion pure (flexion plane ou flexion déviée) 
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Ces conditions, énoncées ci-après complètent celles données au début de 
l’examen de chacun de ces phénomènes 1 . 

Pour qu’une poutre prismatique quelconque travaille selon un état de 
flexion pure (c’est-à-dire sans torsion) il est nécessaire que les efforts Iran? 
chants appliqués à chaque section droite convergent vers un « point carac¬ 
téristique » de ces sections. Ce point est appelé « centre de cisaillement » 
dans le cas des sections minces et on l’assimile au centre de gravité pour les 
sections pleines. 

Cette première condition étant satisfaite : 

a) si l’effort tranchant est parallèle à un axe principal d’inertie, il se 
produit un étal de flexion plane ; 

b) s’il est orienté de façon quelconque par rapport aux axes principaux 
il se produit un état de flexion déviée. 


1. — Nous avions alors posé comme conditions : 

un plan de symétrie et charges dans ce plan pour la flexion plane, 
deux plans de symétrie et charges quelconques pour la flexion déviée. 

Les conditions générales énoncées maintenant adoucissent ces restrictions que 
nous nous étions imposés pour obtenir une simplification d’exposé. 




CHAPITRE XII 


FLEXION DES POUTRES EN BOIS 
CALCUL DES POUTRES HÉTÉROGÈNES 


0. INTRODUCTION 

Nous avons supposé, au cours des chapitres précédents, que les défor¬ 
mations élastiques des poutres étudiées s’établissaient selon la loi de pro¬ 
portionnalité connue sous le nom de « Loi de Hooke » 1 . 

Nous avons admis au surplus, que ces poutres étaient homogènes et 
isotropes. 

Ces deux hypothèses nous ont permis d’aboutir aux formules et aux 
procédés de calcul classiques que nous venons d’étudier. 

Nous avons groupé dans le présent chapitre deux problèmes distincts 
ne présentant pour trait commun que celui de ne pas satisfaire à l’une ou 
l’autre de ces deux hypothèses. 

Nous nous sommes limités pour le calcul des poutres en bois à l’exposé 
de méthodes pratiques et à quelques considérations de réalisation de ces 
poutres pour leur emploi en construction aéronautique. 

Nous n’avons abordé que très succinctement les procédés de calculs par¬ 
ticuliers aux poutres hétérogènes qui présentent pour application principale 
le calcul des constructions en béton armé. 


i. FLEXION DES POUTRES EN BOIS 

1.1 DIAGRAMMES D’fcSSAIS DES BOIS. 

Supposons que l’on représente sur un meme diagramme les résultats 
d'essais en traction et en compression longitudinales (efforts orientes paral¬ 
lèlement aux fibres) effectués sur deux éprouvettes d’un même échantillon 
de bois dans les mêmes conditions de température et d’état hygrométrique. 

En portant, de même que pour les métaux, les allongements relatifs i 
en abscisses et les contraintes normales n en ordonnées, nous obtiendrions 
un diagramme présentant l’allure générale de celui de la figure 1 a. 

Nous constatons d’abord que la contrainte de rupture en traction n la est 
plus élevée que la contrainte de rupture en compression n co . 

Le bois résiste donc mieux à la traction qu’à la compression. Ce résul¬ 
tat est mis en évidence par le Tableau des caractéristiques mécaniques des 
bois donné Planche 21. 


1 . — Voir chapitre V, § 3.222. Cette hypothèse n’est pratiquement satisfaite que 
pour les métaux usuels en dessous de leur limite élastique. Elle reste donc satisfai¬ 
sante pour le calcul des poutres métalliques pour lesquelles on s’impose généralement 
de n’atteindre en aucun point la limite d’élasticité lors de leur utilisation pratique. 



296 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. -XII 


Nous constatons, au surplus, que seule la partie du diagramme relative 
à la traction suit une loi sensiblement linéaire jusqu’au voisinage de la rup¬ 
ture. En compression, par contre, la partie linéaire est très courte ou prati¬ 
quement inexistante. Les raccourcissements croissent de plus en plus vite au 
fur et à mesure que les contraintes dp compression augmentent. 

Conclusion. — La flexion qui engendre simultanément des contraintes 
normales de traction et de compression ne pourra donc s’étudier, suivant les 
règles courantes, que pour des charges (ou contraintes) très faibles qui corres¬ 
pondraient à la petite partie linéaire du diagramme du côté des fibres com¬ 
primées. Ces charges sont pratiquement inférieures à celles d’utilisation. 
Il y a? donc lieu d’envisager d'autres méthodes de calcul en flexion tenant 
compte du phénomène de non proportionnalité rencontré pour les fibres 
comprimées. 



1.2 REPARTITION DES CONTRAINTES NORMALES DE FLEXION AU 
MOMENT DE LA RUPTURE (THEORIE DE PRAGER). 

Pour simplifier .les calculs, substituons au diagramme expérimental de 
la figure I a le diagramme approché de la figure 1 b : Les allongements rela¬ 
tifs sont supposés linéaires jusqu'à la limite n la de rupture en traction 
(partie OA), tandis qu’en compression la courbe réelle est remplacée par 
deux droites, OB et I3C, cette dernière étant une horizontale partant du 
point B (prolongement de OA jusqu’à n ca ) et allant jusqu’au raccourcis¬ 
sement de rupture en compression. 

Envisageons maintenant une section droite pleine d’une poutre en bois 
soumise à un état de flexion simple (sans effort normal) produisant la rup¬ 
ture. Supposons que cette section reste plane jusqu’à la limite de rupture. 
Les allongements relatifs de chaque fibre sont proportionnels aux distances 
de ces fibres à l’axe neutre (flexion plane). On obtient donc, en s’aidant de la 
figure 1 b, un diagramme de répartition des contraintes normales de flexion 
à la rupture le long de la section tel que celui représenté sur la figure 2. 

Dans la partie tondue des fibres extrêmes A supportent seules la con¬ 
trainte limite n ta . 

Par contre, dans la partie comprimée, toute une région de la section 
allant de B à C supporte la contrainte n ca . Cette hypothèse a servi de base au 
physicien Prager pour établir une méthode de calcul à la rupture des pou- 
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très en bois Il convient de remarquer que cette méthode qui a été sanction¬ 
née par de nombreux essais, permet seulement de définir des charges admis¬ 
sibles à la rupture et non do connaître les contraintes correspondant à une 
charge donnée. 



1.3 APPLICATION AUX POUTRES DE SECTIONS PLEINES. 

1.31 Méthode de calcul. — On pose, en fonction des dimensions exté¬ 
rieures de la section, les deux équations générales d*équilibre suivantes : 

a) Les résultantes T et G des forces intérieures agissant dans les parties 
tendues et comprimées doivent être égales en valeur absolue (projection nor¬ 
male nulle) ce qui s’écrit d’une manière générale : 

T= V' n t AS = C = \ V » t AS 

■‘" J o 

AS figurant dans ces expressions un élément de surface sur lequel agit la 
contrainte n t ou n c correspondant au diagramme de la figure 2. 

On déduit de cette première équation remplacement de l axe neutre Ü 
(repéré par exemple par sa distance & au sommet A de la section) en fonc¬ 
tion du rapport des contraintes admissibles 

U C a 

b) On écrit ensuite que le couple formé par T et G équilibre le moment 
fléchissant admissible M 0 à la rupture, soit 

M„ = Td. 

On obtient finalement, pour chaque type de section étudié une expression 
donnant la valeur de M fl en fonction de a et des dimensions de la section. 

1.32 Application aux sections rectangulaires. -- Nous avons vu au 

chapitre V, paragraphe 6.32, que l’on effectuait sur des éprouvettes rectan¬ 
gulaires des essais normalisés de flexion statique. Ces essais permettent de 
faire ressortir une contrainte apparente de mplure calculée par la formule 
usuelle de flexion plane : . 


i _cette hypothèse revient à admettre que le bois atteint prématurément sans se 

rompre sa contrainte extrême de compression. La rupture est entraînée par celle des 
parties tendues. 




298 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


t 


Chap. XII 


On établit, à l’aide des équations de principe ci-dessus, la courbe 
représentée figure 3 qui permet de connaître le rapport 

k= —t° = contraints apparente do flexion admissible 
n ca contrainte de compression admissible 

en fonction du rapport caractéristique 


n C a 





On définit ainsi pour un échantillon de bois donné (valeur de a connue) 
la contrainte apparente n t0 admissible à rupture en fonction de la valeur n a , 
(qui est la plus facile'à mesurer expérimentalement). 

Exemple. — Pour le spruce «=2 d’où (fig. 3) k = 1,58. 

Comme n ca =3,5 kg/mm 2 (Planche 21), on a 

rif0=3,5 • 1,58 = 5,53 kg/mm 2 . 

Remarque. — La courbe figure 3 est générale pour toutes les sections 
rectangulaires de dimensions quelconques (la largeur s’élimine dans les 
équations). 11 est donc possible de calculer les poutres en bois de sections 
pleines rectangulaires à 1 aide des formules de flexion plane a condition de 
se limiter à la contrainte maximum de flexion apparente admissible à la 
rupture. 

^/o = ^ 71 Cû- 

Les valeurs de k différeraient pour tous les autres types de sections. 

1.4 CONSTITUTION D’UN LONGERON EN BOIS. 

1.41 Considérations générales. — De même que pour les poutres métal¬ 
liques on a intérêt, pour les poutres en bois fléchies, à écarter la matière le 
plus possible de l’axe neutre de façon à obtenir un poids de construction 
minimum. 


1.42 Sections amincies. — C’est cette considération qui a conduit, dès 
les débuts de l’aviation, à réaliser des longerons d’ailes en forme de I 
(fig. 4), 1 amincissement central étant obtenu par toupillage en partant d’un 
plateau de bois. 

Cette solution est dangereuse et généralement à proscrire. En effet, le 
bois résiste mal au cisaillement orienté dans le sens du décollement des 
fibres (phénomène de jendage mis en évidence par le « coup de hache » ser¬ 
vant à fendre une bille de bois). On a ainsi, pour le spruce qui est le bois le 
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plus utilisé en construction aéronautique, par suite de sa faible densité 
jointe à une bonne résistance aux contraintes normales (voir tableau plan¬ 
che 21) 

?i ca =3,5 kg/mm 2 n ta >7 kg/mm 2 

tandis que la contrainte admissible au cisaillement (glissement longitudinal) 
vaut, en moyenne : 

l a = 0,6 kg/mm 2 

soit près de dix fois moins que la contrainte normale de flexion admissible 
dans le cas des sections rectangulaires. 

Une rupture en cisaillement longitudinal peut donc être à craindre 
dans les parties amincies (fig. 4). 



Fin. 4. 

Démontrons cette proposition par un calcul rapide analogue à celui 
effectué au chapitre IX, paragraphe 6.2, pour une poutre métallique. 

Cherchons le rapport qui doit exister entre les dimensions L et H de 
la poutre en sprucc de la figure 4 pour que la condition de résistance au 
cisaillement devienne équivalente à celle de flexion pure. 

Données particulières : 

h=0,7 H e=0,2 b 

I- b H * _ O, 8 ,tJQ>7_H)l = 0,0605 b H* ; -y- =0,121 b H*. 

12 12 V 

Admettons, pour ce calcul rapide, que la contrainte maximum de flexion 
soit donnée par la formule courante : 

n _ _M_ =_-- = **> 26 TL .. (à, l’encastrement). 

JL 0,121 b H» b H* v 

V 

Admettons de même pour contrainte de cisaillement de l’arae : 

T T _ 5 T 

e H 0,2 b H b H 

Egalons ces deux contraintes maxima aux contraintes admissibles à 
rupture pour le spruce, il vient 1 : 

n= ^L _ =n/o=5)53 

-AJL =t a =o,6. 

o II 

1 . _ En admettant la valeur qui correspond, en réalité, aux sections rectangulaires 

pleines (§ 1.32), 
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De ces deux équations on tire la relation cherchée : 

i ; = 5 - 51 

Quand la << longueur effective » de la poutre (c’est-à-dire le rapport M/T) 
devient inférieure a o,o7 fois la hauteur, la condition de résistance au cisail¬ 
lement de lame devient 'prépondérante. Ce résultat peut être fréquemment 
atteint en pratique, dans certains cas de calculs de longerons d’ailes par 
exemple. 

11 est a signaler, au surplus, qu il est toujours délicat d approvisionner 
un plateau de bois bien régulier sur de grandes dimensions. 


1.43 Emploi des contreplaqués. — Les difficultés ci-dcssus ont con¬ 
duit a adopter, pour la plupart des longerons utilisés en aviation, des sec¬ 
tions composées de formes caissons pour lesquelles on utilise comme âmes 
des feuilles de contreplaqués collces a des semelles généralement en spruce 
(fig- ha). 

Les contreplaqués sont constitués par des fouilles très minces de bois 
fibreux, appelées plis, réunies entre elles par collage à chaud sous pression 
en ayant soin de croiser les fibres des différents plis, à 90° les unes par 
rapport aux autres. On réalise toujours un nombre impair de plis (cpl. 3 plis, 
à plis, 7 plis). Les essences les plus utilisées en construction aéronautique 
sont Vokoumé et le bouleau. Les contreplaqués présentent l’avantage d’une 
bonne tenue au cisaillement, ce qui s'explique simplement en remarquant 
que le phénomène de fendage est contrarié par la superposi I ion alternée 
des fibres. 


m 

m 


1 

■ 

NS.W2 


Longerons bois 


'SA’.SS&VTJ. 




© 


Caisson d'aile en bots 

. (St. J00) 



Le tableau de la Planche 21 résume les caractéristiques moyennes de 
résistance au cisaillement des contreplaqués type aviation. On voit qu’il 
est toujours avantageux de disposer les fibres du contreplaqué à 45° par 
rapport à la direction de l’effort tranchant (c’est-à-dire par rapport à la 
direction longitudinale de la poutre \ 

Les contreplaqués possèdent, par contre, des caractéristiques de résis- 


1. — Cette disposition nécessite, par contre, des chutes importantes pour l’appro¬ 
visionnement quand on ne possède pas des feuilles directement réalisées selon ce 
principe. ■ 
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tance aux efforts normaux (traction ou compression) inférieures à celles des 
bois en plateaux (voir tableau Planche 21), ce qui fait réserver leur emploi 
pour les parties subissant essentiellement du cisaillement (âmes de longe¬ 
rons, de nervures, revêtements, etc,..). 

Remarques. — Nous indiquons également Planche. 21 les valeurs 
moyennes des modules d’élasticité longitudinaux E et transversaux G des 
contreplaqués. Il est à remarquer que les valeurs de E sont faibles vis-à-vis 
de celles des bois en plateaux. Cette propriété, jointe à celle d’une bonne 
résistance au cisaillement, permet de doubler par du contreplaqué les 
semelles en spruce de certaines structures genre caisson (fig ; o c). Le contre¬ 
plaqué transmet alors la majeure partie des efforts de cisaillement, sans 
subir des contraintes normales exagérées par suite de sa déformabilité nor¬ 
male (module E) plus grande que celle du spruce, (voir § 2. : calcul des 
pièces hétérogènes). 

Il est également à remarquer que les valeurs de G sont très faibles pour 
un même bois, vis-à-vis de celles de E (la relation G = 0,4 E traduisant la 
moyenne admise pour les métaux n’est plus satisfaite pour les bois qui ne 
satisfont pas aux lois générales de l’élasticité). Il en résulte que, dans une 
poutre en bois fléchie, les flèches de cisaillement ne sont généralement pas 
négligeables, contrairement à ce que nous avions établi au chapitre X pour 
les poutres métalliques. 

1.44 Fragmentation des semelles. — Pour remédier à la difficulté 
d'approvisionnement énoncée ci-dessus, on réalise très souvent, les semelles 
des longerons (ou caissons) en bois par des lattes de faibles dimensions 
transversales réunies entre elles par collage. On profite de cette disposition 
pour alterner les couches annuelles de ces lattes. Cette disposition a pour 
effet de contrarier au maximum le phénomène de fendage qui reste le 
vice essentiel des constructions en bois. On arrive ainsi à des structures 
telles que celles représentées sur. les figures b b et b c. 


1.4b Caractéristiques des collages. — Les différents collages servant 
d’assemblages aux structures en bois sont généralement réalisés à froid et 
sous pression. Leurs caractéristiques de résistance au cisaillement varient 
avec le type de bois et les précautions prises pour effectuer l’opération 
(notamment lé serrage après collage). On peut admettre en pratique les 
valeurs moyennes suivantes (à la rupture) : 

— Bois tendre sur bois tendre (spruce sur spruce ou spruce sur cpl 
okoumé par exemple) 


ta= 0,3 à 0,5 kg/mm 2 . 


— Bois dur sur 
exemple) 


bois tendre ou dur (frêne 
f fl =0,2 kg/mm 2 . 


sur spruce 


ou frêne par 


A 1 ’arrachement, les collages ont une certaine tenue (bien qu’il ne soit 
jamais à conseiller de les faire travailler ainsi). On peut admettre, en 

moyenne n a =Q,i kg/mm 2 . 

Remarque. — Pour réaliser une jonction d éléments longitudinaux 
(semelles de longerons par exemple), on réalise des « collages en^fflels » 
en biseautant les extrémités à coller. La pente de ces biseaux se déduit des 
caractéristiques de résistance, 

Exemvle (fie. fl). — Pour une semelle tendue en spruce où n la = 7 
kg/mm 2 , on adoptera un angle do biseau tel que la surface de collage soit 
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ÏÏoaI? 11 vin P j fois supérieure à la section de l’élément assemblé (pente 
1/20) ce qui donnera à la rupture un taux de cisaillement du collage 1 

t= -^r=°> 35 kg/mm 2 . 


-J 

I 

Fig. 6. 



1-46 Epaisseurs des semelles. — Le bois résistant mieux à la traction 
qu a la compression et les charges prédominantes agissant sur un longeron 
étant généralement appliquées suivant un sens bien déterminé (bas en haut 
pour les longerons d’aile), on est conduit à dimensionner des semelles 
a épaisseurs inégales. 

Les essences de bois les plus utilisées pour les semelles sont le spruce 
et éventuellement le sapin de pays (qui présente des caractéristiques peu 
différentes) ou le peuplier. On réserve les bois denses et durs tels que frêne, 
noyer, etc..., pour les tasseaux ou cales devant supporter des efforts de 
matage (voir ci-après § 1.6). 


'1.5 CALCUL EN FLEXION, A LA RUPTURE, DES LONGERONS EN BOIS. 

.. . 1*51 Principe de calcul. — On applique aux sections évidées la répar¬ 
tition de Prager envisagée ci-dessus pour les sections pleines et on néglige la 
participation des âmes à la jlexion. Cette hypothèse est justifiée non seu¬ 
lement par la faible section des âmes vis-à-vis de celle des semelles mais 
aussi par suite de leur « participation réduite » aux contraintes normales 
provenant de ce que les modules d’élasticité E des contreplaqués sont faibles 
vis-à-vis de ceux des bois en plateaux (remarque § 1.43). 

On pose encore les deux équations d’équilibre : 

projection : Sn c AS = C = Sn t AS = T (valeurs absolues) 
moment : T<Z=M a . 

Deux cas peuvent se présenter, selon les épaisseurs relatives des 
semelles vis-à-vis de la hauteur Z du point de brisure : 

a) la semelle comprimée travaille entièrement au taux n ca (fig. 7 b), 

b) une partie seulement de la semelle comprimée travaille à ce taux 

(fig. 7 c). 

La forme des équations varie selon le cas considéré. 

1.52 Abaques. — Les calculs étant assez longs, sinon compliqués, nous 
donnons Planche 22, deux abaques pratiques permettant le calcul rapide des 
longerons rectangulaires en bois 2 . Ces abaques sont établis pour le cas (le 
plus fréquent,) où 

a= =2 (spruce par exemple). 

n ca 

1.521 Notations. — Ces abaques utilisent les notations suivantes (répé¬ 
tées sur la planche 22). 


1. — Pour une semelle comprimée on peut adopter une pente deux fois plus forte 
(pente 1/10). On renforce souvent les sections des semelles au niveau des collages pour 
éviter des sifflets trop allongés. 

2. — Référence : STAé 659 B. C 1. 
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Dimensions : 

e=épaisseur de la semelle comprimée, 
H=hauteur extérieure du longeron, 


b = largeur des semelles, 

e' = épaisseur de la semelle tendue. 


Contraintes admissibles : 

compression : n ca traction : n ta = 2 n ca . 

Paramètres sans dimension : 

e _ épaisseur semelle comprimée 
~ë' épaisseur semelle tendue 

g = _£l = épaisseur relative de la semelle tendue 

li . 

y=s JL =épaisseur relative de la semelle comprimée 

H 

A- e + e ' =8 + v= h auteur rem plie^ _ (( coe ffi c ient de remplissage » 

. H hauteur totale 

0 H — e — e' i s_i a— hauteur vide— _ (< coefficient d’évide- 

-ÿ-- 1 V— 0 - 1 “ hauteur totale 

ment » 

JL = hauteur relative du point de brisure de la courbe des tensions 
Z 

<t> __— — paramètre de charge admissible. 

b H 2 Hca ■ 

Dans ce dernier paramètre, M a désigne le moment fléchissant admis¬ 
sible à la rupture 1 : • . 

M„=$& H* n e . .... 



Fig. 7. 



1 322 Abaque n° 1 : Vérification des sections. — On connaît, alors 
toutes les dimensions de la section et l’on veut vérifier si cette section lient 
sans rupture le moment M qui lui est appliqué . 


1 _ Le moment admissible est donné dans un système d’unités homogène à celui 
les grandeurs du second membre. Exemple : M„ est en mmkg si b et H sont en mm 


et n ca en kg/mm*. 

2. — 11 convient de remarquer que l’abaque ne permet pas de connaître la con 
trainte réelle. 
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On porte en abscisses le paramètre jx et l’on élève en ce point une ver¬ 
ticale jusqu’au point de rencontre avec la « courbe de remplissage » 
a qui correspond au cas étudié. 

En cheminant horizontalement à partir do ce point, on lit sur l’échelle 
des ordonnées la valeur du « paramètre de charge admissible » (l’abaque 
est gradué en 1000 <l> pour faciliter les notations). 

On en déduit la valeur de M« à l’aide de l’expression ci-dessus et l’on 
doit avoir : 

Remarque. — La courbe sinueuse joignant les points de brisure des 
courbes a ligure le passage de la répartition'figure 7 b à la répartition 
figure 7 c. Le domaine compris en-dessous de cette courbe correspond à la 
répartition 7 b, c’est-à-dire à n<1— y. 

1.523 Abaque n° 2 : Détermination du « longeron optimum ». — 
Etant données les dimensions extérieures 11 et b et le moment fléchissant 
appliqué M (au coefficient de rupture) cet abaque permet d’obtenir les épais¬ 
seurs e et e à donner aux semelles pour que l’on ait à la fois M„ = M et un 
poids minimum de construction 1 . 

M 

Oii connaît donc le coefficient *1» = 7 - 

b H n r a 

On porte cette valeur en ordonnée à droite de l’abaque et l’on trace à 
partir de ce point une horizontale jusqu’au point de rencontre avec la 
courbe »î». Une verticale passant par ce point définit sur leurs différentes 
courbes les valeurs de tous les autres paramètres et en particulier de 

8 (échelle de gauche) permettant d'obtenir e' = 8 H=ep r sem. tendue, 

y (échelle* de droite) permettant d'obtenir e=y H = ep r sem. comprimée. 

Remarque. — La courbe dos A optima (valeurs minima de A) est tracée 
sur l’abaque n° 1 où elle se situe au-dessus de la courbe des brisures. On 
voit ainsi que la répartition optimum correspond toujours au cas de la 
figure 7 c. 

1.53 Opérations pratiques de dimensionnement d’un longeron en bois. 

— Dans le cas d’un longeron d'aile, par exemple, on connaît en chaque 
section le moment fléchissant M maximum maximorum qui a généralement 
lieu dans le « sens porteur » (vol normal) et le moment M' maximum et de 
signe contraire (vol sur le dos). 

On commence par définir le « longeron optimum » à l’aide de l’abaque 
n° 2. On vérifie ensuite si ce longeron est, satisfaisant en flexion suivant le 
moment M' à l’aide de l’abaque n° 1 (la semelle tendue devenant compri¬ 
mée et vice-versa). Dans le cas contraire, on renforce le longeron en procé¬ 
dant par approximations h l’aide de l’abaque n° 1 2 . 

1.54 Application numérique. 

1.341 Données. 

Soit à dimensionner les semelles d’un longeron de planeur à sa section d’en¬ 
castrement sur fuselage, étant, données les caractéristiques et les charges appli¬ 
quées suivantes : 

H =240 mm b = 115 mm 

M=3800 mkg (vol normal : semelle, inférieure tendue) 

M'= — 2000 mkg (vol sur le dos : semelle supérieure tendue) 

Semelles en spruce : n ca = 3,5 kg/mm 2 ; n ta =7 kg/mm 2 . 


1 — ce poids minimum correspond au minimum de A. compatible avec la condition 
de résistance. L’abaque s’établit en exprimant les différents paramètres en fonction 
de A et en dérivant par rapport à cette variable. 

2 . — on sait alors que le longeron optimum n’est pas compatible avec le système 
de charges appliquées. 
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1.542 Longeron optimum en vol normal. 

3800 • 10 3 


$ = 


115 • 240 2 • 3,5 - 0 ’ 164 
1000 $ = 164 


d’où d’après l 'abaque n° 2, Planche 22 (construction indiquée) 

A=0,3 ; 8=0,1075 et 7=0,1925 ; 

on obtient donc les épaisseurs optima suivantes : 

semelle inférieure (tendue) : e'=H=0,1075 • 240=25,8 mm 
semelle supérieure (comprimée) : e=yH=0,1925 • 240 = 46,2 mm. 

Le « coefficient de remplissage » A a pour valeur 


A = 0,3 (abaque) 

(vérification : A= MJL . J|L =0 ,3. 


1.543 Vérification en vol sur le dos. 

On a alors en tenant compte de l’inversion du sens des efforts : 


jx= 25,8 ~ =0,558 avec A =0,3 
46,2 

d’où en utilisant l'abaque n° 1, Planche 22 (construction indiquée) 

1000 $=100 soit $=0,3 


d’où un moment admissible à rupture (signe négatif) 

M a = — 0,1 • 115 - 2402 • 3,5 = 232 • 10* mmkg 
M a = — 2320 mkg. 

On a donc, en valeur absolue, M a > M (avec M=2000 mkg). 

Le longeron optimum convient en vol sur le dos où il présente une marge de 
sécurité à rupture de 

100 _2320—2000 =16 o/ 

2000 ' 


Remarque. — L’abaque n° 2 permet de lire : 

•7=0,812 d’où 1—J7=0,188<y avec y = 0,1925. 

Le point de brisure de la courbe de répartition se trouve donc, en vol normal, 
à l’intérieur de la semelle comprimée (semelle supérieure) à une distance de 

0,188 - 240= 45 mm du haut du longeron. 


1.6 CISAILLEMENT DE FLEXION DANS LES POUTRES EN BOIS. 

1.61 Méthode de calcul.— Lu loi de répartition de l’effort tranchant 
se trouve, en toute rigueur, modifiée par rapport à celle de la flexion plane 
ordinaire, étant donnée l’allure non linéaire de la répartition dos tensions. 

Le calcul exact de cette répartition serait très ardu et devrait être 
effectué dans chaque cas particulier. 

Aussi se contente-t-on, généralement, d’appliquer la formule classique 
établie au chapitre IX, paragraphe 3.52. 

, T W 


Dans le cas des longerons-caissons à âmes minces en contreplaqué, il 
suffit, plus simplement, d’admettre une égale répartition de T le long des 
âmes (ce qui est du reste conforme à l’hypothèse de calcul des semelles). 


P. V ALLAT. 


Résistance des Matériaux. 


20 
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On a alors 


t= 


H 'a 


avec H' = « hauteur équivalente » des âmes « H 
§ 7.31) et a = épaisseur totale des deux âmes. 


e + e 1 

2 


(fig. 7 et chap. IX, 


1.62 Application numérique. 

Reprenons les données du paragraphe 1.54 et cherchons à dimensionner les 
âmes, celles-ci étant prévues en contreplaqué okoumé disposé à 45°. 

Effort de cisaillement total (comprenant l’effort tranchant réduit et la compo¬ 
sante due à la torsion générale de l’aile) : 

T=2.800 kg. 


Hauteur équivalente des âmes : 

H'=240— = 204 mm. 

2 

Contrainte de cisaillement admissible à rupture : 

<a=2,2 kg/mm 2 ( Planche 21). 
Epaisseur totale nécessaire des âmes : 


a = 


2800 


H't a 204 • 2,2 


1 =6,25 mm. 


On utilisera, comme âmes, deux feuilles de contreplaqué trois plis d’épaisseur 
e=3,2 mm (épaisseur standard aéronautique). 

Vérification du collage des âmes aiix’ semelles. — L’effort de cisaillement 
(glissement longitudinal) à transmettre par chaque âme à chaque semelle a pour 
valeur, par unité de longueur du longeron 

r« —— = 280 °— =6,85 kg/mm. 

2 H' 2 - 204 

En admettant une égale répartition de cet effort sur chaque hauteur de col¬ 
lage (épaisseurs des semelles fig. 7) on obtient les contraintes de cisaillement 
suivantes : 

semelle supérieure : t,= — = =0,15 kg/mm 2 

e 46,2 

semelle inférieure : f<= — = =0,265 kg/mm 2 . 

e' 25,8 

Remarque. — Dans les cas de caissons profonds, tels que celui de la figure 5 c, 
on est conduit à utiliser des tasseaux d’angle pour augmenter les surfaces de col¬ 
lage âmes-semelles qui seraient insuffisantes. 


1.7 FIXATION DES FERRURES SUR LES BOIS. 

La fixation d une attache concentrée sur une poutre en bois demande 
toujours à être étudiée avec soin par suite de la faible résistance au matage 
des bois courants, et do la tendance au fendage amorcée par les trous des 
éléments de fixation. 

Nous donnons ci-dessous quelques indications pratiques extraites de la 
Publication américaine A. N. G. 3 (traduction française G. R. A. n° T-E 2, 
1938). 

1.71 Résistance au matage des boulons dans le bois. — Nous donnons 
Planche 23 deux abaques pratiques permettant d’obtenir directement la 
charge admissible au matage dans le spruce pour des boulons on acier ou 
en duralumin. 
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L’abaque n° 1 correspond au cas d’eül’orts P dirigés parallèlement aux 
fibres du bois et Vabaque n° 2 à celui d’efforts Q perpendiculaires (fig. 8). 
On voit que la résistance au matage dans le sens des fibres (compression 
axiale) est nettement plus élevée que celle dans le sens perpendiculaire 
(compression radiale). 

La Planche 23 indique les coefficients correcteurs à apporter pour quel¬ 
ques essences différentes du spruce. Dans le cas d’efforts N faisant un 
angle 0 avec la direction des libres, la charge admissible est donnée par la 
formule 



Fig. S. 


Toutes ces charges sont données pour un boulon et correspondent à 
des valeurs de rupture. Elles supposent, de plus, que la charge agit symé¬ 
triquement sur le boulon (cas de la figure 8 6.) Dans le cas de charges P , 
Q' ou N' entièrement déportées (fig. 8 c) admettre la moitié des valeurs P a , 

Q a OU N n . 

Quand un assemblage comporte plusieurs boulons, on admet que cha¬ 
cun d eux peut supporter la charge définie par les abaques d’où la résistance 
totale par addition de ces résistances partielles. 

1.72 Espacement des boulons. — Les différents boulons de fixation 
d’une ferrure doivent être suffisamment éloignés du bord libre de la pièce 
à fixer et suffisamment écartés entre eux pour éviter l’arrachement du bois 

(fendage). f 

L’abaque n° 3 de la Planche 23 donne les intervalles rninmia D, en fonc¬ 
tion de l’épaisseur e de la pièce de bois (spruce) et du diamètre a des 
boulons. Ce diagramme correspond à une sollicitation dans le sens des fibres. 
Quelques coefficients correcteurs y sont indiqués pour des essences autres 
que le spruce. 


2. CALCUL DES POUTRES HÉTÉROGÈNES 

2.1 DEFINITION. 

La méthode de calcul exposée succinctement ci-après s’applique aux 
poutres constituées par des matériaux différents (modules d élasticité b 
différents) liés intime ment entre eux de telle sorte qu il n y ait aucun glisse- 
sement relatif entre ces différents matériaux. 
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L exemple le plus courant est celui des poutres en béton armé qui com¬ 
prennent des armatures métalliques noyées à l’intérieur du béton (fig. 9 b). 
Ces armatures, destinées h résister principalement aux efforts de traction, 
lont corps avec le béton qui adhère puissamment sur leurs surfaces lors de 
de sa solidification. 

C’est également le cas d’un caisson en bois tel que celui de la figure 5 c 
ci-dessus, où les semelles en spruce sont doublées extérieurement de contre¬ 
plaqué collé sur toute leur surface. La méthode ci-dessous s’apparente inti¬ 
mement à celle donnée au chapitre YII, paragraphe 6.3, lors de l’étude des 
assemblages cisaillés hétérogènes. 

C’est une méthode valable exclusivement dans le domaine élastique des 
matériaux utilisés. 

2.2 TRACTION OU COMPRESSION SIMPLE. 

Considérons (fig. 9 a) la section droite d’une poutre hétérogène soumise 
à un effort normal N de traction ou de compression. Cette section comprend 
deux matériaux de caractéristiques suivantes : 

matériau 1 : module d’élasticité E, surface occupée S, 
matériau 2 : module d’élasticité E„ surface occupée S 2 . 

La section apparente de Vensemble vaut donc 

s„=s 1 + s 2 . 






Fig. 9. 



Lliypothèse essentielle de calcul consiste à admettre, comme étant tou¬ 
jours valable, la loi de Bernoulli (conservation des sections planes). 

Les matériaux 1 et 2 subissent alors les mêmes allongements relatifs i 
dans chaque section droite. 

On a donc, d’après la loi de IJooke : 

Contrainte normale matériau 1 : /', = £, i 
Contrainte normale matériau 2 : 7i 2 =E, i 

d’où 

71 , _ E, 

71, E a 

Les contraintes normales sont proportionnelles, dans chaque section, 
aux modules d’élasticité longitudinaux respectifs de chacun des matériaux. 
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Désignons par m le rapport 


m= 


JS, 

E„ 


Jh 

n„ 


On a donc 

n, =m n 2 . 

Ecrivons l’équilibre entre les efforts internes et externes, il vient 

n x Si + n 2 S 2 =N 

soit n 2 (m Sj + S 2 )=N 

N 


d’où 


m Sj + S, 


et 


tt 1 =m n„. 


Nous avons ainsi réduit le problème-au calcul d’une poutre fictive de 
matériau 2 en remplaçant la section apparente S a par une section équi¬ 
valente en matériau 2 1 2 : 

S c = m S, + S 2 . 

Le coefficient m qui ligure toujours le rapport 

m _ modul e d’élasti cité matériau considéré 
module d’élasticité matériau équivalent 

déré^ Si ^ ne ^ n ^ ra ^ ement P ar coefficient, amplificateur du matériau consi- 


2.3 FLEXION. 

En flexion,^ la démonstration est semblable. On réduit toujours l'en¬ 
semble néterogene a un ensemble homogène équivalent en jouant, comme 
teur )ara ^ m P 16 P iecac ^ en ^’ sur ^ es sect ions à l’aide du coefficient amplifica- 

. L ®. s moments d’inertie des sections sont à déterminer à l’aide des sec¬ 
tions fictives équivalentes. 

Les contraintes déterminées à l’aide de ces moments d’inertie fictifs sont 
à majorer dans le rapport m pour les matériaux autres que ceux consti¬ 
tuant l’équivalence. 


2.4 APPLICATION AU BÉTON ARMÉ. 

On a alors un rapport (coefficient amplificateur des armatures) 


m = 


E acier 
E béton 


= 12 à 15. 


On ne compte aucunement sur le béton pour transmettre les efforts de 
traction. On arrive ainsi à des sections travaillantes en flexion du genre de 
celle de la figure 9 c. L’axe neutre (par rapport auquel doit être évalué le 
moment d’inertie équivalent) se détermine de telle façon qu’il y ait égalité 
des moments statiques des surfaces équivalentes situées de part et d’autre 
soit (fig. 9 c) : 

S, d, ^rn S 2 d 2 . 


1. Nous aurions tout aussi bien pu réduire l’ensemble à une section équivalente 
de matériau 1 en posant m = Jîii . 

E i 

2. — Il joue en effet le rôle de multiplicateur des sections et des contraintes affé¬ 
rentes à ce matériau. 
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Il existe des méthodes graphiques directes à ce sujet. On les trouvera 
dans les nombreux ouvrages spécialisés traitant du calcul des constructions 
en béton armé. 

Les contraintes fictives trouvées pour « le béton équivalent » aux 
armatures sont à multiplier par m pour obtenir les contraintes réelles de 
ces armatures. 




CHAPITRE XIII 


TORSION 


Théorie et Applications 


0. INTRODUCTION 

Nous verrons ci-après que la résistance des matériaux courante ne four¬ 
nit la solution des problèmes de torsion que dans certains cas très parti¬ 
culiers que l’on doit se garder de généraliser. . , , 1 i 

Les cas les plus complexes s’étudiant à l’aide de la théorie générale de 
l’élasticité, nous avons dû nous limiter à l’exposé des résultats pratiques 

aUXq Nous 0 rvons° U réservé une large part à l’étude de la torsion Q 
creux à parois minces qui présentent un intérêt particulier en constructio 

aér °N<TusTvon S également abordé l’étude de la torsion des poutres de sec- 
tions minces ouvertes. Des renseignements complementaires seront donne, 
sur ce dernier point au chapitre XXII. 


1. GÉNÉRALITÉS 


1.1 DEFINITIONS. 

On dit qu’une poutre prismatique travaille en torsion quand elle est 
soumise à l’action de moment , qui tendent à faire tourner ses sections 
droites autour d’un axe longitudinal do la poutre • 

droites amour s6 a nomme y a xe de torsion de U poutre. Il rencon- 

tre le plan de chique section droite en des points nommés centres de torston 
do ces sections. . . ,-i n i; pn ri’pffectuer la réduction des 

lirons ci-après la position de m a giint sur une section 

vlan de cette section dioite. (.11 , rout) i e équivalentes au mo- 

b sîssrjr^&rsvs anSA- - 

celle* de flexion étaient normales aux plans de ces sectio ). 

—Ib^oit ainsi la différence essenüeUé**^vers“enS 

1 - 1 



RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. XIII 


312 

Il résulte de ces considérations que la torsion engendrera essentiel¬ 
lement des contraintes tangentielles dues au glissement par rotation des dif¬ 
férentes sections droites les unes sur les autres. 





1.2 CONDITION DE REALISATION DE LA TORSION PURE. 


Pour engendrer un état de torsion pure, il est nécessaire de solliciter les 
éléments étudiés par des couple s purs axés sur l’axe de torsion, ces sollici¬ 
tations comprenant les forces appliquées et les réactions. Il est aisé de voir 
que, dans le cas contraire, la torsion s’accompagnerait d’une flexion due, par 
exemple, à la propagation d’un effort tranchant. 

Les figures 2 a et 2 b donnent deux exemples de réalisation d’une sollici¬ 
tation en torsion pure d’un arbre 00' (dans le cas de la figure 2 b on peut 
admettre que la perturbation due à T = F, disparaît à l’extérieur des paliers 
très rapprochés à cet effet). 



Mt-Fd 


Fig. 2. 

On voit également qu'il est nécessaire que l’a^e de torsion (et donc la 
'( fibre moyenne » de la poutre prismatique) soit rectiligne. Dans le cas con¬ 
traire, le couple M, agissant dans une section se décomposerait en une flexion 
et une torsion dans les sections suivantes non parallèles. 

1.3 CLASSIFICATION. 

Nous distinguerons deux types principaux de torsion différant entre 
eux par l’allure des déformations des poutres auxquelles ils s’appliquent. 
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1.31 Torsion plane (pu simple). — Dans ce cas, après déformation 
(rotation autour de l’axe de torsion) les sections droites restent planes et 
■parallèles entre elles. Les sections tendent donc uniquement a glisser par 
rotation les unes sur les autres, ce qui permet de conclure qu il n existera 
que dos contraintes tangentieUes (cisaillement de torsion) quel que soit le 

mode de fixation des extrémités. . 

L’expérience et la théorie 1 montrent que ce cas de torsion n est satis¬ 
fait que pour les poutres prismatiques à hase circulaire (arbre cylindrique 
plein ou creux, poutre conique, etc...) 2 . 

1.32 Torsion gauche (ou complexe). — Dans ce cas, les sections droites 
initialement planes ne le sont plus après rotation de torsion : elles se gau¬ 
chissent en tournant autour de l’axe de torsion. 

C’est le cas général de toutes les poutres de sections droites non circu¬ 
laires 11 y a lieu pour étudier ce cas d’envisager deux conditions de réali- 
satioii dépendant de la liberté laissée au gaucMssement des seetaons droites 
al Si l’on ne s’oppose pas au gauchissement de ces sections, celles ci 
ne subissent Lcore qui des contraintes tangentieUes. Nous désignerons cet 

état de torsion par torsion gauche libre ; plusieurs 

b) Si au contraire ou s’oppose au gauchissement^une oude&nMT* 
sections droites de la poutre cet assBxetbssement entame des Ramies 
^nrmnt f>s et modifie profondément la résistance a la torsion. i>ous uosi 
gnerons ce nouvel état par torsion gauche non libre (ou torsion-flexion dans 
le cas des profilés minces). 

1.4 PLAN D’ETUDE. 

L’étude de ces différents phénomènes de torsion sera conduite en etu- 

dmn^séparement - p 0U tres de sections massives (ou pleines) ; 

_ La torsion des poutres de sections minces (fermées ou ouvertes). 

1.5 POSITION DE L’AXE DE TORSION. 

Nous nous limiterons ici au cas des poutres prismatiques rectilignes de 

axes de référence d une structuie. 

tions droites. 

1.52 Cas particuliers. 

1.521 Si les sections droites d’une poutre ^trbgue pondent un cen- 
Ire de symétrie (sections circulaires rectangulaires, etc...), 1 torsi ? 

iera donc matérialisé par la droite joignant ces centres de symétrie puis¬ 
qu’ils «ont également centres de cisaillement. Quand une poutre possec 
un axe géométrique, son axe de torsion est donc confondu avec cet axe geo 

métrique. 


i Z ^r'erroÏÏ 1 celant qu'il se trouve également réalisé pour certaines 
lutr'es creïses à parois minces, de sections non circulaires. 
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1.522 Nous avons vu au chapitre XI quo les centres de cisaillement des 
sections pleines massives étaient généralement assimilés aux centres de gra¬ 
vité de ces sections. L axe de torsion des poutres de sections massives peut 
donc être confondu avec la droite joignant les centres de gravité de ses 
sec.ti07is. 


2. TORSION PLANE DES POUTRES PRISMATIQUES PLEINES 

2.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Comme nous l’avons indiqué ci-dessus, il est nécessaire pour obtenir 
l’état de torsion plane envisagé que les poutres prismatiques soient à base 
circulaire. Toutes les sections droites seront donc des cercles pleins , dans le 
cas qui nous occupe. 

Il est à remarquer que la démonstration simple donnée ci-après ne fait 
pas ressortir cette nécessité \ C’est ce qui peut expliquer que les résultats 
de cette démonstration soient souvent (à tort) généralisés à d’autres formes 
de sections, dans de trop nombreux traités de résistance des matériaux. 

2.1 EQUATION DE RESISTANCE. 

Considérons (fig. 3) une' poutre prismatique pleine h base circulaire sou¬ 
mise à une torsion pure. L’axe de révolution xx' est alors évidemment l 'axe 
de torsion. 

Considérons, dans cette poutre, un petit élément de volume cylindrique 
de rayon r, d’axe 00', confondu avec xx', limité par deux sections droites S 
et S' très voisines, distantes de Ax. Soit M, le moment de torsion appliqué 
dans cet intervalle. 

Isolons une « fibre » do co cylindre élémentaire qui, initalement, est 
dans la position MN. Elle vient en M'N' après la rotation de torsion due au 
moment M ( . Menons par M' la parallèle M'N', à MN. NN' est par hypothèse 
un arc de cercle de rayon r. La courbe M'N' est un arc d’hélice qu’on peut 
assimiler à un segment de droite, confondu avec la corde de cet arc, la dis¬ 
lance Ax étant très petite. 

Posons 

A9 sangle N', 0' N' (angle de rotation de torsion entre S et S'). 

Nous aurons 

arc Nq N' = r A<? (l’angle étant exprimé en radians). 


Posons d’autre part 

;=angle M' N' (angle de rotation de la fibre MN). 


Nous aurons 


tg j 


_ N' N'i ,, N'N' t 


M'N', Ax 

l’angle j étant très petit, nous pouvons confondre sa mesure (en radians) 
avec sa tangente et écrire 

N' N',=i Ax- 

Finalement bT _ N , 1 =; Ax=r A9 

A 6 


d’où 


j=r 


Posons 


Le rapport k = -- -- est une constante pour la section S' considérée. 


Ax 
j = kr. 


Ax 


1. — Cette démonstration se conduit en effet en partant de l’hypothèse supposée 
réalisée d’une torsion plane. 
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(Nous supposons, en effet, pour rester dans 1 hypothèse de la torsion plane, 
que tous les éléments de la section S' tournent ensemble et du meme 
angle A 0 par rapport à la section S supposée fixe.) 



Fig. 3. 


Nous allons déterminer cette constante k. On se rend compte aisément 
que i représente Vangle de glissement de la section S' sur la section S ■ 
'Or, d’après la loi de îlooke (voir chap. V), la contrainte tangentielle 
dans la section S' est reliée à j par l’expression fondamentale 

t= G j 


G étant le module d’élasticité transversal. 

On a donc t =G k r. 

Ecrivons l’équilibre entre les forces intérieures et extérieures : 

Soit AS un élément de surface très petit de la section S cul mirant la 
fibre M'N' qui subit la contrainte t (voir fig. 3 c). La force tangentielle qui 
s’exerce sur cet élément est 

f=t AS = G k r AS. 

Le moment de cette force par rapport à O' est 

A M t =f ■ r= G k r 2 AS. 


La somme de tous ces moments élémentaires, c’est-à-dire le moment de 
toutes les forces élémentaires /aS pour la section S\ doit être égal au mo¬ 
ment de torsion appliqué M t pour que l’équilibre soit réalisé. 

Donc M t =S A M { = S G kr* AS=G k S r 2 AS. 


Or, le moment d’inertie polaire de la section S' 
par rapport au centre O' est par définition (voir 
chap. II, § 8.01) 

I 0 =2 r 2 AS 
Donc M t =G k T 0 

> 7 IMfc 

doù TTi. 

La contrainte tangentielle au niveau de la fibre 
MN est alors 




Fig. 3 c . 


1 . — Comparer la figure 3 b avec les ligures 1 et 2 du chapitre VIII ayant servi à 


la définition de j. 
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La contrainte tangentielle en un point considéré d’une section est donc 
proportionnelle à la distance r de ce point au centre de cette section. 

En désignant par R le rayon de la poutre dans une section S, la con¬ 
trainte maximum dans cette section sera donc 


fmax= —■ R 

G 


soit 



~pr efil le module d’inertie polaire ou module de torsion de la section consi¬ 
dérée. 

L’axe xx' de la poutre est un axe neutre en torsion. 


2.2 EQUATION DE DÉFORMATION. 


2.21 

suivante 


Expression générale. — Nous avons établi ci-dessus l’expression 

k= Afl M f 
Aa: G I, 


qui nous donne immédiatement la valeur de l’angle élémentaire de rotation. 
entre deux sections S et S' très voisines distantes de &x : 


A 9 “-<rt A * 


La rotation relative de deux sections quelconques est donc la somme 
des angles élémentaires correspondant à tous les éléments Ax compris dans 
l’intervalle, soit 




équation générale de déformation où aucun terme n’est supposé constant. 

On peut obtenir la variation de 0 en intégrant, graphiquement la courbe 

M 

7 le long de la dimension longitudinale de la pièce-. 

U lo 


2.22 Cas particuliers. 

2.221 Si le produit G I u est constant (cas d’un cylindre de révolution 
isotrope soumis à un moment de torsion variable), on a 

0 = _-L— s M t Ar. 

G I„ 

11 suffit d'intégrer graphiquement la courbe M, le long de la poutre et. 
de diviser le résultat par G I 0 . 

2.222 Si le produit G I„ est constant et si, de plus, le moment M t est 


1. — Cette formule présente une analogie complète avec celle de la flexion plane 
où I n est simplement remplacé par I (moment d’inertie autour de l’axe de flexion) et 
R par Y (distance de la fibre la plus éloignée de l’axe neutre). 

2. — Si l’on désire simplement connaître la rotation relative de deux sections consi¬ 
dérées, il suffit de planimétrer cette courbe entre les limites définies par ces sections 
(intégration définie). 
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tqalemenl constant : cas d’un cylindre de révolution isotrope soumis a un 
moment constant (arbre de commande de vol par exemple), on a 


0-s Ax 

G L, 


soit 


0 = 


Mt 

G L 


L. 


L étant la distance entre les deux sections considérées. Il est facile de voir 
que e varie linéairement le long de l’arbre. Une génératrice devient donc 
un arc d’hélice régulière. 

2.23 Remarque importante. — Dans ces formules, 0 est donné en 
radians. Pour avoir sa valeur en degrés, il faut multiplier le résultat par 


180 


- =57,3. 


2.3 TRAVAIL ELASTIQUE DE TORSION. 

Même démonstration que dans le cas de la flexion (voir chap. IX, § 3.4). 
Le travail élémentaire de torsion dans la deformation Ai due au mi¬ 
ment M t est figurée par l’aire de la courbe représentant G en fonction de . ,, 
•entre 0 et AO. Nous avons vu que cette aire est 1 aire cl un tnangle, donc 


A r = 


Le travail élastique de torsion dans la rotation de deux sections quel¬ 
conques est la somme de ces travaux élémentaires, soit 


^ = 12 G I 


M*- Ax. 


2.4 CONTRAINTES ADMISSIBLES EN TORSION. 

La torsion simple est un phénomène de glissement, qui engendre donc 
des contraintes tangentielles (ou contraintes de cisaillement). INous avons 
défini au chapitre VIII paragraphe 5.3 la contrainte admissible pour ce genre 
de sollicitation : Pour les métaux courants, la contrainte admissible t a 
égale à la moitié de la contrainte admissible en traction pure : 

£ a = 0,5 

2.5 GENERALISATION DES FORMULES DE LA TORSION SIMPLE. 

Les formules que. nous venons d’établir dans le cas des poutres prisma¬ 
tiques rectilignes de sections circulaires pleines sont applicables aux me 
poutres de sections circulaires creuses (tubes étirés par exemple) . 

On peut encore les utiliser avec une bonne approximation dans le ca 
des sections polygonales régulières à grand nombre de cote*; en ayant 
de prendre comme I„ le moment d’inertie polaire du cercle mscnt. 

Remarque. — Comme il est indiqué dans le tableau de la Planche % le 

Z - Remarquer l’analogie existant entre cette expression et celle trouvée au cha¬ 
pitre IX pour le travail élastique de flexion. 

o Nous établirons ci-après d’autres formules applicables aux sections creuses 

constaterons lenr équivalence avec eelies ci-dessus dans le 

cas des sections circulaires. 
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moment d’inertie polaire d’un tube circulaire d'épaisseur relative faible est. 
donné avec une excellente approximation par l’expression simple : 


I 0 =2 a- R' 3 e 


d’où 


R 


" -« 2 * R' 2 e 


avec R'= rayon moyen du tube = 0,3 (R + r). 

Ces expressions sont d’un emploi plus pratique que les formules exactes : 


In= T (R ‘“ r4 ) 


et Js. = " ( R4 ~^) 
R 2 R 


Leur utilisation est à conseiller pour le calcul des tubes étirés minces 
quand on ne possède pas les tableaux (ou curseurs) donnant directement 
leurs caractéristiques. 

2.6 APPLICATION NUMÉRIQUE. 

Soit à déterminer la contrainte et la déformation de torsion de L'arbre de 
commande de vol étudié Planche 10 (application chap. V § 1.6). 

Caractéristiques de l'arbre 1 

Tube étiré en acier 20 CD4 ; G = 8000 kg/mm 2 ; D = 50 mm ; e = 2,5 mm 

I„ =211000 mm 4 ; - 1 » =8440 mm 3 . 

R 

Moment de torsion appliqué (partie C 2 E,) : 

M { =211,53 mkg (au coefficient de calcul à rupture égal à 2,51. 
Contrainte max. de torsion (au coefficient de rupture) : 

f -8440- =254 kg/mm 

( soit : =10 kg/mm 2 au coefficient 1). 

j - 750 ^îfnn 6 ^formation de torsion du tube au coefficient 1 (Longueur C 2 Ej = 

1 M t • L 211,5 • 10= • 750 n n , 7fi w ,. 

- =0,0376 radian 


6 = 


2,5 G I„ 2,5 • 8000 ■ 211000' 

soit 0=57,3 • 0,0376=2°9'. 

Course correspondante de la bielle PP' en supposant la bielle DD' fixe : 
1*6 R' sin 60° =0,0376 • 350 • 0,866 
1=11,2 mm (coefficient 1). 


2.7 REMARQUE. 

On voit, à l’aide de l’application ci-dessus, que les déformations de tor¬ 
sion peuvent, devenir très importantes. C’est pourquoi il y a toujours lieu 
pour des arbres de grande longueur de mener le calcul dés déformations con¬ 
jointement ail calcul de résistance. 11 arrive fréquemment que le dimen¬ 
sionnement définitif s’effectue par suite des considérations de rigidité. Il y a 
lieu de remarquer, à ce sujet, qu’il est toujours plus intéressant d’augmenter 
le diamètre des tubes plutôt que leur épaisseur. En effet, I„ et donc 1/0 va¬ 
rient proportionnellement à D 3 et à e alors que le poids varie proportionnel¬ 
lement, à D et e (la section d’un tube mince est sensiblement égale à icDe). 

On peut donc doubler la rigidité de torsion en n’augmentant le poids 
que de 100 (VI — 1) = I6 % si l’on joue uniquement sur le diamètre. Dans 

1- — Ces caractéristiques ont été déterminées en tenant compte des sollicitations 
combinées de cisaillement, flexion, torsion et effort normal (Voir chap. XV). 
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l’exemple ci-dessus nous serions conduits à un tube de 63 x 2,6 .pour obte¬ 
nir ce résultat. 


3. TORSION GAUCHE LIBRE DES POUTRES 
PRISMATIQUES PLEINES 

3,0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

' Toute poutre prismatique de section plane non circulaire travaille en 
torsion gauche sous l’action de couples de torsion. Les projections de se.s 
sections droites sur un plan normal à Taxe de torsion restent toujours indé¬ 
formées 1 2 mais elles se gauchissent en tournant. Ce phénomène sera expli¬ 
que physiquement ci-dessous. 

Nous rappelons que nous avons convenu de qualifier de libre la torsion 
gauche dans laquelle on ne s’oppose pas au phénomène de gauchissement 

d es §0 q|,xOI1S 

Ce type de torsion a été étudié principalement par L)e Saint-Venant à 
l’aide de^la théorie générale de l’élasticité. Nous nous limiterons, ci-après, à 
résumer les résultats pratiques auxquels cette théorie permet d’aboutir. 

3.1 ANALOGIE PHYSIQUE. 

Le phénomène de gauchissement dos sections droites peut être mis en 
évidence à l’aide de l’analogie physique ci-dessous (due à de Saint-Venant). 

Supposons deux colonnes prismatiques, par exemple circulaires, reliées 
entre elles par deux entretoises planes ne présentant pas de raideur norma¬ 
lement à leurs plans (fig. 4 a). Sollicitons ces entretoises par deux couples 



en équilibre produisant une torsion de l’ensemble. Il est aise de se rendre 
compte qu’elles vont chacune se gauchir « ainsi qu’une hélice double de 
moulin à vent » - (Elles accompagneront, en effet, chacune, les sections 


1 , _ c e qui revient à dire que chaque section tourne toujours « en bloc » autour 

de l’axe de torsion. 

2. — Les « vrillages » obtenus seront de sens inverses pour les deux entretoises. 
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droites des colonnes appartenant à leurs plans et ces sections droites res¬ 
teront normales aux déformées en hélice des axes des colonnes.) On obtien¬ 
dra ainsi après déformation, des surfaces possédant des « creux » et des 
« saillies » disposés selon la figure 4 b. 

Le phénomène est analogue, quoique moins facilement visible, quand 
on soumet un corps de section non circulaire à une torsion : les colonnes 
sont remplacées par les fibres du corps. 

On établit en Elasticité que les « courbes de niveau » d’une section ellip¬ 
tique gauchie après torsion sont des hyperboles équilatères disposées selon 
la figure 4 c. 

3.2 RESULTATS PRATIQUES. 

3.21 Notations. — La théorie de Saint-Venant permet, pour quelques 
cas particuliers de sections usuelles, de calculer des valeurs fictives rem¬ 
plaçant respectivement le moment d’inertie polaire I„ et le module d’inertie 
de torsion 1 0 /R dans les équations de déformation et de résistance établies ci- 
dessus pour les sections circulaires. 

Nous désignerons par J la valeur üetive de I 0 a utiliser dans l’équation 
de déformation qui s’écrira alors dans le cas général (voir § 2.21) 

6= Y Ax ' 

—' G J i 


et nous désignerons par K la valeur fictive de I 0 /|t a utiliser dans l 'équation 
de résistance (voir § 2.1) pour obtenir la contrainte tangentielle •maximum 
existant dans la section considérée : 


t ina> — 


- 

K 


Remarque importante. — Les valeurs J et K ainsi définies ne représen¬ 
tent nullement des moments ou modules d’inertie. Ce sont simplement des 

grandeurs de mêmes dimensions (c’est-à-dire : 
L 4 pour .T et L 3 pour K). 

3.22 Section elliptique (fig. b). — Soit 
une ellipse de petit axe B et de grand axe H. 
La théorie de Saint-Venant permet de calcu¬ 
ler les valeurs suivantes : 




On déduit de la théorie que les con¬ 
traintes sont maxima aux deux extrémités 
M et N du petit axe : Ce ne sont plus les 
fibres les plus éloignées de l’axe neutre qui 
sont les plus fatiguées, contrairement à ce 
qui se passe en torsion plane. 


1. — La grandeur J ainsi définie se désigne souvent par constante de torsion. 








TORSION GAUCHE LIBRE DES POUTRES PLEINES 


321 


3.23 Section rectangulaire (fig. C a). — Soit une section rectangulaire 
de petit côté B, de grand côté II. On a dans ce cas : 



Dans ces formules, a et p sont des coefficients sans dimension, fonc¬ 
tions du rapport (voir tableau ci-dessous et courbes représentatives 

H 


fig- 6 b). 


B 

H 

H 

B 

a 

P 

1 

1 

0,281 

0,218 

0,8 

1,25 

0,282 

0,220 

0,5 

2 

0,286 

0,246 

0,25 

4 

0,300 

0,282 

0,1 

10 

0,319 

0,313 

0 

oo 

0,333 

0,313 



Fig. G. 

Ici encore les contraintes tangentielles inaxima sont atteintes aux extré¬ 
mités M et N de la petite médiane, c’est-à-dire aux points du contour les 
plus rapprochés de Vaxe de torsion. 

3.24 Section carrée. — On obtient évidemment J et K en faisant 

B = H = C = côté du carré 

' l B \ 

dans les formules ci-dessus où l’on a -jj- = 1 

\ / 

r, =0,281 /s =0,218. 


P. V AI.LAT. 
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On trouve les expressions : 

J =0,1405 C 1 
K=0,218 C 3 . 

Les contraintes tangentielles maxima ont lieu aux quatre extrémités 
des médianeç. • 

3.25 Section rectangulaire de faible épaisseur (fig. 7). — Désignon 
par e la dimension B (fig. 6 a) d’un rectangle qui, par hypothèse, est très 
faible vis-à-vis de l’autre dimension H. 


Nous sommes dans le cas-jy-« 0 



a =0,333 = -± • 

•J 


Nous avons donc 


j= L c 3 —— 
3 e 2 + H 2 


Or e 2 est très faible 1 vis-à-vis de H 2 . Nous pouvons.donc 
pratiquement, assimiler e 2 + H 2 à II 2 , d’où Vexpression sinvpli 
fiée ci-dessous : 


J= — H. , 

_!_j 


Fig. 7. Nous utiliserons cette expression ci-après, lors de l’étude 

des sections minces ouvertes. 

La grandeur K a pour valeur 

' K = 0,313 e 2 II 


soit. approximativement 


K = H. 
3 


On a donc la relation : K= — 

e 


d’où : 


t - 

fcmnr— _ 


3.2C Sections pleines quelconques. 

3.261 Constante de rigidité J. — De Saint-Venant a montré que l’on 
peut calculer approximativement la constante de torsion J d’une section 
pleine quelconque en utilisant la relation 

J = ——— 

4 - 2 I„ 


soit, très sensiblement 


e i e* 1 

1. — Si, par exemple, — = -rr ; -rrr = “TA7T 
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Dans cette relation S représente la surface de la section et I 0 son mo¬ 
ment d’inertie polaire par rapport à son contre do torsion. 

Remarques. — a) Cette formule revient à remplacer la section donnée 
par une « section elliptique équivalente » ayant même surface et même 
moment d’inortie polaire. 

En effet, en utilisant les- notations du paragraphe 3.22, on a pour une 
section elliptique 

S=— BH et l 0 = _ü_BH (B 2 +H 2 ) (Voir Planche 2). 


En remplaçant S et I 0 par leurs valeurs dans l’expression de J on re¬ 
trouve bien, après simplification, la formule donnée au paragraphe 3.22, 
soit 

sr B 3 H. 3 

“ 16 B 2 + H 2 

b) Constatons Véquivalence approximative de cette formule avec celle 
donnée au paragraphe 3.23 pour une section rectangulaire 
On a alors 

S = BH et I 0 = (B 8 + H») 


d’où 


J = 


40 

12 


B 1 IP_ 

BH (B 3 + H 2 ) 


=0,3 


B 3 H 3 
B* + H* ' 


Le coefficient 0,3 ainsi trouvé correspond bien à la valeur moyenne du 
coefficient a du paragraphe 3.23 (ûg. G b). 

c ) Les valeurs de J sont toujours inférieures à celles de I 0 . Ün com¬ 
mettrait donc une erreur par défaut en utilisant les formules de la torsion 
plane pour déterminer les déformations de torsion des sections non circu¬ 
laires (voir ci-après § 3.4). 

d) La formule ci-dessus donnant l’expression approximative de J n’est 
à utiliser que pour des sections pleines massives, c’est-à-dire no présentant 
pas d’angles rentrants. Nous donnerons ci-après une autre expression vala¬ 
ble pour les profilés ouverts minces. 


3.262 Contraintes maxima. — La contrainte tangentielle maximum a 
toujours lieu sur la périphérie de la section et au point le plus rapproché au 
centre de torsion. 

Il n’existe pas, à notre connaissance, d’expression générale permettant 
de connaître cette contrainte pour des sections de forme quelconque. 

On peut cependant en obtenir l’ordre de grandeur en assimilant la sec¬ 
tion considérée à une section elliptique ou rectangulaire de-dimensions voi¬ 
sines. 


3.3 CONTRAINTES ADMISSIBLES EN TORSION GAUCHE LIBRE. 

La torsion gauche libre ne mettant en jeu que des contraintes tangen- 
ticlles, la contrainte admissible est donnée, comme dans le cas de la torsion 
plane, par la limite admissible au cisaillement 1 : 

t a = 0,5 7i„. 


3.4 COMPARAISON ENTRE LA TORSION PLANE ET LA TORSION GAU¬ 
CHE LIBRE. 

Effectuons une comparaison à poids égal entre les rigidités et les con¬ 
traintes de torsion d’une section circulaire pleine (torsion plane) et d’une 


1. — Nous verrons ci-après qu’il y a lieu d’abaisser cette valeur dans le cas de 
sections possédant des angles rentrants (concentrations de tensions dans les angles). 
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section rectangulaire (torsion gauche libre) que nous choisirons d’allonge- 

H 

ment 3 (c’est-à-dire -g =3). 

L’égalité de poids s’exprime par l’égalité de sections 

JLP 1 =BH=5 B a 
4 


d’où D=By/-^-=2,52 B. 

La rigidité de torsion du cercle est mesurée par 

B 4 =3,98 B 1 


I« = 


32 


D*= 


et celle du rectangle par 

B 3 H 3 


J = 


B 3 + H a 


B 3 . 125 B 3 ... 

=6,336 B^+25 - B*~ =1 ' 48B ' 


Rapport des rigidités : 

J„ = JjW_ =2 ,69. 

J 1,48 

La section circulaire de poids égal est 2,69 fois plus rigide en torsion 
que la section rectangulaire considérée. 

Module de torsion de la section circulaire : 


A. = D*= — . —— 2,52 B 3 =3,15 B*. 

R 16 16 n 

Module fictif de la section rectangulaire : 

K=£ B a H=0,290 B a • 5 B=1,45 B s . 

Rapport des modules : 


A égalité de charge, la section circulaire subira une contrainte 2,17 fois 
plus faible que celle de la section rectangulaire considérée. 

Conclusion. — On utilise toujours beaucoup mieux la matière en em¬ 
ployant des sections circulaires pour les poutres pleines travaillant en 
torsion. 

Remarque. -Si l’on avait utilisé les formules de la torsion plane pour 

calculer les caractéristiques de la section rectangulaire envisagée ci-dessus, 
on aurait commis les erreurs suivantes : 

sur la rigidité : résultat 7,3 fois trop fort 
sur les contraintes : résultat 2,94 fois trop faible. 


3.5 CONDITIONS DE VALIDITÉ DES RÉSULTATS. 

Comme nous l’avons déjà indiqué, la théorie de Saint-Venant suppose 
que rien ne s’oppose au gauchissement dos sections droites ( torsion gauche 
libre). 

C’est le cas d’un arbre de torsion (suffisamment long) par exemple 

(fig. 8 a). _ 

Par contre, une pièce très courte sollicitée an torsion entre deux encas¬ 
trements rigides imposant chacun des sections planes au départ aura une 
rigidité sensiblement égale à celle de la torsion plane (moment d’inertie po¬ 
laire I 0 ), Voir figure 8 b. 
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Pour une poutre telle que celle représentée figure 8c, la théorie de Saint- 
Venant donnera une valeur défavorable de rigidité. H existera, par confie, 
des contraintes normales supplémentaires au niveau de 1 encastrement. 





4. TORSION DES POUTRES PRISMATIQUES CREUSES 

A PAROIS MINCES l . 


4.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. • 

Nous n’aurons pas ici à discriminer les cas de torsion plane et de tor¬ 
sion gauche libre, les formules auxquelles on aboutit étant identiques dans 
cos dôux cas 

Nous supposerons simplement que rien ne s’oppose au gauchissement 
des sections s'il tend à se produire, c’est-à-dire en d’autres termes, que m 
transmission de la torsion ne nécessite an curie réaction extérieure longitu¬ 
dinale. Nous indiquerons sous quelles conditions les sections restent planes. 

Les théories ci-après supposent essentiellement que 1 épaisseur des 
parois est jaible vis-à-vis des autres dimensions des sections. Ces sections 
peuvent, par contre, être de formes quelconques (curvilignes ou anguleuses, 
convexes ou concaves, etc...) et être constantes ou évolutives le long d une 
même poutre 2 . 


4.1 EQUATION DE RESISTANCE. FORMULE DE BREDT \ 

4 .H Données. — Considérons un élément d une poutre creuse a parois 
minces de forme quelconque, limité par deux sections droites Si et S 2 dis¬ 
tantes de Arc. . 

Cet élément reçoit un couple pur de torsion Mt qui s équilibre sur sa 
section terminale par un couple pur — Mt (par hypothèse). 

4.12 Flux de cisaillement (fig. 0 a). — Les parois qui, par hypothèse, 
ont une épaisseur faible présentent. une rigidité négligeable dans le sens 


l _ on désigne d'une façon générale ces poutres par « coquilles fermées », ainsi 

que rious le verrons ultérieurement (chap. XXII). 

2. — A condition toutefois que cette évolution soit progressive. 

3 . _ Cette formule a été introduite en France par M. Leduc. 
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radial. Les tensions de cisaillement engendrées par M ( seront donc, en cha¬ 
que point, tangentes au contour de la section L En désignant par t la 
contrainte de cisaillement en un point donné où la paroi a une épaisseur e, 
la force tangentielle x agissant par unité de longueur du périmètre de la 
section a pour valeur : 

r=contrainte x section de l’unité de longueur, 

T—t ■ e ■ 1 = t e. 

Nous savons que cette force tangentielle unitaire se désigne par flux de 
cisaillement ou écoulement de cisaillement 

Déterminons quelle doit être la variation du flux de cisaillement de 
torsion ainsi défini. 



Envisageons deux tranches longitudinales voisines (1) et (2) de largeurs, 
égales à i (dimensions curvilignes ah et hc de la figure 9 a). Supposons que 
les flux de cisaillement moyens soient respectivement et t 2 le long de ces 
tranches. Ces flux représentent ainsi les charges appliquées dans le plan de 
la section à chacune d’elles (puisque ab = 6c=lV Isolons,, par la pensée, 
l’élément (1). Four assurer son équilibre, il faudra lui appliquer : 

. — Lne force tangentielle — n en ah' (fournie par le flux de cisaille¬ 
ment de réaction de la section S 2 ). 

— Deux composantes de couple longitudinales (résultant du moment 
de transport de n de Si à S 2 ) ayant pour - valeur : 

En isolant de même l’élément (2) on voit qu’il doit recevoir longitu¬ 
dinalement des réactions 

± R„ = r. A.r. 

Comme il ne doit pas y avoir de réaction longitudinale extérieure, par 
hypothèse, il faut nécessairement que le long de l’arrête commune hh' on 
ait 

—R 1 + R 2 = 0 soit R!=R 2 

1. — Cette proposition qui tombe facilement sous le sens commun se démontre au 
surplus en élasticité. 

2. — Voir chapitre IX, § 3.54. 

3 - — Toutes les tranches élémentaires constituant la paroi s’équilibrent de même 
sur leur arrête commune. 
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ou 

et donc 


Tj Ax = r 2 Ax 
t ,=7-3=7 = constante. 


Le flux de cisaillement de torsion pure est donc d’intensite constante le 
long d'une section fermée à parois minces K: 

4 13 Intensité du flux de cisaillement. — Déterminons la valeur de x 
en écrivant l 'équilibre entre les efforts tangentielg qu’il définit et le moment 
M,. Envisageons un élément M du périmètre de la section b! (fig. J b). l*et 
élément reçoit une force tangentielle 

f = T Al. 

Cette force tangentielle a, par rapport au centre de torsion 0 de S,, un 
bras de levier h. Elle résulte donc d’un moment élémentaire 

A M t = fh = r h Al. 

Or, le produit hM représente le double de l’aire AO du triangle 
hachuré sur la figure 9 b. , 


On a donc 


A M t =r ■ 2 AO. 


L’ensemble des forces / engendrées sur le périmètre doit équilibrer \h, 
ce qui s’écrit 

M t =S A M t =2 r S AO =2 rO 

en désignant par o Faire totale limitée par le périmètre de la section 

On déduit de cotte relation la formule fondamentale donnant Vintensilc 
du flux de cisaillement de torsion pure le long d'une section fermée : 


2 O 


Ttemarqne. — Vérifions les dimensions de la formule. 

On doit avoir : 

T = JL =F • L- 1 (force par unité de longueur). 

Le second membre donne bien : 

F .'.JL =F L- 1 . 

L 2 

4.14 Contrainte tangentielle. — D’après ce que nous avons vu plus 
haut, la contrainte tangentielle (cisaillement de torsion) en un point où la 
paroi a une épaisseur e est donnée par 

t=dL. - 
e 

On aboutit ainsi à l’expression connue sous le nom de Formule de Bredt 
(ou de Leduc) :_ 


2 o e 


1. — Si le flux était variable, il se produirait une mise en charge longitudinale des 
éléments (phénomène analogue au glissement de flexion), ce qui est contraire a 1 
thèse de torsion pure. Cette simple considération physique vérifie le résultat ontem 
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4.15 Extension de la formule de Bredt. — Dans les figures 9 et 10 a, 

ayant servi à la démonstration, nous avons supposé l’épaisseur des parois 
suffisamment faible pour n’être représentée que par un seul trait. Nous 
serions arrivés au même résultat avec une section du genre de celle do la 
ligure 10 b où l’épaisseur e, variable le long du contour, est cependant tou¬ 
jours supposée suffisamment faible pour, qu’en chaque point les tensions 
de cisaillement restent constantes sur toute l’épaisseur. 



L’aire ü est alors limitée par la ligne d’action du flux, c’est-à-dire par 
le contour moyen de la section, situé en chaque point à mi-épaisseur. 

Il est à remarquer que la contrainte de cisaillement varie en chaque 
point en raison inverse de Vépaisseur de la paroi (flux constant). 

Nous trouverons ci-après des applications de la formule de Bredt qui 
est remarquable par sa généralité d’emploi et sa simplicité d’expression. 


4.10 Equivalence de la formule de Bredt et de la formule de torsion 
çlane pour les tubes circulaires minces. — Nous axons vu au ^avaçra^lw ‘lUs 
que, pour un tube circulaire mince de rayon moyen IV et d’épaisseur e, l’on 
avait sensiblement 

—*•-=2 -T R' 2 e. 

R • * 

Or, l’aire moyenne o a pour valeur 


Ü=ir R ,a . 


lu 


Le terme 2ü c de la formule de Bredt, qui joue le même rôle que—“-dans 
l’équation de résistance, vaut donc 


2 L2e = z ir R' 2 e= -k.. 

R 

Il y a donc bien équivalence entre les deux formules pour les tubes 

/Cl . . r 

minces ( < — on pratique pour obtenir une erreur négligeable, voir 

Planche 2). 


4.2 EQUATION DE DÉFORMATION. 

4.21 Constante de rigidité en torsion d’une section creuse. — Cher¬ 
chons à déterminer une constante de rigidité J, telle que l’angle de rota¬ 
tion AO de l’élément envisagé figure 9 a (rotation de S t par rapport à.S 2 ) 
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soit donné par 


A0= Ax 

G J 


où J remplace 1 0 (de meme qu’au paragraphe 3.) dans l’expression du para¬ 
graphe 2.21 relative à la torsion plane. 

Ecrivons Végalité des travaux élastiques extérieur et intérieur dévelop¬ 
pés par la torsion de l’élément de poutre. 

Le moment Mt appliqué h S, (fig. 9 a) qui tourne d'un angle AO produit 
un travail extérieur (travail élastique d’un moment) 





_ Md_ 
2 G J 


Ax. 


Considérons un élément de paroi de largeur Al (fig. 11). Cet élément tra¬ 
vaille au cisaillement pur 1 sous l’action d’un effort tranchant égal à l’ef¬ 
fort tangentiel qui lui est appliqué, soit 


T =/—r Al. 

D’après ce que nous avons vu au 
chapitre VIII, paragraphe 4.3, le travail, 
interne de cet élément de longueur Ax 
est donné par 


A & — —- T -— Ax 
2 G S 

où S = section droite de l’élément = e Al. 
Donc 




_> Al)* . 

2 G e Al 



2 G 



Fig. 11 . 


Le travail interne total, dû à tous les éléments Al constituant le périmè¬ 
tre de la section, s’obtient en effectuant la somme le long du périmètre de 
tous ces travaux élémentaires, ce qui s’ccrit : 




2 G 


Ax V 


■Al_ ■ 
e 


(le signe V couvrant tous les éléments pouvant varier le long du périmètre). 
En remplaçant r par sa valeur (§ 4.13), l’on a 


g - , , M ‘V Aæ V —. 

8 G <2" e 

En écrivant l’égalité des travaux externe et interne, il vient 


soit, en simplifiant : 


_M)l_ a M 2 < 
2 G J 8 G 9J 


Ax V 


Al 




X = _L_ v -AL 

J /jQi A e 

d’où l’on tire l’expression de J connue sous le nom de: Constante de Leduc: 

T _ 4 QJ 

V Al 

A e 


1. — On constate en effet que sa figure d’équilibre (fig. 9 a) est identique à celle du 
cisaillement pur. 
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4.22 Equations de déformation. — La constante J (de dimension 
L 4 = quatrième puissance de longueurs) rentre au même titre que I 0 dans 
les équations de déformation établies au paragraphe 2.2. On a donc les 
angles de torsion o (en radians) : 

Cas général : 6 = V —Mc Ax 

Cas d’une section constante et M t variable : 

Cas d’une section constante et M { constant : 

4.23 Calcul pratique de J. — Rappelons que dans l’expression de J 

ü = aire limitée par le périmètre moyen de la section droite (de même 
que pour l'équation de résistance) ; 

V -AL. - somme le long du périmètre moyen de la section droite, des 

-A e 

,,, , . élément de périmètre moyen 

11 épaisseur de paroi correspondante 

4.2,V\ Dans Le cas général {Shhoi : \qw€) ou e \;\no 
long du périmètre (fig. 12 a), la valeur de cette somme s’obtiendrait en inté¬ 
grant la fonction l/e (inverse de l’épaisseur) le long de l. Cette opération pour¬ 
rait s’effectuer graphiquement en traçant la courbe l/e le long du périmètre 
moyen développé en abscisses et en planimétrant cette courbe (lig. 12 b). 
On pourrait encore la calculer par parties, dans un tableau, selon la mé¬ 
thode habituelle. 


8= -L V M,Ax 
(i J * 


*= L. 
G J 






Fig. 12. 


4.232 Variations brusques de e. — Généralement l’épaisseur e varie 
brutalement. C’est, par exemple le cas du caisson de la figure 12 c où l’on 
a alors directement 


Y A/, _ /, l., , l : . 

— 1 e ~ ^ ~ê7 + ~ 


+ A 
e :i c,, 


4.233 Epaisseur constante. — Dans le cas particulier où c est cons¬ 
tant le long du périmètre d’une même section droite on a alors 

V— =— SAi=4 
-A e e l 

l désignant le périmètre moyen de la section. 
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La constante J a alors pour expression simplifiée 

T 4eû ! 


4.24 Equivalence de J et l u pour les tubes circulaires minces. — Nous 
savons que le moment d’inertie polaire I 0 d’un tube circulaire mince d épais¬ 
seur e et de rayon moyen R' a pour valeur approchée (.voir à Z.o) 

I 0 =2 t R' 3 e. 

L’aire ü a pour valeur • 1 

!I=- R' 2 

et le périmètre moyen l 

1=2 ît R r . 

On a donc, d’après l’expression simplifiée de J ci-dessus 


j = 4 e R -- =2 * R /3 e = I„. * 

2 tt R' 

Nous retrouvons donc encore l’équivalence entre la formule ci-dessus 
et colle de la torsion plane. 


4.3 GLISSEMENT LONGITUDINAL EN TORSION PURE. 

Reprenons (lig. 13 a) l’un des éléments longitudinaux de largeur J de 
la figure 9 a, ayant servi à l’établissement de la formule de Hkedt (elenVent 
(1) par exemple). 

Nous avons trouvé 

T,= r et + R^r, Ai=t Aï. 

L'effort par unité de longueur s’exerçant le long (le aa' ou bb vaut 
donc (en valeur absolue) 

._îb_ =r . 

Ax 


On retrouve ainsi la propriété générale de réciprocité des cisaillements. 
Le long des corps soumis 'à une torsion, il existe un glissement longi¬ 
tudinal égal au glissement, transversal. 



Fig. 13. 


Applications. — Cette considération présente une importance particu¬ 
lière pour le calcul des jonctions longitudinales des corps creux tordus 
(caissons'). 

Le long du caisson,de bord d’attaque de la figure 13 b, les rivetages 






RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. XIII 


âmes semelles a. b, supporteront un effort par unité de longueur, comptée 
suivant la dimension longitudinale du caisson : 

r-Jk. 

2Ü 

Par suite de la torsion, cet effort se superposera algébriquement à.celui 
dû au glissement longitudinal de flexion. De même les liaisons c et d (char¬ 
nières par exemple) supporteront cet effort. . 

Dans un caisson central du genre de celui de la figure 13 c tous les rive¬ 
tages longitudinaux a, b..., h, supportent t par unité de longueur du lait 

de M\. > . „ „ „ 

Si ce caisson était réalisé en bois, ce serait les collages âmes-semelles 
qui supporteraient cet effort de glissement. Nous reviendrons ultérieure¬ 
ment (chap. XXI et XXII) sur les détails de calculs propres à chaque struc¬ 
ture. 

4.4 CONSERVATION DES SECTIONS PLANES. 

On démontre que, pour qu’il y ait conservation des sections planes, pen¬ 
dant la torsion libre des corps creux, il faut que l’épaisseur en un point quel¬ 
conque soit inversement proportionnelle à 
<2/ la distance de l’axe de torsion à la tangente 

(([ en ce point à la fibre moyenne. Soit (fig. 14) 


Fig. 14. 


\\V vç-7 e, h 1 = e 2 h a = constante*. 

0 Dans le cas contraire (qui est le cas gé- 

n éral des corps creux non circulaires réa- 
lisés en pratique) la constante de rigidité .1 
ne conserve son expression que si l’on ne 
"" 1 —^ s’oppose pas au gauchissement des sections, 

Fig. 14. oomme nous l’avons supposé pour l’établis¬ 

sement de» formules (torsion libre). 

Il convient de remarquer que cette condition se trouve très souvent sa¬ 
tisfaite, dans la pratique, où les caissons de torsion sont terminés par des 
cloisons sans raideur normalement à leurs plans (nervures par exemple). 
Au surplus, s’il y .a encastrement d’une ou plusieurs sections, la rigidité 
augmente. 

On pourra, en pratique, calculer en torsion toutes les poutres creuses 
et suffisamment longues par les formules ci-dessus qui ont Davantage d’être 
d’un emploi très aisé x . 

4.5 SECTION CREUSE «< IDEALE » EN TORSION. 

Plaçons-nous dans le cas simple d’une section d’épaisseur constante. 
On a alors (§ 4.233) 

T 4 e O 3 . . , / ü \* 


Le produit el représente l’aire de la section occupée par la matière, 
c’est-à-dire à un facteur près, le poids. 

Donc, pour une poutre de poids donné (el fixé) la constante de torsion 
est proportionnelle au carré de Q fl. Cette quantité peut se désigner par le 
rayon moyen de la section droite. Il est maximum (et égal à sa valeur cons¬ 
tante) dans le cas du cercle. 

La section creuse idéale, du point de vue rigidité en torsion, est donc 


1 . — Nous examinerons cependant, au chapitre XXI, les perturbations théoriques 
existant, dans ces poutres, au voisinage d'encastrements supposés infiniment rigides. 
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encore la section circulaire de laquelle on a toujours avantage à se rap- 
procher. 

4.6 APPLICATION NUMERIQUE. 

4.61 Données. 

La figure 15 a représente une section transversale d’un camoji de ^ e _ 
bec d'attaque d'un volet de courbure (de section constante). Matière . tôles de dura 

lumin ^,^ g g 0 ’ n ^traMmetf^entre*'les sections A et B, distantes de 1500 mm un 
moment de torsion M t variant linéairement de 100 mkg en A à 250 mkg en B 

(fiS La torsion s’effectue librement sans assujettir les extrémités, fermées par de 
simples cloisons, à rester rigoureusement planes. 


4.62 Contraintes de torsion en B. 

Flux de cisaillement : 

250000 


r= _M‘- = 
2 ii 


= 11,8 kg/mm. 


2 • 10600 

Contrainte de cisaillement du revêtement de bec d’attaque : 

I - JJ = = 9 44 kg/mm 2 . 

tl_ e, 1,25 

Contrainte de cisaillement de l’âme du longeron : 


t = JL 1 = 11 ’ 8 - =5,9 kg/mm 2 . 



4.63 Angle de déformation de torsion. 

Longueur développée a c b du revêtement de bec : i, =352 mm 1 . 

Longueur développée de a à b du longeron : l z =110 mm. 

v Al_ = 352 _ 111=281+55=336. 

Z e 1,25 • 2 

l _ L, cs longueurs développées s’arrêtent aux rivetages a et b où cesse le cisaille 

ment de torsion. 


156 mkg 
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Constante de torsion : 


T t u ! 4 . iofinn- 

J= TT-XT = —=133,9 • 10* mm*. 


V -ÈL 336 


Angle de torsion : 


10 - 


V - M ‘ Ax = 

W ^ GJ 2700-133,9 


V" M{ Ax=2,77 • 10- 1 " V" M t Ax. 


La quantité sous le signe 2 représente l’aire du diagramme de charge de la 
ligure 15 b, soit 


2" Mt Ax = 10 3 - 10Q + 25 L 1500=262,5 • 10* mm 2 kg. 


On a donc : 


soit 


0=2,77 ■ 10- 10 • 262,5 • 10 s = 0,0728 radian 
<9 = 57,3 0,0728 = 4°10\ 


5. TORSION DES POUTRES PRISMATIQUES 
DE SECTIONS MINCES OUVERTES 

5.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

On assimile à des poutres de sections minces ouvertes ( coquilles ouver¬ 
tes ), tous les profilés laminés ouverts du commerce tels que, poutrelles, 
cornières, fers en U, en T, etc... 

Nous supposons toujours, ci-dessous, que le gauchissement des sections 
peut s'effectuer librement. La théorie montre, en effet, que les sections ou¬ 
vertes no peuvent, en aucun cas, travailler en torsion plane. Nous serons 
donc toujours dans le cas de torsion gauche libre \ 

Ces conditions théoriques sont approximativement satisfaites quand on 
soumet à un couple de torsion des profilés ouverts de grande longueur libre. 
L’influence des encastrements terminaux (s’il en existe) n’affecte, en effet, 
qu’une partie relativement faible de leur longueur, comme nous l’établirons 
au paragraphe 6. ci-après. 

Nous verrons que, dans cos conditions, ces profilés présentent une résis¬ 
tance et une rigidité très faibles en torsion. 

5.1 MODE DE TRAVAIL EN TORSION. 

Il n’est plus possible, comme pour les sections fermées, de supposer une 
égale répartition des contraintes sur toute l’épaisseur, ce qui conduirait à 
équilibrer Mt par un flux de cisaillement. En effet, d’après ce que nous 
avons démontré au paragraphe 4.12 ce flux devrait être d’intensité cons¬ 
tante. Or il est manifestement nul aux bords libres A et 11 (lig. 16). On trou¬ 
verait ainsi une résistance nulle en torsion (flux nul). En fait, nous verrons 
que la répartition des contraintes s’établit d’une manière analogue à celle 
existant à l’intérieur des sections rectangulaires plates. 

5.2 RIGIDITE EN TORSION LIBRE. 

On démontre, en élasticité, que la constante de rigidité en torsion libre 
J d'une section ouverte est égale à la somme des rigidités des éléments rec¬ 
tangulaires plats qui la constituent 2 . 


1- — Le phénomène de gauchissement des sections droites est ici très important et 
généralement très visible pour de faibles charges (Voir ci-après, § 5.4). 

2. — Cette constante de rigidité est toujours le terme qui remplace I 0 dans les 
équations de déformations établies au § 2.2 pour la torsion plane. 
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En désignant par e l’épaisseur et M la longueur d’un de ces éléments 
rectangulaires, la rigidité propre a pour valeur (d’aprèsia formule du para¬ 
graphe 3.25 où l’on fait II = AZ) : 


p3 

AJ = 4- Al. 


L’expression générale de J d’une section ouverte mince quelconque 
■(fig. 16 a) est donc : 


j- 4- y. cs Ai 


où A/ représente un élément de la ligne moyenne d’une section droite ou 
l’épaisseur est e. 







La somme s’étend tout le long de cette ligne moyenne de A a B. On 1 ob¬ 
tiendrait, dans ce cas général, par intégration G graphique par exemple en 
traçant la courbe c 3 le long du développement de la ligne moyenne et en 
planimétrant, ou par parties, en envisageant une suite de rectangles;. 

Cas particuliers. — Pour les profilés à faces planes on effectue simple¬ 
ment la somme des J de chaque face. Pour un profilé en L, tel que celui de 
la figure 16 b , on obtient par exemple : 

J = 4- (2 b e° + e' 3 h). 

Si Vépaisseur e est constante, la formule générale se simplifie en : 


J =T eSl 


avec 1 = longueur développée de la ligne moyenne (ou périmètre moyen). 

La constante de rigidité du segment annulaire de la figure 16 c vaut 
donc (avec a en radians) 

j= J- e* a R'. 

3 


Remarque. — 11 est facile de voir que toutes ces valeurs seront faibles 
vis-à-vis de celles des moments d’inertie habituels. En effet, la dimension 
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élevée au cube n’est ici que l’épaisseur qui est faible par hypothèse. L’exem¬ 
ple ci-après (§ 5.4) concrétisera cette remarque. 



Fig. 17. 


5.3 CONTRAINTE MAXIMA. 

On démontre, en élasticité, que la répartition des con¬ 
traintes de cisaillement dans l’épaisseur des parois se fait sui¬ 
vant l’allure de la figure 17 1 . Les contraintes maxima qui ont 
lieu sur les faces externe et interne sont données, comme pour 
les rectangles plats (§ 3.23) par la relation : 



Remarque. — Pour les sections possédant des angles ren¬ 
trants, ce qui est le cas des profilés usuels, il y a lieu au sur¬ 
plus de tenir compte des concentrations de contraintes dans 
les angles dont nous parlerons succinctement au paragraphe 7. 


5A COMPARAISON ENTRE LES SECTIONS MINCES FERMÉES ET 
OUVERTES EN TORSION LIBRE. 

JNous effectuerons cette comparaison entre un tube fermé ordinaire de 
rayon moyen R' et d’épaisseur e (fig. 18 a) et le profilé ouvert obtenu en 
fendant simplement ce tube sur une génératrice ( tube fendu : tringle à ri¬ 
deaux du commerce, par exemple), figure 18 b. 

Précisons, avant tout, que nous nous plaçons toujours dans le cas de 
torsion gauche libre du tube fendu pour lequel on obtiendra une allure de 
déformée selon la figure 18 c (phénomène mis en évidence à l’aide d’une 
feuille de papier roulée et tordue entre les mains sans s’opposer au mouve¬ 
ment général de déformation « en hélice »). 



5.41 Comparaison des rigidités. — Tube fermé : 

ï 0 =2 »r R' 5 e (§§ 2.5 et 4.23), . 


1. — Répartition analogue à celle des éléments rectangulaires plats. 
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Tube fendu 



ir R' = 


z - 


R' e 3 , 


Rapport des rigidités 



Une valeur courante de — est de 10 (tube de 50x2,b par exemple). 

e 

Dans ce cas, le tube fendu serait, 300 fors moins rigide que h tube fermé . 

5.42 Comparaison des résistances.— Les résistances sont dans le rap¬ 
port des modules (ou modules fictifs) d’inertie, soit : 


Tube fermé 
Tube fendu 
Rapport 


J 

R 


8 =2 jt R' 2 e, 


J _ 2 ÎT p , 2 
K= _. -_ Re, 

Tube fermé _y R' « 
Tube fendu e 

IV 


Dans l’exemple précédent ( — =10 le tube fendu supporterait un mo¬ 


ment de torsion 30 fois plus faible que celui supporté par le tube fermé. 


5.43 Conclusion. — Il apparaît donc que les sections ouvertes travail¬ 
lent très mal en torsion libre. On évitera donc d’utiliser les profilés ouverts 
on torsion quand il ne sera pas possible d’assujettir leurs faces extrêmes à 
rester planes ou quand ces profilés se présenteront sous de grandes lon¬ 
gueurs.- 

Nous avons vu également au chapitre XI, paragraphe 3.5, que les pro¬ 
filés ouverts chargés en flexion étaient soumis à une torsion si les charges 
ne coïncidaient pas avec leur axe de torsion (défini par les centres de cisail¬ 
lement des sections). 11 y a donc lieu d’utiliser avec prudence des profilés 
ouverts isolés. 

Cette faible résistance en torsion met en évidence le phénomène de 
« déversement » de ces profilés dont nous avions parlé au chapitre XI. Elle 
explique également la déformabilité excessive de certains fuselages de sec¬ 
tions ouvertes et non convenablement renforcées. Nous reviendrons au cha¬ 
pitre XXII sur cette question particulière. 


6. TORSION GAUCHE NON LIBRE 

(5.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Notas avons qualifié de « torsion gauche non libre » 1 état produit quand 
on assujettit à rester planes une ou plusieurs sections droites d’une poutre- 
tordue dont les sections tendent à se gauchir en tournant. Cet assujettisse¬ 
ment peut être produit par des encastrements pouvant être simplement dus 
à une continuité de la poutre quand celle-ci n’est de section ouverte que sur 
une fraction de sa longueur. L’étude générale de ce phénomène présente une 
complexité mathématique qui l’exclut de notre exposé. 

Nous examinerons en premier lieu un « cas limite » connu sous le nom 
de flexion différentielle, qui nous aidera ensuite à analyser physiquement 
l’état de torsion gauche non libre. 

Une méthode de calcul particulière aux sections minces ouvertes sera 
donnée au chapitre XXII (Torsion-flexion des coquilles ouvertes). 


P. Valut. 
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6.1 TRANSMISSION D’UN MOMENT DE TORSION PAR FLEXION DIFFE¬ 
RENTIELLE. 

Considérons deux poutres planes encastrées à leurs bases et soumises à 
leurs sommets A et B à deux forces F et — F égales et opposées (fig. 19 a). 

L’ensemble de ces forces crée un couple pur M t = F h qui est analogue 
à un moment de torsion appliqué à Taxe zz' du système. 

Chaque poutre fléchit isolement, sous l’action de moments égaux et de 
sens inverses dont la variation est représentée sur la figure. Aux encastre¬ 
ments on trouve : 

deux efforts tranchants + T =+F reproduisant le couple M e ; 
deux moments +/*=F L égaux et opposés. 


11 ne reste donc bien finalement que M t . Cette transmission d’efforts est 
connue sous le nom de flexion différentielle. Ello ne donne lieu à aucune 
difficulté de calcul. 



Fig. 19. 


(Di FLEXION DIFFÉRENTIELLE ET TORSION. 

6.21 Premier cas. — Supposons d’abord, que les poutres planes soient 
réunies à leurs sommets par une entre toise plane, sam raideur normale¬ 
ment à son plan, à laquelle on applique M t (fig. 19 b). Une part de ce mo¬ 
ment sera transmise par torsion propre de chaque poutre et le reste par 
flexion différentielle comme précédemment. Le partage entre ces deux 
modes de travail s’opérera en fonction des rigidités respectives correspon¬ 
dantes (problème hyperstatique). 

6.22 Deuxième cas. — Si, au lieu d’une entretoise sans raideur, on 
dispose en A et B un bloc formant des encastrements, comme ceux qui exis¬ 
tent en C et D, le phénomène restera analogue mais le moment de flexion 
différentielle se distribuera le long de chaque poutre selon le diagramme 
de. la figure 19 c 1 . 


1. — si les encastrements ont même rigidité et si les poutres sont à inertie cons¬ 
tante les moments d’encastrements sont égaux en valeurs absolues (symétrie) d’où 
un moment nul au milieu de la portée. 
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6.3 TORSION GAUCHE NON LIBRE. 

Supposons maintenant, enfin, que l'on réunisse les poutres par une 
âme centrale. On obtiendra un profilé ouvert en forme de 1, par exemple 
(fig. 20 a) travaillant en torsion gauche non libre. L’encastrement inférieur 
(1 er cas) ou les deux encastrements (2 mo cas) imposent, en effet., une ou deux 
sections planes. 

La transmission de M, se fera par un phénomène complexe de torsion 
(contraintes tangentielles) et do flexion différentielle des deux ailes (con¬ 
traintes normales et tangentielles). 

Plus la poutre sera courte et plus la rigidité de flexion sera grande vis¬ 
a-vis de celle de torsion 1 et donc plus le phénomène s’écartera de la tor¬ 
sion libre envisagée aux paragraphes précédents, pour tendre vers la flexion 
différentielle pure. 


0.1 RESULTATS PRATIQUES POUR UN PROFILE EN I. 

6.41 Formules. — La théorie générale, appliquée au cas d’un profilé 
en 1 encastré à une extrémité et soumis à l’autre à un couple de torsion M, 
(fig. 20 a) conduit aux résultats suivants 2 
L’angle de torsion est donné pa ? r 


où l’on a : 




( 1 ) 


J = constante de torsion libre=-y (2 be 3 + lie' 3 ) 

a = paramètre de longueur défini par : 

FI e h 3 

a. 2 = —-— h 2 avec I = --=moment d’inertie de flexion d’une semelle 

2 G J 12 

a=coefficient dépendant du rapport — dont la variation est donnée 

a 

figure 20 c s . 



1. — Les flèches de flexion croissent en effet comme L 3 et celles de torsion comme L. 

2. —Ces résultats sont extraits de l’ouvrage : Leçons sur la Résistance des maté¬ 
riaux, par J. Gérardin (cours E. N. S. Aé). 

3. — Cette variation est celle d’une tangente hyperbolique. 
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Les moments fléchissants maxima aux encastrements de chaque aile 
sont donnés par 

(t> 

h 


6.42 Application. — Pour fixer l’ordre de grandeur de a, calculons-le 
pour un profilé de dimensions (sensiblement normalisées) suivantes : 

7/ = 100 ; b=50j _ e=l ; e'=5 et G=0,4 E (acier). 

On a : 1= 7 ' 50 Y =72900 mm* 

12 


J = J- (100 - 7*+ 100 -.5») =15600 mm* 

a 2 = -- 2yü(J - /i- 2 =5,84 7 V 

2 • 15600 • 0,4 

a=2, 42 h = 242 mm. 


6.43 Remarques. 

6.431 Rigidité de torsion. — On voit que l’influence d'un encastre¬ 
ment revient (formule (1) ) à diminuer fictivement la longueur déformable 
en torsion libre du profilé d’une quantité : y.a. 

Si L > 3 a, <z«l (fig. 20 c) : La longueur est fictivement réduite de a. 

_ Si L = a on a : x=0,76 d’où (L—0,76 L)=0,24 - ■ 

G J G J 

La présence d’un encastrement a donc pour effet de quadrupler (environ), 
la rigidité en torsion libre du profilé. 

r 0 Mi 

6.432 Moments d encastrement des ades. — Si L>oa, on a = 0 

qui représente le moment d’encastrement atteint en flexion différentielle 
pure pour des ailes de hauteur L = a (chaque aile transmettant une force 

f=t'-Y 

Il 1 jyj 

Si L =’0,55a : a = 0,5 d’où n= ~0,oa-0,91 -—L. 

Quand le profilé est très court, le moment d’encastrement est sensible¬ 
ment égal à celui de flexion différentielle pure. • 

6.433 Influence d’un deuxieme encastrement. — Si le profilé était 
monté entre deux encastrements les formules ci-dessus resteraient valables 

à condition de prendre pour hauteur L la « hauteur libre » c’est-à-dire 

dans le cas du profilé à section constante qui nous occupe. L’angle 0 repré¬ 
senterait la déformée totale de cette hauteur libre. 


6.5 CONCLUSION. 

On voit que le phénomène de flexion différentielle associé à la torsion, 
grâce à un encastrement, permet d’augmenter sensiblement la rigidité de 
torsion des sections ouvertes. 

Ce résultat est encore accru si l’on a soin de renforcer la rigidité de 
flexion des parties de sections encaissant la flexion différentielle. 

Dans le cas d’une ouverture de grande importance dans un fuselage 
coque, par exemple, on a intérêt à border l’ouverture de façon à augmenter 
l’inertie des flancs verticaux L L’encastrement terminal est ici assuré prin¬ 
cipalement par la continuité de ces éléments de bordure. 

1. — La méthode de calcul en torsion flexion que nous exposerons au chapitre XXIV 
nous conduira à dimensionner ces renforts de bordure. 
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7. CONCENTRATION DE CONTRAINTES 
DANS LES ANGLES RENTRANTS DES PIECES TORDUES 


Quand on soumet à une torsion un corps possédant des arêtes vives, il 
se produit, principalement au niveau des angles rentrants, des concentra¬ 
tions de contraintes de cisaillement qui peuvent devenir très importantes. 

La théorie de l’élasticité, aidée par dos méthodes expérimentales (telles 
que photo-élasticité ou méthode du film de savon), permet dans certains 
cas particuliers de chiffrer ces sursollicitations. 

Dans le cas simple d’un changement brusque de diamètre d'un arbre 
circidaire (lig. 21 a), on obtient ainsi une surtension au niveau du congé 

de raccordement, mesurée par le rapport : h — ---— (avec t = contrainte 

de torsion max. de l’arbre de diamètre d) dont la variation est représentée 
sur la même figure en fonction de l’importance relative de ce congé. 

On voit que la surtension augmente très rapidement quand le rayon r 
du congé diminue. Elle serait théoriquement (c’est-à-dire élastiquement) 
infinie pour un angle vif (r=0). 


© 





Il se produit un résultat analogue pour une rainure de clavetage 
(fig. 21 b ) où il est toujours prudent d’arrondir, même avec un rayon très 
faible, les angles intérieurs a et a'. L’expérience montre, au surplus, que 
dans ce cas, il y a lieu de ne compter que sur une partie travaillante en 
torsion telle que celle hachurée sur la figure. 

Pour les profiles laminés où les rayons des conges de raccordement 
sont généralement égaux aux épaisseurs des ailes, le rapport de surtension 
varie de 25 à 50 % selon les cas L 

Il y a donc lieu, en résumé, de ne jamais tolérer d’angle vil sur des 
éléments travaillant en torsion à des taux élevés et d effectuer, au contraire, 
de grands congés de raccordement. 


1. — Référence : Théorie de l’élasticité, pdr Timoshenko, Ch. Béranger, Paris. 






CHAPITRE XIV 


CALCUL DES RESSORTS 

1. GÉNÉRALITÉS 


1.1 DÉFINITION. 

Un ressort est un organe dont on utilise les déformations élastiques , 
soit pour absorber un choc (amortisseurs), soit pour emmagasiner de Véner¬ 
gie (horloges), soit pour produire une détente brusque (ressorts de soupa¬ 
pes). 

Dans tous ces cas, un ressort agit en absorbant, ou en restituant un 
travail qui est le travail élastique de la. matière du ressort. 

On appelle ce travail le potentiel élastique ou potentiel interne du 
ressort. 11 est représenté par l’aire du diagramme des allongements en fonc¬ 
tion de la charge. 

1 -~ EXAMEN théorique du mode de déformation de plus INTÉ¬ 
RESSANT. 

Dans un ressort, on peut songer à utiliser : 

— Soit le travail des contraintes normales, par traction, compression 
on flexion ; 

— Soit le travail des contraintes tangentielles, par cisaillement ou tor¬ 
sion. ■ ^ 

Examinons quel est, à priori, le mode de travail le plus intéressant en 
évaluant le travail de Vunité, de volume delà matière dans les différents cas. 
c’est-à-dire en comparant les différents travaux à poids égal (ce qui iniporto 
particulièrement en construction aéronautique). 

Le travail par unité de volume — des contraintes normales n peut 
se mettre sous la forme 

& _ -«» 

V 2 E 

Démon Ixons-le dans le cas simple de la traction (ou compression). 

Nous avons vu au chapitre VI que le travail élastique de traction est 

r = y t. 

2 S E 


F étant l’effort de traction, L la longueur de la pièce, S sa section. 
La contrainte est * 




n- L S 
2 E 


d’où 
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Or, L 
volume est 


S est le volume V do la pièce. Donc le travail par unité de 


r 

V 


7l a 

2 E 


On démontrerait de même que le travail par unité de volume-des con¬ 
traintes tangentielles l peut s’écrire 


— 2 G 

Nous admettrons que dans les deux cas la matière est utilisée au maxi¬ 
mum, c’est-à-dire que les contraintes considérées n et t sont les contraintes 
admissibles de la matière. On sait que l’on a pour les métaux usuels 


(„= ~~ 2 ~ (Ohap. Mil, § 5). 

D’autre part, nous avons vu au chapitre V, paragraphe 4.4, que pour 
les métaux usuels on a sensiblement v 


G = 0,4 E. 

Comparons, dans ces conditions, les travaux des contraintes normales 
et des contraintes tangentielles 

n 3 ' n 3 

-É-L = -ü- = E — - 2 • 0,8= 1,6. 

■gr t 2 n 2 1 

2 G 4 0,8 E 

Donc, à poids égal, le travail des contraintes normales est 1,0 fois plus 
arand que le travail des contraintes tangentielles. , 

On peut en déduire, à priori, qu’il sera plus intéressant d utiliser pour 
un ressort le travail des contraintes normales (flexion, traction) plutôt que 
celui des contraintes tangentielles (cisaillement, torsion). 


1.3 RESSORTS UTILISES PRATIQUEMENT. 

Pratiquement, d’autres considérations entrent en jeu pour le choix 
d’un type de ressort : il y a lieu, notamment, d obtenir une déformabilité 
suffisante avec un encombrement, qui ne soit pas prohibitif. Cette considé¬ 
ration élimine, pour les métaux, l’utilisation pratique de la traction de la 
compression et du cisaillement simples qui donnent lieu à de faibles dépla¬ 
cements. 11 reste donc la flexion et la torsion qui demeurent pratiquement 
seules utilisables pour les métaux l . 

1.4 CLASSIFICATION. 

Nous étudierons successivement : 

a) Les ressorts où la matière travaille en flexion ; 

b) Les ressorts où la matière travaille en torsion. } 

Il y a lieu do signaler que ce mode de travail ne constitue qu un mode 
de travail principal accompagné souvent de travaux dus à des efforts secon¬ 
daires, comme nous le verrons ci-après. 

1.5 RENDEMENT D’UN RESSORT. 

Considérons le v diagramme des déplacements L de l’extrémité d’un res¬ 
sort en fonction de la charge F appliquée. C’est, une droite passant par 

1 —. i_, a traction et la compression ne s’utilisent guère que pour le caoutchoifc (san¬ 
dow, amortisseur à rondelles). 
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l’origine (voir fig. la). Le travail élastique du ressort sous l’effet de la 
charge F est Faire du triangle OAB, soit 



F L. 


On appelle rendement ou « coefficient d'efficacité » p du ressort, le 
rapport de ce travail F au travail théorique Jf ' = FL d’une force F, égale 

au maximum de l’effort équilibré par le ressort, qui se déplacerait de la 
longueur L. Le travail est représenté par Faire du rectangle OABfr. 




Le rendement d’un ressort, non soumis à une tension initiale, est donc 


Si i’on donne au ressort une tension initiale IA, il fonctionnera entre 
les points A x et A. Son rendement augmente. Il est, en effet (voir fig. 1 b), 

p= - aire ABB, A, >Q 5 
aire AB b, A, 

Mais, la contrainte de la matière augmente en même temps pour le 
meme travail à absorber. L’est ce qui limite l’usage d’une tension, ou ban¬ 
dage initial. 

Signalons que les amortisseurs oléo-pneumatiques ont des rendements 
plus élevés. Leur diagramme a, en effet, une courbure très prononcée (voir 
üg. 1 c) et leur rendement est ~ 

• • p= aire Q A B C O 

• aire O A B b 

11 est, en général, voisin de 0,8. C’est cette considération, jointe à celle 
de la possibilité d’un retour freiné, qui fait, préférer leur emploi n, celui des 
ressorts pour absorber des travaux importants (atte[Tisseur d’avion par 
exemple). 

1.6 CONTRAINTES ADMISSIBLES POUR LES RESSORTS. 

Les ressorts étant destinés à fournir des travaux élastiques, il est néces¬ 
saire que les contraintes qu’ils supportent soient toujours comprises dans 
la période élastique des matériaux qui les constituent. 

La limite élastique constitue donc une contrainte limite admissible pour 
les ressorts F 


1. — Cette limite admissible peut être soit la contrainte normale n e de limite élas¬ 
tique pour les ressorts travaillant en flexion, soit la contrainte tangentielle t c de limite 
élastique pour les ressorts travaillant en torsion. 
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11 y a lieu de remarquer, par contre, que l’on atteint très souvent des 
contraintes usuelles très voisines de celle limite. En effet, si l’on prend soin 
d’établir des butées mécaniques interdisant aux ressorts de prendre des 
déformations supérieures à celles qui correspondent à la contrainte limite 
admissible, il n’y a aucun danger que cette limite soit dépassée, quelle que 
soit la charge appliquée. 

Le calcul d’un ressort s’opérera donc directement avec les charges réel¬ 
les d*utilisation et non avec des charges de calcul affectées d’un certain 
coefficient (facteur de charges ou d’accélération). 


2. RESSORTS TRAVAILLANT EN FLEXION 


2.1 RESSORT RECTANGULAIRE SIMPLE. 

Considérons une lame de ressort, de section rectangulaire, encastrée à 
une extrémité et chargée à l’autre par une charge P (fig. 2). Nous avons vu 
au chapitre X (PL 17) que la flèche d’une telle poutre (console encastrée) 
est maximum a l'extrémité chargée et a pour valeur 

f= p L * 


3 E I 


Le moment fléchissant est 
maximum à l’encastrement et 
égal à M = PL. La contrainte 
est donc maximum à l’encastre¬ 
ment et égale à 


'/A 

’/A 

S 


^niav — 


M 


soif, 


= 


I 

-V 


6 P L 

B e 2 


- 

O 

a_r-» 

■■ ■ -- 

' 

EQ 


/ 

■ 

’ ■ - 





Fig. 2. 


On a un ressort de plus grande flexibilité en faisant varier l’épaisseur e 
de façon à obtenir une poutre d’égale résistance. 


2.2 RESSORT A LAMES. 

2.21 Considérations générales. — Un ressort à lames est constitué par 
un certain nombre de lames superposées, de longueurs différentes, et non 
reliées entre clics de façon rigide. Le glissement rie passe donc pas entre 
les différentes lames qui travaillent en flexion, indépendamment les unes 
des autres. 

Pour calculer un ressort à lames on peut se placer dans le cas de lames 
encastrées, ou s’y ramener, car dans le cas général, le ressort étant symé¬ 
trique, on peut n’en considérer que la moitié qui est alors supposée encas¬ 
trée par continuité (tangente à la déformée horizontale). 

Nous avons donc un ressort constitué de N lames encastrées et soumises 
à une charge P à l’extrémité de la plus grande lame de longueur L. Dési¬ 
gnons par l la longueur constante d’étagement des lames (voir fig. 3). 

On peut admettre que dans une section droite, le rayon.de courbure r 
après déformation, est le même pour toutes les lames, car r est très grand 
devant l’épaisseur e. Nous avons vu au chapitre IX, paragraphe 3.3, que le 
rayon de courbure d’une poutre fléchie, initialement droite, est donné par 

1 


M 
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d’où 


M=EI . _L =k ■ E • 1 
r 


k étant la courbure constante. 

Donc, le moment fléchissant agissant sur une lame est proportionnel 
au produit du module d’élasticité et du moment d'inertie de celle lame. 

La contrainte de la lame est par suite 


n = — =/; E V 
, i_ 

“ V 



La contrainte maximum d'une lame est proportionnelle à son épais¬ 
seur et à son module d’élasticité 




2.22 Cas de N lames de même métal, de même épaisseur e et de même 
largeur. — Le moment d inertie d’une section est alors le même pour cha¬ 
que lame : 

E 1 = constante; F, c=constante. 

Dans une même section droite, chaque lame prend, donc le même mo¬ 
ment fléchissant et supporte la même contrainte maximum de flexion. 

On peut, alors calculer les contraintes et déformations dans une section 
par les formules courantes, en prenant pour chaque section de l’ensemble 
des N lames un moment d’inertie égal à N fois le moment d’inerlie d’une 
seule lame. Chaque lame supporte alors une contrainte N fois plus petite 
que si elle était seule. 

Pour calculer les déformations, on peut utiliser les procédés exposés 
au chapitre X (construction graphique de la déformée ou détermination de 
la flèche à l’aide d’une force unitaire auxiliaire). 

2.23 Cas d’un ressort d’égale résistance. — Les lames étant de même 
épaisseur constante e, on arrive, en jouant sur leur largeur (en donnant 
une l’orme appropriée à leurs extrémités libres, voir fig. 3) à obtenir un 
ressort sensiblement d’égale résistance, c’est-à-dire dont la contrainte maxi¬ 
mum est constante à partir d’une distance assez faible du point d’appli¬ 
cation de la charge P. 

La flèche se calcule alors facilement par la méthode simplifiée appli 







RESSORTS TRAVAILLANT EN FLEXION 


347 


cable aux poutres d’égale résistance que nous avons donnée au chapitre X 
paragraphe 4.6 : - 


f= JL Y JL Aar 

E ^ V 


7ïi étant le moment de la force unitaire fictive, 
n la contrainte constante, 

V = -^- la demi épaisseur, également constante. 

On a m = x- 1 =x 

x étant la distance de la section considérée au point d’application de la 
charge unitaire. 

La flèche s’écrit alors 


x ±.c=Jj U. 
E e 2 


t-A 


n L 2 


E e 


La contrainte est d’autre part 


n = JL = _N_PjL = B e- 

_I_ N Bef GP/ 

V ^ ~Ô~ 

B étant la largeur des lames; l la longueur d'élagement égale à 
Nous obtenons finalement la valeur de la flèche 


6 p ?._N2 r- 
B c 2 E e 


6 P N 2 L 
■ B E e 3 


Remarque. — Cette expression ne lient pas compte de la flèche complé¬ 
mentaire de cisaillement qui est pratiquement négligeable par suite de 
« l’allongement » des poutres formées par les lames (voir chap. X, §5.2). 

Application numérique. 


Soit : 


1 = 100 mm, 
N=5 lames, 
P = 1000 kg, 


Nous aurons une flèche 

1 = 

sous une contrainte de flexion 


n = 


E =20000 kg/mm 2 (acier), 
<? = 10 mm, 

B =100 mm. 


_0 ■ 1000 • 25 ■ 10Q-' 
100 ■ 2 • 10 4 • 10 3 


= 75 mm 




n 


L'énergie absorbée a-pour valeur 

% = ~ P /=--- Q - Q 2 ' 75 =37500 kgmm = 37,5 kgm. 


2.3 RESSORTS EN SPIRALE. 

In ressort en spirale est constitué par une lame d’acier encastrée à 
une extrémité À et solidaire, à son autre extrémité, d’un axe O qui lui 
transmet un couple M tendant à l’enrouler autour de l’axe O (voir fig. 4). 

Ce couple M peut être un couple pur dont le vecteur est sur l’axe O ou 
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le moment d’une force constante F orthogonale à l’axe 0 et située a une 
distance d de cet axe, telle que 

M=F d. 

Ce moment est donc un moment fléchissant pour le ressort Comme il 
est constant, le ressort travaille en flexion circulaire. On lui üonne clonc 
une section constante. Soit h sa largeur, c son épaisseur, L sa longueur 

développée. 


L - lonauc^r développe : 



FIG. 4. 

2.31 Contrainte. — La contrainte maximum dans une section quel¬ 
conque, est 

M M 6M 

7W- ^ j g 2 b e 2 

V 6 

Il faut donc vérifier la condition de résistance : 

Umax < n a (contrainte admissible) 

,, , _§NL< n a soit : M < n„. 

d OU b e 1 6 

Remarque. — En réalité, pour un calcul précis, il faudrait utiliser le,> 
formules (le la théorie de la flexion des pièces courbes (voir chap. JA, § 4.;. 

2.32 Déformation. — Nous avons vu au chapitre X, paragraphe 1.3. 
que l’angle de rotation relatif do deux sections est donné par 

" v _y M A L. 

*“ J El 

Le moment M étant constant, ainsi que le produit E I l’angle de rota¬ 
tion de la section 0 par rapport à la section d’encastrement A esl 

_v'auS 


L étant la lonqueur développée du ressort. 

En exprimant l’angle en degrés et en explicitant le moment cl inertie 

° n 3 „ „ M L 12 • 57,3 ML 

a°-o7,3 -j-j-r - E b /i 3 ' 

E 12 

Pour un acier à ressort : E « 22000 kg /mm 2 . On peut donc écrire 

12 • 57, 3 ML 
a 22000 b h 3 









RESSORTS TRAVAILLANT EN FLEXION 


349 


soif. : 


a" =0,0319 


M L 
b h 3 


On peut aussi exprimer ï angle a en fonction de la contrainte maximum 
de flexion n : 

y°=57,3—^— =57,3 —^-^7 = 114,6 nL 


E y V 


“T 


E e 


soit : 


a 0 =0,0052 — a. 
e 


3. RESSORTS TRAVAILLANT EN TORSION 


3.1 BARRES DE TORSION. 

3.11 Formules. — Les barres de torsion constituent le cas le plus sim¬ 
ple de ressorts travaillant en torsion. 

On les réalise généralement sous forme de barres cylindriques pleines 1 
dont le diamètre d et la longueur L sont déterminées do façon à satisfaire 
aux deux équations de résistance et de déformation des poutres soumises 
à une torsion plane, soit (chap. XIII, § 2.) 


t -Ml-} 

L n\o>x — " —*'« 

-*■0 

R 


soit 






d’où 


rf = 1,72 I / -~ f - . 

V t a 


i9°=57,3 rp 1 - soit: „ L 

G Iq CL 


d’où 


L = 


G d 


114,6 t a 


3.12 Application numérique 

Soit à déterminer une. barre de torsion devant équilibrer un moment de tor¬ 
sion maximum M t = 50 mkg àous un angle de rotation de 120° Contrainte admis¬ 
sible =50 kg/mm 2 ; G=8000 kg/mm 3 ; 


d = l,72 y " 16 ’ 2 mm * 

L= 8000 ‘ 16 A 120 = 2260 mm =2,260 métrés. 
114,6 • 60 


Travail équilibré 


& = — M t e 


50 120 


2 57,3 


=52,4 kgm. 


1. — On a intérêt à utiliser des barres pleines pour obtenir de grands angles de- 
déformation sous de .faibles contraintes. 
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3.13 Remarques. — bi l'on veut atteindre des contraintes élevées 1 
il es! nécessaire de prendre certaines précautions pour introduire le moment 
de torsion dans les barres. 

Il y a d’abord lieu d’éviter Vintroduction d’un effort tranchant, simul¬ 
tanément au moment de torsion, de façon à éviter toute sursollicitation en 
flexion qui engendrerait très vite des contraintes prohibitives (barres de 
petits diamètres). On réalise le plus souvent, à cet effet, un entraînement 
par cannelures présentant du jeu dans le sens d’un encastrement en flexion. 

Ces cannelures doivent être exécutées sur des parties renflées en ayant 
soin d’arrondir les angles rentrants et d’amortir les changements de dia¬ 
mètres. Ces précautions ont pour but de réduire le plus possible les concen¬ 
trations de contraintes que nous avons signalées au chapitre XIII, paragra¬ 
phe 7. 

Détail des 



Fig. 5. 


On arrive ainsi à des formes d’extrémités et de cannelures telles que 
celles représentées sur la figure 5. 

3.2 RESSORTS A BOUDIN CYLINDRIQUES. 

Ces ressorts sont constitués par un fil métallique de section circulaire 
ou rectangulaire, enroulé en hélice régulière sur un cylindre et soumis à 
une force P agissant suivant l’axe du cylindre. Cette force P peut tendre a 
allonger ou à raccourcir la hauteur initiale du ressort 2 . 

3.21 Equilibre d’une section (fig. 6). — Considérons une section 
droite S quelconque du fil (normale à la fibre‘moyenne). Soit C. le centre 
do gravité de cette section et O le point d’intersection de l’axe du cylindre 
avec le plan de la section S. _ 

Le,plan de la section S fait l’angle a avec l’axe du ressort. 

Nous pouvons 'aire glisser la force P jusqu’au point 0 et la décomposer 
en deux forces : , 

P, =P cos * dans le plan.de ia section S, 

P„=P sinx normale au plan de la section S. 

transportons ces forces au point (I. Le transport de P n crée un couplé 

M t =P, R 

(R étant le rayon d’enroulement du fil. Voir rabattement 1, fig. 0). 

Mt est un couple de torsion puisque ses composantes sont situées dans 
la section S. 


1. — Ces contraintes devront être, comme nous l’avons vu au § 1.6, inférieures à 
la contrainte tangentielle de limite élastique. Cette contrainte peut être prise égale 
à la moitié de la contrainte normale de limite élastique, c'est-à-dire à la moitié des 
valeurs L R indiquées sur les tableaux de caractéristiques des aciers. Exemple : Si l’on 
utilise l’acier 45S8 traité à R = 140 kg/mm 2 auquel correspond L E =320 kg/mm 3 

{Planche 11), on adoptera : t„ ^ .-f 0 = 60 kg/mm 2 . 

. * 2 

2- Ce mode de sollicitation conduit à désigner (improprement) ces ressorts par • 
ressorts comprimés ou ressorts tendus. 
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Le transport de P 2 en G, crée un couple 

M = P, R (voir rabattement 2, ftg. 6) 

qui est un couple de flexion autour de l’axe Gs contenu dans la section S 
puisque ses composantes sont normales à la section S. Ce moment de flexion 
tend à enrouler le ressort comprimé ou à dérouler le ressort tendu. 

9 

Rabattements as S en vraie 

grandeur, 

J 13 




En résumé, nous nous trouvons, en G, en présence des efforts suivants : 

un effort tranchant : T = Pj=P cos a, 
un effort normal : N = P 2 = sinx, 
un moment fléchissant : M=P 2 R = R P sina, 
un moment de torsion : M t =Pj R = R P cosa. 

L’angle a étant le même pour toutes les spires, tous ces efforts sont 
constants pour toutes les sections droites du ressort. 

Pour un ressort sollicité en compression, l’angle a est faible. Un voit 

on effet, qu’à la limite, quand les spires sont jointives, a = d étant 

le diamètre du fil. . , . 

Pratiquement, on calcule ces ressorts en admettant que l angle y. est nul, 

soit sin x =0, 

cos a = 1. 

Nous n’avons plus alors en G qu’un effort tranchant, 1 = P qui donne 
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des contraintes ot surtout des déformations très faibles et que l’on a l’habi¬ 
tude de négliger, et un moment de torsion 

M t = P R 

que l’on considère seul, en général, dans le calcul des ressorts à boudin. 

Remarque. — Dans le cas d’un ressort sollicité en traction, l’angle a 
peut ne plus être négligeable. Ce mode d’utilisation des ressorts à boudin 
n’est donc pas intéressant car, à priori, un ressort de traction est plus 
fatigué, à charge égale, qu’un ressort do compression de même type. En 
effet, dans un ressort de traction, on atteint la valeur maximum de'a, donc 
de M et. N, en même temps que l’effort maximum, tandis qu’il se produit 
l'effet inverse dons un ressort comprimé. 

® ® 



Fig. 7. 


De plus, dans un ressort de traction, il se produit des surtensions qui 
peuvent amener des ruptures prématurées aux points de grande courbure A 
et B (voir fi g. 7 a). 

Il y a donc lieu, chaque fois qu’on le peut, de remplacer un ressort de 
traction par un ressort de compression, à l’aide, par exemple, d’un dispo¬ 
sitif analogue h celui des pesons du commerce (voir fîg. 7 b). 

3.22 Calcul simplifié des ressorts à boudin en fil rond. — Désignons 

par : 

R le rayon moyen d’enroulement du fil, 

X le nombre de spires, 
d le diamètre du fil, 

M t = PR le moment de torsion auquel est soumis le ressort, du 
fait de la charge P. 


3.221 Condition de résistance. — La contrainte de torsion maximum 
est donnée par la formule de la torsion piano : 

M, 


l=- 


I. 


avec 

d’où 


D _ *d? 

r 16 


et 


M, = PR 


t = 


X d 3 


On doit donc avoir 


16 P R 


16 P R 

I 7rd s 


< ta 


, Cette condition détermine, en fonction du rayon R, le diamètre du fil 
a adopter pour un ressort devant supporter une charge donnée P : 


d >\/ 16 


~t A 


—i,72i y il 
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ou la charge maximum que peut supporter un ressort donné 

P < =0,1963 ~ - ta ■ 

16 R R 

Remarque. — Il y a lieu d’admettre une contrainte t a inférieure à l'a 
contrainte tangentielle clc limite élastique pour tenir compte des considé¬ 
rations suivantes : 

°l k’e'îort tranchant, le moment fléchissant et l’effort normal, qui ont 
été négligés, donnent en réalité des contraintes complémentaires qui se 
combinent avec celle de torsion. Les contraintes combinées maximu sont 
atteintes du côté intérieur du ressort (point a sur fig. (5). 

b) L’utilisation des formules de torsion plane n’est pas rigoureuse 
dans le cas des ressorts à boudin, car ces formules sont établies pour des 
pièces rectilignes, alors que l’axe du fil est courbe. Cet « effet de courbure » 
donne également des contraintes supplémentaires du côté intérieur au res¬ 
sort L En pratique, pour les valeurs usuelles de R jd qui sont de l’ordre 
de o, et pour les ressorts de compression, on peut admettre pour t a environ 
W) a 85 % de la contrainte tangentielle de limite élastique de l’acier utilisé 
(c’est-à-dire 40 à 42,5 % de la valeur L E des tableaux de caractéristiques de 
ces aciers) 2 . 

Exemple : Ppur 1 acier mangano-silicicux type 45S8 qui est très utilisé 
pour la fabrication des ressorts, on adoptera, si l’on utilise son traitement 
supérieur pour lequel R =180 et L E =160 (voir planche 11) 

t a = 64 à 68 kg/mm 2 . 

3.222 Condition de déformation. — Considérons un petit élément de 
spire de longueur très petite AL, limité par deux sections très voisines S 
et S' (voir fig. 8). L’angle do rotation de la section S' par rapport à S est 
donne par la formule de la torsion plane 3 : 


Pour déterminer la flè¬ 
che correspondant à cette 
rotation, menons par les 
centres de gravité C et G' 
des sections S et S', les 
rayons orthogonaux à l’axe 
du ressort qui, par défini¬ 
tion, se coupent en un 
point O de l’axe. Sous l’ef¬ 
fet de la torsion, le rayon 
G O vient en G'O' après 
avoir tourné de l’angle Ax. 

Le segment. 00' mesure la 
Ilèche élémentaire due à Fig. s. 

l’élément de spire AL, soit 

Af = R Ax = P R2 - AL. 

G I 0 


1- — Cette double considération de « surcontraintes » à l’intérieur s’accorde par¬ 
faitement avec les amorces de rupture constatées, de ce côté, sur les ressorts en service. 

2. — Ce « taux d'abattement » peut être adouci si le rapport R /cl est supérieur à 5. 

3. — En négligeant toujours « l’effet de courbure » du ressort. 
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Flèche par spire. — La longueur de la fibre moyenne d’une spire étant 

L=2 a- R 


la flèche relative à une spire est 


/=y l ^-al= PR2 


G I„ 


/= 


G I 0 
T P R 3 


T_ PR 2 


2 - R 


G 


71 


d 4 


32 


64 P R 3 
' G d* 

Flèche totale. — La flèche totale d’un ressort de N spires est donc 

F=N f 


soit 


F = 


64 N P R 3 
G d 4 


Cette relation, jointe à la condition de résistance, permet de déter¬ 
miner un ressort (trois paramètres R, d et N) de façon à obtenir une flèche 
donnée sous une charge donnée, avec une contrainte inférieure à la con¬ 
trainte admissible. 


Remarque. — Il existe, en plus de la flèche de torsion, les flèches de 
flexion, de cisaillement et de compression, mais elles sont en général négli¬ 
geables devant celle do torsion et l’on peut se contenter de la méthode de- 
calcul exposée ci-dessus sans y apporter de correction. 


3.223 Relation entre la contrainte et la flèche par spire. 


On a 

t= 

16 P R 


TT (L 3 

et 


64 P R 3 

G d 4 

d’où 

JL 

t ■ 

4 TT R 2 

G d m 

soit 

1= 

4 ît R 2 , 

G d 


En particulier, la flèche maximum du ressort est 


4 7r N R 2 , 
G d 


3.23 Abaque pour ressorts à boudin en fil rond. — Pratiquement, le 
calcul des ressorts s’effectue rapidement à l aide d’abaques. 

Nous donnons, Planche 24, un abaque, établi en coordonnées logarith¬ 
miques 1 dans les conditions ci-dessous : 

contrainte tangentielle maximum admissible : t„ = &0 l<g/mm 3 , 
module d’élasticité transversal : G = 8000 kg/mm 2 . 


1. — L’utilisation des coordonnées logarithmiques permet d’obtenir des réseaux 
de droites au lieu de réseaux de courbes, ce qui facilite le tracé et améliore la préci- 
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Les formules précédentes deviennent : 

charge max. admissible (§ 3.221) P= - _ 60 =11,781 . 

lu R • R 

flèche max. par spire (§ 3.223) f= ^ ^ =0,09425 • 

8000 cl cl 

L’abaque est gradué en abscisses en rayons moyens R (mm) et en 
ordonnées en charges maxima admissibles P (kg) (graduations logarithmi¬ 
ques). 

Il comporte deux réseaux de droites inclinées représentant respective¬ 
ment : 

— droites d’inclinaison négative : diamètre d du fil indiqué en mm 

par les chiffres encerclés, 

— droites d’inclinaison positive : flèches par spire f indiquées en mm 

par les chiffres non encerclés situés sur ces droites. 

Utilisation de l’abaque. — L’abaque permet de déterminer un ressort, 
c’est-à-dire de calculer ses dimensions en fonction de ses caractéristiques 
mécaniques d’utilisation (P et /) connues ; ou encore de vérifier un ressort, 
c’est-à-dire de connaître ses caractéristiques mécaniques en fonction de 
ses dimensions (R et d) connues 1 . 

11 permet pratiquement de connaître, par lecture directe, les données 
des ressorts de 1 à 10 mm de diamètre de fil. Pour dos diamètres inférieurs 
(0,2 à 1 mm) diviser d, f et R, lus sur l’abaque, par 10 et diviser P par 100. 
Pour des diamètres supérieurs à 10 mm, même principe : multiplier au 
lieu de diviser. 

Exemple 1. — Soit à déterminer un ressort sollicité en compression 
équilibrant « à bloc » (spires jointives) une force P=70 kg sous une llèche 
totale F = 30 mm. 

F 

Adoptons, par exemple, N = 6 spires, ce qui fixe f — 3 nim. Le point 

de rencontre de l’horizontale issue de P = 70 avec l’oblique /=b fournit 
les résultats : 

d= 4,5 mm R=15,4 ram (en abscisses). 

Le pas P du ressort détendu est donné (voir schéma Planche 24), par 

P =f+ d= 9,5 mm. 

L'encombrement du ressort détendu vaut : 

hauteur : H=N P + d=6 • 9,5 + 4,5=61,5 mm, 
diamètre : D=2 R + d=30,8 + 4,5=35,3 mm. 

Exemple 2. — Soit à déterminer un petit ressort utilisant un fil de 
diamètre d= 0,0 mm et devant fournir « à bloc » une force P = 800 g = 0,8 kg. 

Au point de concours de P = 0,8 • 100 = 80 avec d= 0,6 • 10=6 on trouve: 

R= =3,2 mm et /= =1,66 mm. 


sion. Il permet, en outre, d’obtenir une précision relative aussi importante pour les 
petits ressorts que pour les grands. 

Pour interpoler entre les graduations en abscisses (rayons R), remarquer que 
l’échelle adoptée correspond à l'échelle supérieure de la règle à calculs normale (lon¬ 
gueur graduée égale à 25 cm). De même, l’échelle portée en ordonnées (efforts P) cor¬ 
respond à l’échelle supérieure de la « règle de poche » (longueur graduée 12,5 cm). 

1. — D’une façon plus générale il permet de déterminer deux, quelconques, des 
paramètres R, P, d, f, les deux autres étant connus. 
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Le nombre de spires se déterminera d'après la flèche totale F à obtenir 

F 


N = 


ï 


Exemple 


F = 10 mm 

N = 


10 

1,66 


= 6 spires ; 


Diamètre d’encombrement 

D =211 + d=6,4 + 0,6 = 7 mm ; 

Pas du ressort détendu 

p = /+d=l,66 + 0,6=1,72 mm. 

"“■aï» • 

s a ï;:e vs. u« A- ■? •* a *“- 

considéré, égale à 8 mm, il subira donc une continuité 

t=t a -j= =28,2 kg/mm 2 . 

Remarque. — Pratiquement, on doit adopter des valeurs de d qm 

correspondent nux diamètres^d^^ex^stards^ supérieure, à 

la dtaens“éorTqne lue sur l'abaque. 11 en décote légère modifi- 
cation de / ou de P par rapport a leurs valeurs théonques. 

94 Ressorts à boudin en fil carré. — Dans le calcul des ressorts en 
fil carré, ™ applique encore les memes formules de la torsion simple, mais 

en y remplaçant le moment d’inertie I. et le mode d'inertie ^ par les 

valeurs fictives de la théorie de Saint-Venant que nous avous données au 
chapitre Xllï, paragraphe 3.24, soit . 

J=0,1405 C 4 
K = 0,218 C ;1 

G étant la longueur du côté du carré. 

La contrainte maximum est donc 


t = 


et la flèche par spire 


1= 


_M t _ 

0,218 C 3 

2 - P R a 

oTuoslT c 4 


= 4,6 


jp R 

c 3 


.,7 PR 3 

= 44 ' 7 -ce; 


3 3 RESSORTS A BOUDIN CONIQUES. _ . 

Tes ressorts sont constitués par un fil métallique, de section circulaire 
ou re«2ïe, enroulé eu hélice sur un cône et soumis a une ioru P « 9 - 

sanl suivant l'axe du {M™* encombrement minimum, car 

mètres du fil soit Nd. 
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Le rayon d’enroulement R du ressort varie du rayon maximum R, au 
rayon minimum R a . Donc, le moment de torsion M £ =PR varie entre les 
deux valeurs extrêmes PR, et PR 2 et, si la section du fil est constante, la 
contrainte de torsion sera maximum pour la spire la plus grande : 

I — ma i _ P R, 

■mas— -—-— ——-* • 





3.31 Fil de section circulaire de diamètre d. 

( _!o_\ = "• d 3 

\ r I 16 


La condition de résistance est, de même que pour un ressort cylin¬ 
drique : 

, 16 P R, ^ f 

linax= --- ~ ^ la- 


7T d 3 


D’où la charge maximum a admettre pour un ressort donné : 


La, formule de déformation est plus compliquée à établir. La formule 
de la flèche élémentaire est toujours vraie : 


Af= - P . R3 AL. 

G I„ 

Mais R est variable et L est une fonction compliquée de R. 

Le calcul d intégration donne finalement la formule de la flèche totale : 


F = v 6 G -fr (V+iV). 


L = tc N (Ri + R 2 ) étant la longueur développée du ressort. 

3.32 Fil de section rectangulaire.— On emploie toujours les mêmes 

formules?dans lesquelles on remplace T„ et - respectivement par T et K, 

valeurs fictives de Saint-Venant relatives au rectangle. 

Soient h et e la largeur et l’épaisseur du fil, Ri le rayon maximum et 
R? le rayon minimum du ressort (voir fîg. 9 h). 
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On trouve les formules : 


Pc 2 bel t 
P< 9R, 


F =1.8-—- (iV+ R, 2 ) 

b 2 + e 2 ' 

b a e* | 


Les ressorts de section rectangulaire sont généralement formés d’une 
lame plate, d’épaisseur e faible devant la largeur b. 

On prend souvent une largeur b décroissante pour tendre vers un res¬ 
sort d’égale résistance. 





CHAPITRE XY 


COMBINAISON DES CONTRAINTES 


1. GÉNÉRALITÉS 

1.1 RAPPEL DE DEFINITIONS. 

, hap N 7 

pcndtcuïaire à 1 élément de section et a> an en • _ t élément. Ngus 

«iinvnlps (efforts normaux") et a des moments fléchissants , 

S sac 3S;==fS-“! 1351 

droites des poutres, a des sollicitations en <- 
tranchants ou de moments de torsion. 

1.2 CONTRAINTES AUTOUR D’UN POINT. 

En fait, les éléments des sections droites ne sont pas les seuls a sub,r 
lleS La tr ™orie de Vélasticité définit mathématiquement les^^contraintes 

SudiÆ“toSns 6 Æu& une représentation graphique rT- 

rons d’indiquer les résultats pratiques auxquels elle permet d al) >ut . 

1 3 OBJET DE LA COMBINAISON DES CONTRAINTES. 

msmmmm 

1. - Cette représentation graphique 

d’inertie que nous avons étudié au chap. II (S 8-o). Ces ueux ieu 
leurs dues au même auteur. 
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sentatifs à des « lignes de résistance », propres à chaque matériau étudié, 
connues sous le nom de « courbes intrinsèques » de ces matériaux. Cette 
comparaison permet d’étudier Veffet combiné des différentes contraintes 
partielles vis-à-vis de la résistance de l’élément 1 . Elle permet, au surplus, 
d établir des formules de combinaison des contraintes, que nous reprodui¬ 
sons ci-après, l’emploi de ces formules restant le procédé industriel le plus 
pi a tique pour étudier la résistance composée des éléments. 

1.4 PLAN D’ETUDE. 

Avant d’aborder l’étude de la combinaison des contraintes normales 
ec tangent telles rpii reste l 'objet essentiel de ce chapitre, nous examinerons 
successivement les principes de superposition des contraintes normales 
entre elles et des contraintes tangenliellcs entre elles, certains de ces prin¬ 
cipes ne constituant, que des rappels de notions déjà acquises. 

2. COMBINAISON DES CONTRAINTES NORMALES 

ENTRE ELLES 

2.1 CONTRAINTES NORMALES AGISSANT SUIVANT LE MEME AXE. 

Nous rappelons que la superposition de ces contraintes s’effectue algé¬ 
briquement (c’est-à-dire que les tractions s’ajoutent arithmétiquement aux 
liactions et se retranchent arithmétiquement des compressions). Le signe 
du résultat final indique si la contrainte normale totale est en traction ou 
compression. 

L’exemple le plus classique est celui de la superposition des contraintes 
normales en flexion composée et nous reproduisons, ci-dessous (fig. [), la 
ligure ayant servi à illustrer ce phénomène (chap. IX, § 3.225). 



n /c., 

_ t 

r 2 - 


r^-7 


/ 

i 



1 


i 




_ G 

7 

7 ' + 

q 

_ T Ji 

J 

/ Axe inertie 

1 

/ 

r 

n !t L - 


— 

I 

' i 

TJ! 

A 

T 

i Axe n cotre 

Flexion [[fort normal Flexion 

simple 

(compressionJ composée 

© © 
Fig. 1 

) 

© 


2.2 CONTRAINTES NORMALES AGISSANT SIMULTANEMENT SUIVANT 
DEUX DIRECTIONS PERPENDICULAIRES ENTRE ELLES. 

2.20 Remarques préliminaires et notations. — Désignons par n x et n 

les contraintes normales partielles agissant respectivement suivant deux 
axes perpendiculaires xx' et yy, passant par le centre de l’élément de 
volume (ou de surface) étudié (fig. 2 a). Ces contraintes partielles, qui doi¬ 
vent chacune agir isolément (c’est-à-dire sans cisaillement) sur les faces 


Cette méthode est connue sous le nom de « théorie de Mohr-Caquot ». 
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de l’élément qu elles intéressent,, constituent des contraintes normales prin¬ 
cipales, telles qu’elles sont définies par la théorie de l’élasticité. 

Pour étudier la combinaison de ces contraintes, deux cas sont à envi¬ 
sager selon qu'elles sont toutes deux de même signe (deux tractions ou 
deux compressions) ou bien qu’elles sont de signes contraires (compression 
et traction). 

Les règles de combinaison données ci-dessous sont valables pour tous 
les matériaux isotropes présentant, des contraintes admissibles en traction 
et en compression simples sensiblement égales (cas général des métaux 
ductiles ; voir ci-après § 4.0). 

2.21 Contraintes normales principales de mêmes signes. 

Principe. — Dans ce cas, il n’y a pas de combinaison de leurs ejfels. 
La plus élevée des deux entraîne la rupture sans que l’autre ait d’influence. 

Exemple. — L’exemple le plus courant est fourni par les contraintes 
de traction existant sur les parois latérales d’une enveloppe cylindrique 
mince soumise à une pression interne. 

Nous avons vu au chapitre Vf, paragraphe 5.4, qu’un élément de paroi 
est soumis transversalement, à une contrainte de traction pure 

n 1 =n u =p (fig. 2 b) 

ot longitudinalement à une contrainte de traction pure 


La contrainte maximum n, est donc seule à envisager pour déterminer 
l’épaisseur des parois (pour un matériau remplissant les conditions ci- 
dessus). 



Fig. 2. 


2.22 Contraintes normales principales de signes contraires. 

Principe. — La superposition de ces deux contraintes équivaut, alors, 
u une contrainte normale équivalente » égale à la somme des valeurs absolues 
des contraintes partielles : 

n r = | n x +n y J (en valeur absolue). 

Exemple (fig. 2 c). — Si l’on soumet la paroi de cylindre de la figure 2 c 
h une contrainte de compression longitudinale pure n c suffisante pour 
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inverser le sens de la traction n 2 , on obtient longitudinalement une com¬ 
pression longitudinale 

n x =n c — n 2 

qui se superpose à la traction transversale n 1 = n y . 

Leur combinaison donne une contrainte normale équivalente 

n r =\n l +n x | (en valeur absolue) 

à comparer avec la contrainte admissible en traction et compression simples. 

2.23 Application numérique. 

2.231 Données. — Un fuselage-coque d'avion stratosphérique est soumis à 
une « pression interne effective » p=\ kg/cm 2 (au coefficient de calcul à la rup¬ 
ture). Il est de section circulaire de rayon R =2,750 m (au maître-couple) et 
d’épaisseur e = l,25 mm. 

Contraintes de traction dues à la pression : 

transversale : n, = ^ = — ,Q1 — — = 22 kg/mm 2 
e 1,25 


longitudinale 


?ij = Jb. =ii kg/mm 2 . 
2 


Déterminer les contraintes normales pures n ca et n ta , admissibles dans le sens 
longitudinal, pour les efforts de flexion générale 1 devant sc superposer à ceux 
dus à la pression interne. 

Contrainte admissible en traction ou compression simples : n a = 36 kg/mm 2 
(tôles de duralumin affaiblies de 10 % par les lignes de rivets ou de soudure 
électrique). 

2.232 Résultats. —En traction, la contrainte admissible n la doit être telle que 
n r =n x —n 2 + n la = n a (puisque n’influe pas) 

soit : ll+n ta = 36 

d’où «ta =36—11=25 kg/mm 3 . 

En compression ”, la contrainte n ca doit être telle que 

n r = | n x + n u | = n a soit | n x + 2 n 2 \ = n a 

avec n^— contrainte de compression longitudinale résultante : 

n x = n ca —n 2 . 


On doit donc avoir (en valeurs absolues) : 

2 n 2 + n ca — n 2 = n a 
n ca = n a — n 2 = n ta = 25 kg/ mm 2 . 


2.233 Conclusion. — La pression interne abaisse donc les valeurs des con¬ 
traintes normales pures, admissibles dans le sens longitudinal, de la valeur de 
la tension longitudinale n 2 , aussi bien en compression qu en traction. 


1 _La flexion générale du fuselage (due, par exemple, aux charges sur empen¬ 

nages) engendre des contraintes normales pureS à l’aplomb du plan de symétrie conte¬ 
nant les efforts tranchants, s’il n’y a pas superposition de torsion. 

2 . _ Cette limite en compression suppose qu’il ne se produit pas d’instabilité 

(chap. XVI et XIX). 
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3. COMBINAISON DES CONTRAINTES TANGENTIELLES 

ENTRE ELLES 


3.1 PRINCIPE. 

/ 

Des contraintes tangentielles (provenant de sollicitations différentes 
simultanées) se combinent géométriquement, c’est-à-dire comme des vec¬ 
teurs (parallélogramme des forces, par exemple). Voir figure 3 a. 

Exemple. — Nous avons vu au chapitre XI qu’un effort tranchant T 
agissant sur une poutre soumise à une flexion déviée était équivalent à 
deux efforts tranchants T x et T„ (fig. 3 b) produisant de la flexion plane. 
11 en est de même des tensions internes de cisaillement (en supposant con¬ 
nues les directions de ces tensions). 


@ © © 



3.2 CAS PARTICULIER. 

Pour les seclîons minces où les tensions de cisaillement ont une direc¬ 
tion bien définie, tangente au contour, la combinaison devient algébrique 
(cas particulier de combinaison géométrique de vecteurs ayant même ligne 
d’action). 

Exemple. — La figure 3 c représente la coupe d’une structure monolon¬ 
geron avec caisson de torsion de. bec d’attaque de surface ü. L’effort tran¬ 
chant T (appliqué au longeron seul) engendre sur lame un flux de cisail¬ 
lement 

r 1= JL (chap. IX, § 3.73). 

Le moment de torsion engendre un flux (sur tout le périmètre du cais¬ 
son) 


v= (chap - xm ’ § 4 - 13 >- 

Ces flux étant de même sens, dans le cas de la figure, ils s’ajoutent 
arithmétiquement sur l’âme et donnent 

r r = r,+r 2 
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d’où une contrainte résultante de cisaillement de lame : 

b=-^ = Iî- + Éi = f 1 + t 2 . 
e e e 

Remarque. — Le flux résultant t,. est également celui qui agit sur les 
rivetages âme-semelles du longeron (voir cliap. XXI). 

3.3 OBSERVATION ESSENTIELLE. 

Ne jamais combiner une contrainte de cisaillement avec sa contrainte 
réciproque. On sait, en effet, que ces deux contraintes, qui constituent une 
condition nécessaire d’équilibre (cliap. VIII, § 2.2), sont, dues au meme 
phénomène, c’est-à-dire au même effort tranchant ou au même moment do 
torsion. Il serait donc absolument incorrect de les combiner entre elles. 


4. COMBINAISON DES CONTRAINTES NORMALES 
ET TANGENTIELLES 


4.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Les formules de combinaison que nous donnons ci-après découlent, 
comme nous 1 avons annonce plus haut, de la théorie de la courbe intrin¬ 
sèque (théorie de Mohr-Caquot) qui constitue la méthode moderne la plus 
satisfaisante. 

Nous ne donnerons ici que des résultats simples applicables essentiel¬ 
lement aux matériaux isotropes cê ductiles présentant une contrainte admis¬ 
sible en compression pure sensiblement égale à celle de traction pure. 

^ Cette condition est d’ailleurs satisfaite pour tous les métaux laminés 
et étirés qui constituent la grande majorité des matériaux utilisés en cons¬ 
truction aéronautique (aciers, alliages légers laminés). Elle tombe en défaut 
pour certains alliages coulés (fonte, alliages de magnésium), pour les bois 
et pour les matériaux cristallins dits « matériaux fragiles » (briques, maeon- 
nerie, pierre, béton, etc...) b 

Il est à signaler que les formules auxquelles nous aboutirons sont légè¬ 
rement différentes de celles indiquées dans un grand nombre de formulaires 
ou traités de résislance des matériaux qui découlent essentiellement de la 
théorie de combinaison _ des tensions de Saint-Venant. Cette théorie repose 
sur un principe « d’équivalence de déformations », alors que celle que nous 
utilisons met en jeu une comparaison directe des contraintes autour d’un 
point avec les courbes caractéristiques de résistance expérimentales. 


4.1 PRINCIPE D’ETABLISSEMENT DES FORMULES DE-. COMBINAISON. 

L état complexe du a la superposition de contraintes normales et lan- 
gentielles est, ramené à un état simple fictif comprenant une seule contrainte 
(île contrainte équivalente que nous désignerons par n r< qui est h comparer 
directement avec les contraintes normales admissibles à la limite élastique 
n e ou (par extension) à la rupture n a . Cette contrainte équivalente corres¬ 
pond donc a une contrainte normale. Cette théorie ne concerne nue les 
états de contraintes dits plans où l’on peut rencontrer au maximum : 


dPU ^ndicu^ n0rn,aleS et 1K - agissant suivant deux directions per- 

UUe ^t; n ? de c i saille ' ripnt « agissant également (par suite de sa réci¬ 
procité) suivant ces deux directions. 


l. — Cette méthode simplifiée suppose essentiellement que les courbes intrinsè 

leTniTtSiauv"!! fèî'f " dr0i ^ S parallèles, ce qui est très'voisin de la réalité pour- 
<o matériaux ductiles, mais nettement différent pour les matériaux fragiles. 
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Il est à remarquer que ces états plans de contraintes constituent la 
grande majorité des cas rencontrés en résistance des matériaux, notam¬ 
ment tous les cas concernant les poutres prismatiques et les plaques minces 
Pour rester frdeles à notre méthode d’étude, nous envisagerons d’abord 
le cas simple ou l’une des contraintes normales est nulle, pour examiner 
ensuite le cas general cité ci-dessus. 

° COMBINAISON D’UNE CONTRAINTE NORMALE AVEC UNE CON¬ 
TRAINTE TANGENTIELLE. 

Ce cas est pratiquement le pins usuel en résistance des matériaux cou- 
ranle. L est, notamment, celui auquel on aboutit lors de l’étude des poutres 
prismatiques fléchies, cisaillées et tordues. 

n nl-ï 4 '? 1 F M muIe de . c ° mbinaison - — Désignons par n la contrainte nor¬ 
male et par t la contrainte tangentielle agissant simultanément sur le même 
élément de surface . 

Sous réserve des conditions exposées ci-dessus (§ 4.0) la contrainte 
flot male équivalente est donnée par l’expression simple : 

n r = \J n 2 + 4 t 2 . I . 

4.22 Diagramme pratique. — Nous donnons, Planche 25, un abaque 

penne tant <1 obtenir rapidement la contrainte équivalente définie par la 
lormule ci-dessus. 

do + i >(, !- <1 ' en ordonnées J a valeur de la .contrainte normale n (contrainte 
de traction ou compression simples ou contrainte normale do flexion sim¬ 
ple ou composée). 

Porter en abscisses la valeur correspondante (c’est-à-dire la valeur 
coexistant au meme point ) de la contrainte tangentielle t : contrainte de 
cisaillement due a un effort tranchant ou à un moment de torsion on à la 
superposition de ces deux efforts. 

! La verticale et l’horizontale de ces deux valeurs définissent, un point P. 
La valeur de n r est obtenue, d’après l’emplacement‘de ce point P, par rap¬ 
port aux cercles concentriques de rayon n r tracés sur l’abaque. 

étudirp/^?^ a n ti0 L^ ériqUe * - Considérons l'arbre de commande de vol 
de dimensions • n —50 ITT 118 cet arbre réalisé par un tube étiré rond 

(Plagie 11) ' ’ ’ 611 aC16r 20 CD 4 fraité à R = 85 T/mm 2 

S = 373 mm 2 ; =4940 mm 3 ; -L_ =8480 mm 3 . 

* R 

C =,( au . ni 7 eau du moment fléchissant résultant M r maximum) 2 
Efforts appliques (au coefficient de calcul à la rupture) : ’ 

T r =213,8 kg M r =231.3 mkg M t =*211,5 mkg. 

La ligure 4 représente la situation de l’axe de flexion n »' et de l’axe neutre 

neutre u u' (obtenue par tga=——= _29 ? 3_ 

T Oïl O 5 


neutre u u' (obtenue par tg«= 


u 

Contraintes normales de flexion 


^inav — 


M, _ 231300 _ r/ _ . . . 

TT ~ 4240 = + 54, 5 kg/mm- 


en a et a' 


en b et b' : v =0. 

I’ ~ Dans lG cas où 11 existG une superposition de contraintes normales partielles 
suwani le meme axe, et de contraintes tangéntielles sur le même élément de section, 
n ex, t désignent les contraintes totales obtenues selon § 2-1 et 3 . 

~ No “ s avons d6 ^ h s ^ualé au chap. XI, § 2.9, que l’on pouvait, dans le cas 
particulier dune section circulaire, envisager directement l’effort tranchant et le 
moment fléchissant résultants. 1 
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Contrainte© de cisaillement dues à T r (Voir chap. IX § 3.741) : 
en a et a' : f t = 0 


en b et b' : W=2 ^ =2 =1 ,14 kg/mm*. 


Contraintes de cisaillement due à M £ (sur toute la section) : 



211500 

8480 


=25 kg/mm 2 . 


Combinaison des contraintes aux points a et a'. 

Contrainte équivalente 

n r =v/54J5 2 +4 • 25* = 73,9 kg/mm 2 . 

Cette contrainte est à comparer avec la contrainte normale admissible : 


n a = R = 85 kg/mm 2 . 



Aux points b et b’, il n’existe qu’une contrainte tangentielle ayant pour valeur 
en b, où les effets, de T et M t s’ajoutent (voir sens des flux) : 

f r =25+1,14 = 20,14 kg/mm 3 . 

Cette contrainte est équivalente à une contrainte normale : 

n r =y/4 t' r =2 t r =52,28 kg/mm 2 (voir ci-après). 

Marge de sécurité. — Le diagramme des efforts appliqués Planche 10, montre 
clairement que la section C 2 constitue la section dangereuse K Le tube présente 
donc une marge de sécurité à rupture 2 égale à : 


m = 


n rrn ai 
Wrrnaï 


— 73,9 _ ip | o/ 
~73, 9~ ~ 0,1 /ü 


1. — Dans les cas douteux on détermine la section dangereuse en étudiant plu¬ 
sieurs sections. 


2 . 


On désigne par marge de sécurité le rappori 

_ charge tenue — charge à tenir 


m 


charge à tenir 

Elle s’évalue à la limite élastique ou à la rupture et s’exprime généralement en 
« pour cent ». 
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4.24 Remarques. 

4.241 Contrainte admissible au cisaillement pur. — Ainsi que 1 ap¬ 
plication ci-dessus vient de le faire entrevoir (contrainte en b) la formule 
de combinaison du paragraphe 4.21 permet de faire apparaître la contrainte 
admissible au cisaillement pur. En effet, en faisant n = 0 il reste une con¬ 
trainte langentielle pure t dans la section considérée, et cette contrainte 
est équivalente à une contrainte normale 

71, = y/TJ+T t z = 2 t 


qui doit être au plus égale à n a . , . ... . ; 7 . „ 

On en déduit que -ta contrainte langentielle admissible est égalé, dans 
les conditions exposées au paragraphe 4.0, à la moitié de la contrainte 
admissible en traction et compression pures : 


f u =0,5 n u . 


C’est la règle que nous avions adoptée, dès le début de l’étude du cisail¬ 
lement (chap. VIII, § 5.) pour tout ce qui concerne le cisaillement v ou glis¬ 
sement) proprement dit (glissement de flexion ou cisaillement de torsion, 
chap. AIII § 2.4), à l’exclusion du phénomène appelé cisaillage. 

4.242 Cas des matériaux non ductiles. — Pour certains matériaux, 
notamment pour les matériaux fragiles, les contraintes admissibles en trac- 
lion et compression pures sont nettement différentes. 

Si l’on désigne alors par h le rapport (en valeur absolue) 

k= Jhe_ = contrainte admissible en traction _ à la limite élastique, 
n ce contrainte admissible, en compression 

la formule de combinaison du paragraphe 4.21 devient 

n r = n+ 1 +— \/m + 4 t*. 

On voit que si k = 1 (ce que nous avons admis), on retrouve la formule 
du paragraphe 4.21. 

4.243 Formule de combinaison de Saint-Venant. — La théorie de 
combinaison des contraintes de Saint-Venant, que nous avons mentionnée 
ci-dessus au paragraphe 4.0 permet d aboutir a la formule suivante . 

j-n+ -§-v/«’+ 4 t>. 

On en déduit pour n = 0 (cisaillement pur) 

n '= 1 T 1 


Cotte relation est en contradiction avec 1a. théorie de la courbe intrin¬ 
sèque 1 et avec les résultats expérimentaux récents concernent les métaux 
ductiles. 


1 . — Bile ne tombe en accord apparent avec la théorie de la courbe intrinsèque 
que pour un matériau présentant un rapport k = 0,25 (§ 4 242), c’est-à-dire possédant 
une contrainte admissible en compression pure quatre fois supérieure à celle de trac¬ 
tion pure. 
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Insistons sur le lait que cette théorie est celle encore adoptée dans la 
plupart des formulaires ou traités de résistance des matériaux. 

Elle conduit a des valeurs de n r plus faibles que celles obtenues par la 
théorie de la courbe intrinsèque pour les métaux ductiles. 

4.3 COMBINAISON DE DEUX CONTRAINTES NORMALES, PERPEN¬ 
DICULAIRES ENTRE ELLES, AVEC UNE CONTRAINTE TANGENTIELLE. 

4.31 Notations. — Désignons, comme au paragraphe 2.2, par n x et n u 
les^ contraintes normales agissant suivant deux directions perpendiculaires 
xx et yy et par t la contrainte de cisaillement qui agit parallèlement à ces 
deux axes (par suite de sa réciprocité). 

Affectons, au surplus, de signes les contraintes normales n x et n„ en 
adoptant, par exemple, notre convention habituelle : + pour les compres¬ 
sions et — pour les tractions (il n’y a pas lieu d’affecter t d’un signe). 

La figure 5 schématise les différents « états de contraintes » possibles 
sur un élément plan. (Nous avons conservé un sens arbitraire pour t sur 
toutes les figures, ce sens n’ayant pas d’influence sur le résultat final.) 


13 



Fig. 5. ' 

4.32 Formules de combinaison. —. Il y a lieu d’examiner deux cas, 
scion que le produit des contraintes normales (affectées de signes ci-dessus) 
est (algébriquement) inférieur ou supérieur au carré de la contrainte tan- 
gentielle 

4.321 Premier cas 

< t 2 . 

(Cc^ cas so produit quand n x et n„ sont de signes contraires ou quand 
t est très élevé, vis-à-vis de n x et n„ de même signe.) 

La contrainte équivalente est donnée par 



On peut alors se servir de Y abaque de la Planche 2a en portant en or¬ 
données la différence algébrique (n x — n u ) à la place de n (sans tenir compte 
de son signe). 

4.322 Deuxième cas 

n x • ny>t\ 

(Les contraintes n x et n u sont donc, obligatoirement, de même signe : 
toutes deux positives ou négatives : états a ou h de la ligure 5.) La con¬ 
trainte équivalente est donnée par la formule 



1- • Ces deux cas sont reliés aux signes relatifs des contraintes normales princi¬ 

pales mises en évidence par la théorie de l’élasticité. 
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Insistons sur le lait que cette théorie est celle encore adoptée dans la 
plupart des formulaires ou traités de résistance des matériaux. 

, conduit à des valeurs de n r plus faibles que celles obtenues par la 
tlieorie de la courbe intrinsèque pour les métaux ductiles. 


4.3 COMBINAISON DE DEUX CONTRAINTES NORMALES, PERPEN¬ 
DICULAIRES ENTRE ELLES, AVEC UNE CONTRAINTE TANGENTIELLE. 


4.31 Notations. — Désignons, comme au paragraphe 2.2, par n x et n y 
les^ contraintes normales agissant suivant deux directions perpendiculaires 
xx et yy et par t la contrainte de cisaillement qui agit parallèlement à ces 
deux axes (par suite de sa réciprocité). 

Affectons, au surplus, de signes les contraintes normales n x et n„ en 
adoptant, par exemple, notre convention habituelle : + pour les compres¬ 
sions et — pour les tractions (il n’y a pas lieu d’affecter t d’un signe). 

La figure 5 schématise les différents « états de contraintes » possibles 
sur un élément plan. (Nous avons conservé un sens arbitraire pour l sur 
toutes les figures, ce sens n’ayant pas d’influence sur le résultat final.) 



Pic. 5. 


4.32 Formules de combinaison. —. Il y a lieu d’examiner deux cas. 
selon que le produit des contraintes normales (affectées de signes ci-dessus) 
est (algébriquement) inférieur ou supérieur au carré de la contrainte tan- 
gentielle '. 

4.321 Premier cas 

n K ■ n y < t 2 . 

(Ce cas sc produit quand n r et n„ sont de signes contraires ou quand 
t est 1res élevé, vis-à-vis de n x et n,, de même signe.) 

La contrainte équivalente est donnée par 


n T =\J (n x —n v ) 2 + 4 t 2 . 


On peut alors se servir de l’abaque de la Planche 23 en portant en or¬ 
données la différence algébrique (n x —n„) à la place de n (sans tenir compte 
de son signe). 

4.322 Deuxième cas 

(Les contraintes n x et n y sont donc, obligatoirement, de même signe : 
toutes deux positives ou négatives : états a ou b de la figure 3.) La con¬ 
trainte équivalente est donnée par la formule 


w" r = 0,5 (| n x +n v \ +n' r ). 


L Ces deux cas sont reliés aux signes relatifs des contraintes normales princi¬ 
pales mises en évidence par la théorie de l’élasticité. 
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Dans cette formule : 

n' T représente la contrainte équivalente du premier cas, qui pourra 
donc se calculer à l’aide de l’abaque de la Planche 20. 

La somme In* + nj est à prendre en valeur absolve (sans tenir compte 
de son signe). 

4.232 Remarquas. — a ) De même que celle du paragraphe 4.21, ces 
formules supposent que l’on a affaire à un matériau ductile pour lequel 

lien — Ylta —W'a- 

b) Les valeurs de n' r et n" r sont toujours à comparer avec la con¬ 
trainte normale admissible n a . 

4.33 Application numérique. — Reprenons les données numériques (lu para¬ 
graphe 2.23 concernant le fuselage-coque étanche (L'un avion stratosphérique. 

La pression interne crée des contraintes normales de traction perpendiculaires 
entre elles (fig. 6) : 

transversalement (suivant yif) : n x = —22 kg/mm 2 
longitudinalement (suivant xx') : n 2 =— 11 kg/mm 2 . 



Premier cas : Superposons., en un point P, une contrainte normale longitu¬ 
dinale de compression : n c =20 kg/miïx 2 (provenant de la flexion générale : fibres 
comprimées) et une contrainte de cisaillement t = 8 kg/mm 2 (provenant de l’action 
combinée de l’effort tranchant et de la torsion). 

On a alors en ce point : 

n y — n , =—22 

n x — n 2 + n c —— 11 +20= +9 (compression). 

On est donc dans le cas 

n x ' n„=9 (—22)=-198<t 2 (avec £ 2 =+64). 

La contrainte équivalente au point P a donc pour valeur 
n' r = J(9 + 22) 2 + 4 • 8 2 = V / Ï2l7 1 

n ',. = 34,8 kg/mm ! <n, (avec t? ü =36 kg/mm 2 ). 

1. — Cette opération peut s’opérer sur l’abaque Planche 25. 


V. Vali.at . — Résistance des Matériaux. 


24 
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Deuxième cas : Superposons une contrainte normale longitudinale de trac¬ 
tion : n t = —20 kg/mm 2 (flexion générale, fibres tendues) et la môme contrainte 
de cisaillement t = 8 kg/mm 2 au point P' (fig. 6) : 

n u =n l = —22 

n x =n 2 -i-n t = —11—20 = —31 . 

On est donc dans le cas : 

n x • n y = 22 • 31=682 > t 2 (avec t 2 =64). 

La contrainte équivalente au point P' est donnée par 
7l" r = 0,5 (31+22+ +n' r ) 

avec : n' r = y/ (—31 + 22) 2 + 4, S 2 = yZ'337=18,4 

d’où : n" r —0,5 (31 + 22 + 18,4) =0,5 • 71,4 

n" r =35,7 kg/mm 2 <n a (avec ?i a =36 kg/mm 2 ). 

Les contraintes aux deux points P et P' sont donc admissibles. 

4.34 Cas particulier.— Faisons t = 0 (contrainte tangentielle nulle) 
dans les formules précédentes du paragraphe 4.32, en posant à priori 

n x >n v . 1 

a) Si n x et n u sont de même signe on se trouve dans le cas 

n x ' n u > t 2 avec t 2 =0. 

c’est-à-dire dans le deuxième cas, donc 

7i" r = 0,5 (n x + n y + \/ (n x —n ÿ ) 2 )=0,5 • 2 n x =n x . 

La contrainte équivalente est égale à la plus grande des contraintes 
normales principales ce que nous avions indiqué au paragraphe 2.21. 

b) Si n x et n„ sont de signes contraires, on se trouve dans le cas 

n x ■ n y < l- avec ï 2 =0 (l or cas) 

donc 

n\ =y/ (n x —n„) 2 = n x —n u 

c’est-à-dire en valeur absolue (puisque n x et n y sont de signes contraires) 

n' r = | n x + n r |. 

C’est ce que nous avions indiqué ou paragraphe 2.22. 


1. —>• Cette convention est posée, en élasticité, quand et n u sont des contraintes 
principales, ce qui est notre cas. 



TROISIÈME PARTIE 


COMPLÉMENTS DE RÉSISTANCE 
DES MATÉRIAUX GÉNÉRALE 



iVotts ai;om groupé, dans celle Iroisième partie, trois chapitres traitant 
de problèmes se rattachant encore, dans leur ensemble, à la résistance des 
matériaux dite « générale ». 

Les démonstrations théoriques relatives à ces problèmes exigent, cepen¬ 
dant, des connaissances mathématiques plus poussées que celles utilisées 
dans la majorité des sujets traités au cours des précédents chapitres. 

C’est pourquoi nous avons dû, quelquefois, faire appel à des démons¬ 
trations approchées, ou, le plus souventnous limiter à mentionner les résxd- 
lats obtenus grâce aux théories complètes. 

A' oms avons été conduits à développer d’une manière particulière cer¬ 
tains problèmes relatifs aux éléments minces fréquemment utilisés en cons¬ 
truction aéronautique : flambage local des profilés minces, calcul des plaques 
ou membranes. 

Nous, avons orienté l’étude générale des systèmes hyperslatigucs vers 
uu but d. utilisation pratique, c’est-à-dire de facilité de mise en œuvre des 
calculs. 



CHAPITRE XYI 


FLAMBAGE DES POUTRES PRISMATIQUES 


0. INTRODUCTION 

Au cours des précédents chapitres, nous avons toujours supposé que 
les charges extérieures appliquées aux éléments étudiés donnaient lieu à des 
états d'équilibre interne stable. 

En d’autres termes, sous l’action d’un système de charges donné, une 
poutre prenait une certaine déformation d équilibre parfaitement déter¬ 
minée et dirigée dans le sens général de la sollicitation. 

Les phénomènes de flambage que nous étudions maintenant consti¬ 
tuent, au contraire, des étals il'instabilité, où les sollicitations sont appli¬ 
quées en compression axiale, mais où les déformations apparaissent, avec 
plus ou moins de brutalité, dans des sens tout dillérents de ceux de ces 
sollicitations. Les déformations se trouvent cependant entretenues et ampli¬ 
fiées par les sollicitations. 

L’étude générale de tels phénomènes exige des développements mathé¬ 
matiques qui sortent du cadre de notre exposé. Nous nous limiterons donc 
à des démonstrations approchées ou simplement à une indication des résul¬ 
tats pratiques. - 

Nous verrons, au surplus, que cette étude 'fait appel, pour une large 
part, à des renseignements expérimentaux traduits quelquefois par des 
formules empiriques plus ou moins divergentes. Nous n’indiquerons, dans 
ce cas, que les règles les plus utilisées en construction aéronautique. Cette 
considération nous a. conduit à inclure, dans ce chapitre, un phénomène 
particulier aux éléments minces, connu sous le nom de flambage local '. 


I. DIFFÉRENTS MODES DE RUPTURE DES POUTRES 
PRISMATIQUES RECTILIGNES CHARGÉES DE BOUT 

1.1 DÉFINITION. 

On dit qu’une poutre prismatique rectiligne est chargée de bout, quand 
elle est soumise à l’action de deux forces égales et de sens contraires appli¬ 
quées, suivant son axe, aux centres de gravité de ses sections terminales. 
Ce mode de sollicitation constitue donc initialement une compression axiale 
analogue à l’état de compression simple envisagé au chapitre VI. 

On constate expérimentalement que la déformation et le type de rup- 
Ime d’une telle poutre ainsi chargée dépendent essentiellement : 


1. — L, e phénomène de flambage local étudié ci-après ne résultera toujours Que de 
sollicitations en compression axiale d’éléments prismatiques. Nous étudierons ci-après, 
au chapitre XIX, d’autres phénomènes d’instabilité particuliers aux plaques ou voiles 
minces sous l’action de diverses sollicitations. 
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a) De la longueur de la poutre , ou plus exactement d’un paramètre 
sans dimension appelé élancement qui est fonction de la longueur et que 
nous définirons ultérieurement ; 

b ) Des caractéristiques de forme des sections droites de la poutre et 
principalement d’un « indice de minceur » de ces sections. 

Cette dernière considération, particulièrement importante en construc¬ 
tion aéronautique, nous conduit dès maintenant à distinguer deux cas prin¬ 
cipaux : 

1 ) poutres de sections massives ; « 

2 ) poutres de sections minces.- 

1.2 POUTRES DE SECTIONS MASSIVES (BARRES PLEINES OU PRO¬ 
FILES TRES EPAIS). 

Comprimons progressivement 1 une telle poutre par une charge de 
bout croissante. 

Les modes de déformation et de rupture varient encore selon que la 
poutre est courte ou longue. 

1.21 Poutres courtes de sections massives. — ' Elles se déforment 
d'abord élastiquement, puis plastiquement, mais en conservant un axe 
rectiligne et sans que leurs sections droites aient tendance à tourner on 
torsion les unes par rapport aux autres. Ce cas constitue donc le phéno¬ 
mène de compression simple déjà étudié. 


® © © l F 

’ ' 



Fig. i. 


La rupture se produit, soit par écrasement ou « fluage » (écoulement 
plastique de la matière, voir fig. 1 a), soit par cisaillement induit suivant 
une direction inclinée d’un angle voisin de 45° par rapport à la direction 
de l’effort appliqué (mode général de rupture des éprouvettes en bois, voir 
fig. 1 b), soit enfin par fragmentation (ou lamellage) dans le cas des maté¬ 
riaux fragiles. 


1. — Ceite compression progressive est, par exemple, celle que l’on obtient à l’aide 
d’une machine d’essai. 
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C’est dans ces différents modes de rupture que l’on définit la contrainte 
admissible à La rupture en compression simple d’un matériau : 



F étant la charge de rupture et S l'aire de la section droite de la poutre. 

1.22 Poutres longues de sections massives (fig. 1 c). — Si l’on com¬ 
prime progressivement une telle poutre entre les plateaux d’une machine 
d’essai, on constate, qu’à partir d'une certaine charge, son axe longitudinal 
s’incurve, ce qui donne lieu à un mode de travail en flexion (ou en flexion 
et. torsion) accompagnant la compression. Ces déformations sont d’abord 
élastiques, c’est-à-dire que la poutre se redresse si l’on supprime la charge 
(exemple d’un jonc flexible chargé de bout entre les mains). Puis, pour une 
augmentation très faible de la charge, il naît une déformation plastique 
qui se localise et 1a, poutre périt généralement de la meme façon que les 
pièces courtes, mais seulement dans sa partie concave V 

Si l’on remplace cette compression progressive (liée au raccourcisse¬ 
ment très lent d’une distance) par différentes charges statiques, matériali¬ 
sées par exemple par des poids P d’intensité croissante (mais indépendante 
des déformations), on constate un phénomène analogue quoique infiniment 
plus brutal. A partir d’un certain poids, il se produit un état de déséquili¬ 
bre (ou d’instabilité ) qui entraîne immédiatement l’effondrement, et la rup¬ 
ture de la poutre. 

Ces phénomènes caractérisent, tous deux, une instabilité générale de 
la poutre connue sous le nom de flambage général (ou flambage^ d’ensem¬ 
ble). La charge qui donne lieu à ce phénomène de rupture se désigne par 
charge critique ou charge de flambage. . 

Elle peut être très inférieure à la charge admissible à la compression 
simple pour la même poutre, ainsi que nous le verrons ci-après. 

1.3 PQUTRES DE SECTIONS MINCES (PROFILES ETIRES MINCES, 
TUBES, ASSEMBLAGES EN TOLE MINCE, ETC...). 

Que la poutre mince considérée soit longue ou courte, il peut se pro¬ 
duire, avant le flambage général ou avant écrasement en compression sim¬ 
ple, une déformation localisée de la section droite. On constate, par exem¬ 
ple’ dans le cas d’une cornière (fig. 2 a) un voilement partiel de l’une ou 
des deux ailes ou, dans le cas d’un tube mince (fig. 2 b), un gonflement 
localisé de la section. 

Ce phénomène se distingue de celui du flambage general en ce sens 
qu’il n’affecte qu’une partie de la poutre, qu’il est théoriquement indépen¬ 
dant de la longueur de cette poutre et qu’il ne donne pas lieu a un eflon- 
drement immédiat. Il peut, par contre, avancer considérablement la limite 
de flambage général ou même, s’il affecte une partie notable de la poutie, 
déterminer pratiquement la contrainte admissible à la rupture. 

On désigne ce phénomèno, qui présente une importance capitale en 
construction aéronautique, par flambage local, par opposition au flambage 

général défini ci-dessus. 7 , „ , 

C’est, le flambage local qui conditionne, très souvent, l allure des sec¬ 
tions utilisées en construction aéronautique et qui conduit, par exemple, a 
utiliser des profilés à bords tombés (ou roulés) ou avec boudins extrêmes de 
raidissement (fig. 2 c et 2 d). 

1 . _ Pour certains matériaux fragiles, la rupture peut avoir lieu en traction dans 
la partie convexe. 



370 


liINSISTANCE DES MATERIAUX 


Ghap. XYJ 


, , 0l î voi . fc Cf 11 * 3 les d .eux phénomènes de flambage local et de flambage 
general, qui sont théoriquement indépendants, ne peuvent cependant prati¬ 
quement, pas etre séparés pour l’étude de la résistance aux charges de bout 
dos cléments minces. 





2. THÉORIE DU FLAMBAGE GÉNÉRAL DES POUTRES 
RECTILIGNES ET DE SECTION CONSTANTE 

2.1 FORMULE D’EULER. 

Considérons une poutre AB supposée parfaitement rectiligne, de section, 
constante S, parfaitement homogène, et maintenue à ses extrémités A et B 
par deux articulations pures no permettant qu’un déplacement suivant 
1 axe AB de ccs extrémités (fig. 3 a). 

Soumettons cette poutre à une charge de bout F. 

l \ e 7 st évident que la position rectiligne de AB constitue une position 
ci équilibré, cet équilibre donnant lieu à un état de compression simple, 
c est-a-dire à une contrainte (voir chap. VI, § 2.) : 


S 

Cherchons à voir s’il ne peut exister d’autres positions d’équilibre. 
Supposons pour cela que, pour une raison quelconque, la poutre ait fléchi 
légèrement dans un certain plan que nous adoptons comme plan de la 
figure, ce phénomène d’inflexion étant aussi faible que l’on voudra. 

Désignons par y la flèche en une section quelconque d’abscisse .r par 
1 apport a l’extrémité A. La force F engendre, dan s'cette section, un moment 
fléchissant provenant du décalage y de sa ligne d’action et ayant donc pour 
valeur 

M=F y. 

Désignons, d’autre part, par r le rayon de courbure de la fibre moyenne 
déformée, sous cet état de flexion, au niveau de la section envisagée. Nous 
savons que ce rayon de courbure est relié à M et aux caractéristiques de 
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rigidité on flexion de la section par l’expression établie au chapitre IX, 
paragraphe 3.3. 

r= _ E L = _ E I . JL 

M F y 

(I désignant le moment d’inertie do la section droite par rapport à l’axe 
autour duquel nous avons supposé qu’elle fléchissait). 

La poutre étant, par hypothèse, homogène et de section constante, le 
produit El est constant sur toute sa longueur. Nous voyons donc que le 
rayon de courbure r de la déformée est, en chaque point, inversement pro¬ 
portionnel à la flèche y de cette déformée. 

Cette propriété caractérise une sinusoïde. La déformée sera donc sinu¬ 
soïdale. 

Pour simplifier le calcul, nous allons assimiler cet arc de sinusoïde à 
un arc de parabole passant également par A et B et possédant, au milieu 
C de la poutre, la meme flèche maximum (inconnue) y c . Nous conserverons 
donc le meme moment fléchissant maximum (au point C) 


M C = M inax.=F(/ c . 



Fig. 3. 


Nous savons, d’autre part, que l’on obtient une ligne moyenne défor¬ 
mée parabolique en soumettant à une charge répartie d’intensité constante 
une poutre rectiligne reposant sur deux appuis simples (voir formulaire 
Planche 17). 

Supposons donc, un instant, que la déformée parabolique que nous 
avons adoptée pour notre poutre, soit due exclusivement à une charge répar¬ 
tie transversale fictive d’intensité arbitraire p (Charge par unité de lon¬ 
gueur, voir fig. 3 b) 1 . 

Le moment fléchissant maximum en C aura pour expression 

“'*= -v- 

(L désignant la distance AB c’est-à-dire la hauteur de la poutre). 

Egalons les valeurs de M e et MJ, ce qui revient à poser (en valeurs 

1 . — La poutre AB est, en e.fet, assimilable à une poutre reposant sur deux appuis 
simples puisque les articulations A et B sont libres de se rapprocher. 
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absolues) que la « tendance à se redresser » de la poutre équilibre l’action 
fléchissante fictive de p, nous aurons 


F 



IS 

8 


d'où 


y c= 


y L 2 
8 F 


^OUS savons, d autre part, que cette flèche maximum, considérée 
comme celle de la. poutre A.B soumise à la charge p , a pour valeur (voir 
Planche 17) 

P L 1 
El 


y c = - 5 - 
384 


Egalons donc ces deux expressions de y c , il vient 


p L- _ _5_ p L 4 

8 F ~ ”384 ET 

d'où l’on tire : f= - 38 ^- = <j 6 ~ . 

5x8 U L 2 


Cotte valeur nous donne donc, sous réserve de l’approximation admise 
au sujet de la déformée, l’expression d’une charge de bout F telle qu’il se 
produise un état d'équilibre en position infléchie de la poutre. Désignons 
cette charge particulière par F c : 

F,= 9,G|I. 

j k 

Nous voyons que la charge fictive p , qui nous a servi d’artifice de 
calcul, s’est éliminée. 

Nous voyons, d’autre part, que la valeur y c de la flèche maximum (et 
donc la valeur y en un point quelconque) s’est également éliminée. 

Il existe donc une infinité de positions d’équilibre de la poutre \B en 
position infléchie, quand la charge de bout F possède celle valeur particu¬ 
lière F c . 

Cette charge particulière caractérise donc un état d’équilibre indif¬ 
férent. On la désigne par charge critique de flambage, ou plus simplement 
par charge de flambage. 

Formule d’Euler. — Si. an lieu d’adopter une déformée approchée para¬ 
bolique, nous avions considéré la déformée réelle sinusoïdale, nous aurions 
abouti à l’expression exacte de F,, connue sous le nom de formule d’Euler ou 
charge d’Euler : 



(on voit que rr = 3,1416 2 = 9,87 est peu différent du coefficient 9,ô que 
nous avons obtenu avec l’approximation ci-dessus). 

2.2 PROPRIETES GENERALES DU FLAMBAGE D’ENSEMBLE. 

2.21 Caractéristiques générales du phénomène.--Nous venons de démon¬ 
trer que la charge d’Euler F„ coïncidait avec un état d'équilibre indifférent 
de la poutre en position droite ou en position quelconque fléchie élastique- 
in eut. 

Il est facile de voir que : 

a) Si F < F c la poutre tond à reprendre élastiquemenl sa. position d’équi- 
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libre initial rectiligne qui constitue donc une -position d’équilibre stable uni¬ 
que (compression simple) ; . i; . 

b) Si F > F c la poutre ne possède plus qu une seule position d equilibit 
éminemment instable qui est'la position rectiligne. Toute impulsion trans¬ 
versale infiniment petite sera suffisante pour provoquer \ effondrement 
immédiat de la poutre et donc sa rupture (phénomène d instabilité). r 

Le phénomène de flambage général ainsi établi constitue donc, en Uieo- 
rie un phénomène d’instabilité infiniment brutal et donc très dangereux. 

En réalité, les poutres n’étant jamais parfaitement rectilignes ou homo¬ 
gènes et les charges appliquées n’étant jamais parfaitement centrées, le 
lléciiissement de la poutre peut s’amorcer pour des charges mlerieures a la 
charge d’Euler qui constitue alors une limite supérieure jamais atteinte. 

Remarque. — Quand la charge F est appliquée à l’aide d'une machine 
d’essais en compression (qui produit un raccourcissement de la distance Ab), 
on obtient un diagramme charge-course de la machine ayant 1 allure gene¬ 
rale de celui représenté figure 4 a (tout au moins pour des poutres presen- 
tant une déformabilité en llexion suffisante avant rupture). La partie U; 
correspond à une zone de raccourcissements élastiques en compression sim¬ 
ple Le fléchissement de la poutre apparaît à partir d’un certain point M, ce 
qui précipite l’allure des déformations en fonction de la charge, puis a partir 
d’un certain point P la charge décroît tandis que les déformations augmen¬ 
tent. Go phénomène signifie simplement que, par suite du fléchissement de la, 
poutre sous l’action de la charge maximum enregistrée, la distance Ali dimi¬ 
nuerait plus vite que ne le permet la vitesse de la machine. Celle charge maxi¬ 
mum en P constitue donc ici la charge de flambage de la poutre essayée 
qui est supérieure à celle enregistrée en fin d’essai, c est-à-dire a la rupture 
(point R). 



2.22 Direction du flambage. — La flexion, qui est cause du phéno¬ 
mène de flambage général, se produira, évidemment, dans le sens où la 
poutre possède le moins de rigidité. Cette rigidité de flexion étant mesuiec 
par le moment d’inertie de la section, la flexion apparaîtra donc 
dans le plan de flexion correspondant au moment d’inertie minimum 
de la section. Comme ce I min. correspond à un axe principal d’inertie, le 
plan de fléchissement sera normal à l'axe principal d’inertie minimum 
(c’est-à-dire dirigé suivant le petit axe de l’ellipse d’inertie des sections 
droites). 

Pans la formule d’EucER, ainsi que dans toutes les expressions sui- 
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vantes, I désignera toujours le moment d’inertie minimum des sections 
droites des poutres envisagées : 


1 = 1 min. 


Par exemple, pour une cornière à ailes égales rectangulaires, 1 min. 
correspond à un axe incliné à 45° sur les ailes (grand axe de l’ellipse d’iner- 
lie, lig. 4 b). Voir également à ce sujet les différents exemples de profilés 
donnés Planche 20. 

2.23 Remarques. — Il est essentiel de bien se rappeler que l’expres¬ 
sion de la charge d’EuLER F c , donnée ci-dessus, correspond au cas d’une 
poutre de section constante dont les extrémités A et B sont articulées. 

Nous verrons ci-après, au paragraphe 2.4, les modifications apportées 
a cette formule quand les extrémités sont assujetties à d’autres modes de 
fixations. 

Nous verrons ensuite, au paragraphe 2.5, les réserves d’utilisation très 

importantes qu’il y a lieu d'appliquer à la formule d’EuLEit. 

* 

2.3 CONTRAINTE CRITIQUE DE FLAMBAGE GENERAL. ELANCEMENT. 

I'aisons apparaître, dans la formule d’Euler, la contrainte de compres¬ 
sion simple (pii donne lieu au phénomène d’instabilité générale. Elle s'ob¬ 
tient directement en divisant l’expression de la charge critique F,, par la 
surface S des sections droites de la poutre, soi! 

Fç = x* El 
S L* S 

ce que nous pouvons écrire sous la forme 

F c = E 
S _Lf_' 

’ . I 

S 

Or, le rapport-——représente le carré du rayon de giration p de la section 

O 

dioite relativement à l’axe servant au calcul de I puisque (chap. II. § 8.14) 



Nous avons donc, puisque 1 représente le moment d'inertie minimum 
(convention ci-dessus) 



p représentant le rayon de giration minimum, de la section droite. 

L’expression ci-dessus s’écrit 

Fç_ ir E E 

S _ TJ_ / L \ 3 

P 1 * p I 

Nous avons ainsi fait apparaître au dénominateur un coefficient sans 
dimension (rapport des deux longueurs L et p) qui, pour une poul.ro de 
matériau donné (E donné), devient le seul paramètre qui entre on jeu pour 
le calcul de la contrainte critique donnant lieu au flambage. Ce coefficient. 
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caractérisant donc la tendance au flambage général , s'appelle l élancement 
de la poutre considérée. On le représente, généralement, par la lettre X 


,\= -ï 


Lu formule donnant la contrainte critique devient, avec celte notation 


F c __ - 2 E 


A- 


Nous conviendrons d’utiliser, pour désigner cette contrainte critique, 
le symbole n c , (contrainte critique sous l’élancement x) L 
Nous avons donc 


na= 


E 


X* 


autre expression très intéressante de la formule d’IîuLEit (voir ci-après 

§ 2 . 6 ): 

2.4 INFLUENCE DES CONDITIONS D’APPUI. LONGUEUR LIBRE AU 
FLAMBAGE. 

2.40 Notations. — Pour établir la formule d’EuLER, nous nous som¬ 
mes placés dans le cas particulier d’une poutre parfaitement articulée à 
ses deux extrémités A et B distantes de la longueur L. 

Dans les autres modes de fixation des extrémités, nous conviendrons 
de désigner par L 7 la longueur réelle de la poutre étudiée. 

Nous ferons apparaître, dans chacun des cas, la distance L devant exis¬ 
ter entre deux points d'articulation fictifs pour reproduire la meme charge 
critique de flambage. 

Nous désignerons cette distance L par la « longueur équivalente » ou 
« longueur libre au flambage » de la poutre étudiée. La comparaison de L 
avec L 7 s’exprimera par la relation générale 


L=y- V 


où le coefficient sans dimension 


L' 

est appelé « coefficient d'encastrement » on « coefficient de fixité » propre 
à chaque cas particulier étudié. 

La charge critique d’ Euler, sera donc toujours donnée par son expres¬ 
sion primitive 

F,.= équivalente à F c = ~ ( . 

Nous définirons, de même, un élancement équivalent (ou élancement 
effectif) 


A = 


a U 


= «À' 


ert désignant par X 7 Y élancement apparent (ou élancement géométrique) de 
la poutre étudiée. 


1 . — Nous utilisons cette notation à double indice afin de marquer directement, 
dans les formules, une différence avec celles du flambage local étudié ci-après. 
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L expression de la contrainte critique n cl conservera donc, également, 
sa forme primitive : 


n c 


A - 



équivalente à 


n c , = 


ttJE 
a' 2 À' 2 " ‘ 


Les expressions établies ci-dessus deviennent donc générales, par suite 
des notations adoptées. Nous étudions, ci-après, quelques cas particuliers 
de fixation des extrémités. 


2.41 Poutre encastrée à une extrémité et libre à l’autre. — La défor¬ 
mation de flambage s’établit alors selon l’allure A'B représentée sur la 
figure b a. Prenons le symétrique A" de A par rapport à l’encastrement B. 
Nous obtenons ainsi l’allure ABA" de la déformée d’une poutre articulée 
de longueur équivalente : 

L=2 L'. 

Nous obtenons donc *=2 


d'où 



et 


F c = 


ir El 
4 L' 2 ‘ 


La charge critique de flambage est donc quatre fois plus faible que celle 
de la même poutre articulée à ses deux extrémités. 

C’est le cas le plus défavorable de fixation des extrémités. 


2.42 Poutre encastrée à ses deux extrémités. —11 y a lieu ici de con¬ 
sidérer deux cas, selon que les encastrements sont, ou non, assujettis à 
rester fixes l’un par rapport à l’autre, dans le sens transversal. 

2.421 Encastrements fixés transversalement (fig. 5 h). — Les tan¬ 
gentes en A et B à la déformée sont alors obligatoirement dirigées suivant 
la droite AB elle-même. L’allure de la déformation s’établit suivant celle 
représentée sur la figure a b L II se produit deux points d'inflexion en a 
et b. Ces points sont donc assimilables à deux articulations fictives 2 . Il est 
aisé de voir que, par suite de 1a symétrie, ces points a et b partagent cha¬ 
cune des demi-poutres AC et BC en deux parties égales et donc que 

L = a b= JL 

1 , L' . P _ 4 El 

et par suite a=_ 2* ; x= Yp~’ e ~ " L /a 

La charge critique de flambage est donc quatre fois plus grande que 
celle de la même poutre articulée à ses deux extrémités. C’est le cas le 
plus favorable de fixation des extrémités. 

2.422 Encastrements non fixés transversalement (fig. fi c). — Les 
tangentes on A et B ne sont plus assujetties qu’à rester parallèles à AB (et 
non confondues avec AB). 

La déformation s’établira selon la demi-sinusoïde de la figure fi c pos¬ 
sédant un point d’inflexion au milieu C de AB. 

La poutre est donc assimilable à deux tronçons AC et BC encastrés à 


1. — Cette allure correspond à celle donnant lieu au « minimum d’énergie 
interne », et donc à celle qui se produira par priorité. On pourrait, en effet, envisager 
d’autres allures sinusoïdales tangentes en A et en B à AB. 

2. — En effet, un point d’inflexion correspond à un rayon de courbure r = 
qui entraîne immédiatement M = 0 (comme à une articulation) d’après la relation 

El 

fondamentale : r —-- 

M 
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une extrémité et libres à l’autre et sa longueur équivalente est égale à celle 

jy 

de l’un de ces tronçons de longueur c’est-à-dire d’après le paragraphe 


2.41. 




On retrouve ainsi un coefficient a égal à 1 et, bien qu’étant bi-encastrée, 
la poutre possède donc la même charge critique de flambage qu’une poutre 
articulée de même longueur. 

Remarque. — Ce résultaI conduit à remarquer qu’il y a toujours lieu 
de bien examiner les conditions de rigidité transversale des encastrements 
extrêmes d’une poutre avant de lui appliquer le coefficient 2 = 1/2 (voir 
ci-après). 

2.43 Foutre encastrée à une extrémité et articulée à l’autre. — Ici 
encore, il y a lieu d’examiner si l’articulation A. et l’encastrement, R peu¬ 
vent, ou non, se déplacer transversalement l’un par rapport à l’autre. 

2.431 Articulation et encastrement non fixés transversalement. — On 
retombe alors, immédiatement, dans le cas de la figure 0 a (car l’articula¬ 
tion A devient une extrémité libre) et donc 

x.AAy Ft „4|L. 

p 4 L- 

2.432 Articulation et. encastrement fixés transversalement. — L’artr 
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culatiun A ne peut alors se déplacer que suivant AB (lig. 3 d). On démontre 
que, dans ce cas, le coefficient d’encastrement a pour valeur 

1 = y Ytâ = °> 698 d’où L=0,698 L' «0,7 L'. 

On a donc a= 0,698— et F— - 2 ’ 05 EI 

P L' 3 

La charge critique de flambage est environ deux [ois plus grande que 
celle de la même poutre articulée à ses deux extrémités. Ce cais constitue 
donc un intermédiaire entre celui de deux articulations pures et celui de 
deux encastrements parfaits infiniment rigides l’un par rapport à l’autre 
dans le sens transversal. 


2.44 Poutre sur trois appuis. — Désignons par L\ et V, les distances 
entre appuis (fig. 6) en posant 

L/ i > L' 2 et k= -Jy. (k < l). 


La déformée possède un point d’inflexion a situé dans la grande travée 
et. la distance de ce point à l’appui extrême adjacent définit la longueur 
équivalente L. 



Fin. 6. 


On démontre que cette longueur a très sensiblement pour valeur 


L = 



soif : un coefficient d’encastrement a affectant la longueur LL de la plus 
grande travée 


1 

a =- 

\/2 —k 


et une charge critique de flambage 


F„= = l2 -k) - EI 


L 2 


LV 


Remarques. — a) Envisageons le cas limite théorique où L' 2 = 0. Nous 
retrouvons ainsi une poutre articulée en A et encastrée en B 

Or, nous avons h — 0 d où a = = 0,707 au lieu de la valeur exacte 

y 2 

a = 0,698 (§ 2.432). Cet. écart qui vaut ici 1,3 % représente Verreur relative 
maximum sur a commise, en utilisant l’expression approchée ci-dessus. 


9 n °„ btient ’ en e,ïet > en B > deux appuis infiniment voisins qui imposent une 
direction fixe à la tangente à la déformée, au même titre qu’un encastrement. 
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b) Dans l'autre cas limite (pratique) : L', = L / 1 soit k = 1, on retrouve 
a = l, c’est-à-dire le cas d’une poutre articulée en A et B, ce qui s’explique 
physiquement en remarquant que le point d’inflexion doit être en B par 
raison de symétrie. 

c) On voit donc que la petite travée BC soulage la grande travée AB 
avec une influence variant de celle d’un encastrement (L' 2 = 0) à celle d’une 
articulation (L' 2 = h\) h l’appui B. 

d) Les raisonnements ci-dessus supposent que le flambage se produit 
dans le plan de la figure, c’est-à-dire dans le sens de rigidité des appuis. II 
y a lieu de considérer s’il ne peut, en réalité, exister plutôt dans le sens 
transversal. Voir ci-après paragraphe 2.46. 

2.45 Coefficients d’encastrements-pratiques. — L’annexe à la Norme 
Air 2004 B qui fixait, en France, les conditions de calcul des avions 1 pré¬ 
conisait d’adopter, pour les éléments les mieux encastrés utilisés en cons¬ 
truction aéronautique, une i;a.leur minimum du coefficient, 2 telle que 

y.-= - — =0,4 soit a = 0,633. 

2,5 

Cette élévation forfaitaire du minimum théorique y. = 0,5 correspond 
donc n une réduction de la charge critique maximum correspondante dans 
le rapport 

=0,625. 

4 

Cette réglementation résulte du fait, qu’aucun encastrement ne peut 
pratiquement être considéré comme, étant parfait, dans le, type de construc¬ 
tion légère utilisé pour les avions. Elle provient également de considérations 
de sécurité tenant compte des imperfections pratiques de réalisation des 
éléments, notamment de leurs flèches initiales. 

Signalons également que, dans le cas des tubes soudés (harres do !v>lis- 
moteurs par exemple), la Norme conseillait, d’après essais, d’adopter 

=0,666 soit a = 0 815. 

1,5 

2.40 Remarque importante. —Il arrive fréquemment, dans certaines 
structures, qu'une même barre possède deux longueurs de flambage diffé¬ 



rentes selon qu’on la considère comme appartenant à une face ou a une 
autre, adjacente, de celte structure. 


J. — Ces conditions de calcul sont actuellement régies par la Norme Air 2004C. 
Cette nouvelle réglementation n'impose pas de nouvelles valeurs au sujet des coeffi¬ 
cients d’encastrement. Il paraît sage de continuer à utiliser ceux de la N. 200413 qui 
bénéficient de l’expérience acquise. 


P. Vallat. 
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Dans le système triangulé représenté figure 7, par exemple, le nœud B 
ne fournit un appui efficace à la barre AG que dans le plan vertical. Si cette 
barre a mêmes caractéristiques verticalement et horizontalement (tube rond, 
par exemple), on devra donc la calculer au flambage avec une longueur 
1/=.\G supérieure à la longueur équivalente qui existe dans le plan ver¬ 
tical (§ 2.44). On réalise quelquefois, dans ee cas, un renfort de flambage 
dans le plan horizontal, en augmentant l’inertie de la barre, en flexion, 
dans ce'plan, au voisinage du nœud B. 

11 est à remarquer à ce sujet qu’il suffit théoriquement d'un appui infi¬ 
niment faible pour interdire le flambage (réaction nulle). Pratiquement, un, 
tel « appui de flambage » peut se dimensionner en se donnant, a priori , 
une certaine flèche de la poutre au niveau de cet appui supposé inexislant 
et en déterminant la force de réaction nécessaire en ce point pour redres¬ 
ser la poutre. 

2.5 DISCUSSION DE LA FORMULE D’EULER. 

2.51 Représentation graphique. —Reprenons l’expression de la con¬ 
trainte critique do compression simple donnant lieu à l’apparition du phé¬ 
nomène de flambage général : 


Portons, sur deux axes de coordonnées, eu abscisses les élancements ^ 
et en ordonnées les contraintes n r) . Nous obtenons une courbe d’allure 
hyperbolique (fig. 8 a), asymptote aux deux axes de coordonnées. Cette 
courbe est souvent appelée « courbe d'Euler ». 

Si l’élancement tend vers l’infini (c’est-à-dire si la longueur de la pou¬ 
tre augmente indéfiniment, ou si son inertie devient très faible) la con¬ 
trainte criiique tend vers zéro. Cette conclusion est conforme au bon sens 
(fil sans raideur par exemple). 

Si l’élancement tend vers zéro (c’est-à-dire si la poutre devient infini¬ 
ment courte ou d’inertie énorme) sa contrainte critique devient infinie. Il 
ne se produit plus alors aucun flambage, mais la valeur de n c) ne représente 
plus la contrainte admissible qui ne saurait, en aucun cas, dépasser celle 
de compression simple. 

2.52 Limites d’utilisation. — Nous avons vu, en établissant la for¬ 
mule d’EüLEn, qu’elle traduisait un étal d’équilibre élastique : équilibre 
entre l’action fléchissante de F c et la tendance de la poutre à se redresser 
élastiquement. Nous en concluons donc que la formule (//Euler n’est, au 
maximum, valable que pendant la période élastique des matériaux auxquels 
elle s'applique. 

Il est donc nécessaire que l’on ait au moins 

n c - t < n.. 

avec n,, = contrainte de limite élastique. 

Mais nous avons, au surplus, admis implicitement, en établissant la 
formule d’E uler, que les contraintes étaient, proportionnelles aux allonge¬ 
ments, puisque nous avons utilisé une formule de flexion établie d’après la 
loi de Hooke. Or. en pratique, il y a lieu, pour l’élude des phénomènes de 
flambage, de distinguer (contrairement, à ce que l’on fait - en résistance des 
matériaux courante) la limite de proportionnalité réelle, de la limite élas¬ 
tique (conventionnelle) des matériaux. 

Un diagramme expérimental « contraintes-déformations » s’établit, en 



FLAMBAGE DES POUTRES RECTILIGNES ET DE SECTION CONSTANTE 


387 


effet (d'une façon plus précise que- celle que nous avions indiquée au cha¬ 
pitre V. paragraphe 4.1) selon l’allure représentée figure 8 b. 



La période élastique OA, limitée supérieurement par la contrainte con¬ 
ventionnelle n e 1 , comprend, en réalité, une certaine période OA' où la pro¬ 
portionnalité entre i et n est rigoureuse et une période A'A où cette propor¬ 
tionnalité cesse d’être rigoureuse 2 . Le diagramme se termine par la 
période plastique AR. 

Ces résultats sont constatés aussi bien en compression qu’en traction 
pour les métaux courants. 

Nous désignerons par n e la contrainte correspondant, à celle limite de 
proportionnalité en compression simple. Nous devrons donc avoir finale¬ 
ment 

n«. < Re¬ 
portons la voleur de n' e sur le diagramme, figure 8 a. Elle situe un 
point À' sur la courbe d 'Euler qui délimite supérieurement la partie utile 
et inférieurement la partie fictive de cette courbe et donc de la formule 
d’ Euler. 

Ce point A' possède une abscisse l n telle que 


soit 


n r , = 


-- E 
V 


= n 




Celle valeur définit un élancement limite au-dessous duquel la formule 
d'E uler cesse d’être applicable. 

La formule d’EuLER ne concerne donc que des poutres d’élancement 
*>h, appelées communément poutres longues, ce qui justifie le titre 
général donné à ce paragraphe. 

Exemples : Pour le duralumin AÜ4G, la limite de proportionnalité à 
l’état normal (non écroui) est de l’ordre de 22 kg/mm 2 . 


Voir chapitre V, § 5.15 (notation correspondante : L- sur les tableaux Plan¬ 
ches 11 et 12 ). E 

; -• 7 L’importance relative de ces deux périodes varie beaucoup avec l’état 
d écrouissage des matériaux, comme nous Je verrons ci-après. 
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îXous aurons donc 

* 



7000 

22 


=56. 


Pour un acier doux donnant n' e de l'ordre de 20 kg/mm 2 nous obtien¬ 
drons : 


A 0 


/ 20000 _ 
" V 20 


(les limites correspondent, en moyenne, a celles constatées expérimen¬ 
talement, en comparant les charges de flambage réelles avec les charges 
critiques F„ données par la formule d’EuusR. 


2.53 Remarque. — L’expression de la charge critique d’Ei um 




F 


?r 2 El 
_ L 2 


mon lie que, dans les limites d utilisation de cette formule, la chartje F c 
est indépendante des contraintes admissibles des matériaux utilisés et donc 
de leurs traitements thermiques. Ces traitements font, en effet, varier 
insensiblement le module d’élasticité L qui entre seul, comme caractéristi¬ 
que du matériau, dans la formule d’EuiÆR L II est donc superflu de traiter 
thermiquement une -poutre longue devant résister nu flambage. 


2.6 APPLICATION NUMERIQUE. 

Lue application numérique rapide nous montrera rabattement considérable de 
la résistance en compression des pièces longues, par suite de leur tendance au 
flambage \ 

Considérons une bielle de commande de vol dont la longueur libre entre arfi- 
culations (reitus ou renvois) est de 1500 ni ni. Elle est réalisée par un tube rond 
de 32 x i,6 en duralumin AU4G. 


S =153 mm 2 ; 


1 = 17720 mm* ; 

1500 
10,77 


P =10,77 mm. 


A = -l 5 °0-=139. 


Contrainte critique de flambage : 


- 2 • 7000 . , 

n c >. = — — =3,5- kg/mm 2 
139 


(au lieu de ?j„=40 kg/mm 2 en traction). 

Charge critique de flambage : 

F 0 =3,57 ■ 153 = 546 kg 

(au lieu d’une charge théorique 3 de rupture en traction de : 40 • 153 = 6120 kg). 

2.7 ANNEXE : FLAMBAGE DES POUTRES SOUMISES A DES CHARGES 
DE COMPRESSION REPARTIES. 

La théorie générale du flambage peut s’appliquer à des poutres solli¬ 
citées par des charges de compression réparties, ces charges pouvant agir, 
soit isolément, soit en supplément à une charge en bout. 

Nous reproduisons ci-dessous les résultats obtenus dans le cas des pou- 


l. lis agissent, par contre, sur la limite de proportionnalité et donc sur la déli¬ 
mitation d'utilisation de la formule. 

-• Nous donnerons ci-après des abaques pratiques permettant une exécution 
rapide de ces calculs. 

d. En négligeant l’affaiblissement éventuel dû aux trous de fixation des embouts 
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très articulées à leurs deux extrémités, ou encastrées à une extrémité 
et libres à l'autre, la charge répartie, appliquée tout le long de la poutre, 
étant d’intensité constante q (charge par unité de longueur) 1 . De même 
que la formule iTEuleu, ces résultats sont applicables à des poutres lon¬ 
gues, rectilignes, et d’inertie constante. Mentionnons qu’une charge de 
compression répartie q, correspond, dans l’industrie courante, au poids 
propre d’une colonne verticale et, dans l’industrie aéronautique, à une solli¬ 
citation apportée à une membrure par cisaillement d’une tôle mince reliée 
h cette membrure (élément de nervure d’aile par exemple). 

2.71 Charge répartie agissant seule. — La charge critique totale 

(r/L) c est donnée par : 

a) Poutre bi-arliculée (fig. 8 bis a) 





Fig. 8 bis. 


b) Poutre encastrée à une extrémité et libre à Vautre (lig. 8 bis b) 

( 4 io.= . 

Les charges de bout critiques F c des poutres envisagées ci-dessus étant, 

respectivement :—— =—-et - — -- ——^—, on constate qu une 

charge répartie correspond, au point de vue flambage : 

dans le cas a) à une charge debout F = 0,58 qL 
dans le cas b) à une charge debout F = 0,315 qL 

soit sensiblement, pour usage mnémotechnique 


cas a : 




cas b : F= q ^-. 

O 


1 . — Référence : Timoshenko, Théorie de la stabilité élastique § 2.3, Librairie 
Polytechnique, Ch. Béranger, Paris. 
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2.72 Charge répartie agissant en supplément à une charge debout Q. 

— La valeur critique Q„ de la charge Q est donnée par : 
a) Poutre bi-articulée (fig. 8 bis c) 

Q,= -0,53 q L ; 

L 2 

h) Poutre encastrée à une extrémité et libre à l’autre (fig. 8 bis d) 

Q « =£ 7#--°* 315 < 1 L - 
4L- 


Remarques. — 1) Les charges critiques Q c deviennent négatives pour 
des valeurs qL supérieures aux valeurs critiques (qL) c du cas précédent. 
Cela signi/ie que la charge Q doit alors agir en traction pour stabiliser la 
poutre. 

2) En réalité, les coefficients 0,53 et 0,315 sont légèrement variables 


avec le rapport k = 



le premier varie de 0,5 à 0,55 pour k variant de 0 à 3, 
le second varie de 0,3 à 0,325 pour k variant de 0 à 5 (variations sensible¬ 
ment linéaires). 


3) On constate, au point de vue flambage, que les charges réparties 
s’assimilent à dos charges supplémentaires U, respectivement égales aux 
valeurs de F délinies ci-dessus. 


3, FLAMBAGE GÉNÉRAL DES POUTRES COURTES 
RECTILIGNE, DE SECTION CONSTANTE 


3.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

Nous venons de démontrer que l’utilisation de la formule d’E uler 
devait s’arrêter à un certain élément limite K correspondant à une con¬ 
trainte de compression simple égale à la limite de proportionnalité du maté¬ 
riau considéré. 

Nous allons envisager maintenant le cas des poutres d'élancement infé¬ 
rieurs à l’élancement limite l 0 , communément appelées poutres courtes. 
Le phénomène de flambage général se produira donc, pour ces poutres au 
delà de la limite de proportionnalité , c’est-à-dire : soit en (in de période élas¬ 
tique (non rigoureusement proportionnelle), soit en période plastique. Nous 
n’envisagerons toujours, dans ce paragraphe, que le cas des poutres recti¬ 
lignes, de sections constantes sur toute leur longueur, et ne présentant pas 
de tendance au phénomène de flambage local (sections massives, voir § 1. 
ci-dessus). 

Nous donnerons d’abord un aperçu sur une théorie récente connue 
sous le nom de « théorie du module réduit ». Cette théorie, due à Karman, 
est encore relativement peu utilisée industriellement bien qu’elle conduise 
à des vérifications expérimentales très satisfaisantes. Nous indiquerons, 
ensuite, les formules empiriques, d’un emploi pratique, en nous limitant. 
aux plus utilisées en construction aéronautique. 


3.1 THEORIE DU MODULE REDUIT DE KARMAN \ 


. 3.11 Données. — Supposons que la charge de compression F appli¬ 
quée à une poutre droite, immédiatement avant flambage, soit telle qu’elle 
engendre une contrainte de compression simple 


n= 


F 

S 


supérieure à n\. 


1. — Référence : Note n° 20 STAé/EG du 20-5-1943 par W. Barrois. 
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La limite do proportionnalité est donc dépassée et le point correspon¬ 
dant P se situe sur le diagramme « contraint es-déformations » 1 du maté¬ 
riau au-dessus du point A' précédemment défini (voir fig. 8 6 et 9 à). 


3.12 Module tangent. — La tangente à la courbe OA'R en .ce point 
possède, par rapport aux abscisses, une certaine inclinaison qui définit la 
véritable valeur du module d’élasticité de compression en ce point. On dési¬ 
gné cette valeur par le module tannent E, au point considéré de contrainte n. 
Ce module tangent, qui varie en chaque point, est diflerent du module 
d’origine E que nous avons toujours considéré jusqu’ici et qui ne concerne, 
en réalité, que la période de proportionnalité OA. 

3.13 Cas théorique d’un matériau non écrouissable. — Admettons, 
un instant, que le matériau considéré ne soit pas sujet à Vécrouissage. 
Toute augmentation ou diminution très faible (l’allongement à partir de 1 
s’établira, comme en période de proportionnalité, à condition toutefois de 
remplacer E par E t . On trouverait donc comme expression de la charge 
critique de flambage 



Cette charge critique devant être calculée par approximations succes¬ 
sives de telle façon que la contrainte n c -,. qui lui correspond concorde avec le 
module tangent E { adopté, c’est-à-dire que 

—2 T7 

V C;. = " - = n. 

/Y 



© © 



Fig. 9. 


3.14 Phénomène réel. — En fait, pour tous les métaux usuels, tout 
dépassement de la limite de proportionnalité donne lien à un phénomène 
(Vécrouissage. Nous avons vu au chapitre V, paragraphe 5.19, que le « dia- 


1 . — Ce diagramme est supposé établi en compression à l'aide d’un élément repro¬ 
duisant les caractéristiques géométriques des sections et les caractéristiques d utili¬ 
sation du matériau constituant la poutre elle-même. 
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gramme de décharge » après écrouissage s’établissait selon une droite PG 
sensiblement parallèle à la partie initiale OA' 1 . 

[ ne diminution —Ai de la « contraction relative » i qui existe on P, 
sous l’action de F, s’opérera donc avec le module d’élasticité d’origine E, 
tandis qu’une augmentation +\i de i s’opérera, au voisinage de P, avec 
le module tangent E t . 

Or, le phénomène de flexion du à l ’instabilité de la poutre en P engen¬ 
drera précisément une traclion soustractive (et donc une diminution do i) 
dans les parties convexes, et une compression addili.ee (augmentation de i ) 
dans les parties concaves. 

Cette flexion s’opérera donc avec le module E pour les parties tendues 
et avec le module E t pour les parties comprimées. 

INous devrons, par suite, superposer à la contrainte de compression 
constante n existant sur une section droite (fig. 9 6) un diagramme de con¬ 
traintes complémentaires de flexion tel que celui représenté sur la lig. 9 c 2 3 . 

I n tel phénomène de flexion, à deux modules d’élasticité, s’étudie 
d une manière présentant une certaine analogie avec le procédé de calcul 
a rupture des poutres en bois détaillé au chapitre XII, paragraphe 1.31. 

Gu détermine la position de l’axe neutre en écrivant l’équivalence des 
moments statiques par rapport à cet axe des forces cp engendrées par les 
contraintes de flexion le long de la section étudiée (fig. 9 c). 

Gu conçoit donc que la position de cet axe neutre dépendra de la forme 
de la section envisagée. Il en sera, par suite, de même des résultats finals. 


3.lu Module réduit de Ilambage. — Les calculs permettent de faire 
apparaître, pour chaque type de section étudié, une valeur K r homogène à 
un nwuule d élasticité qui entre en jeu dans la formule d'E uler à la place 
de h. 1 

Cette valeur E,. se désigne par : « Module réduit de flambage » do la 
section étudiée. Son expression varie, théoriquement, avec chaque tvpe de 
section, mais il se trouve, en pratique, que celle variation est suffisamment 
laihle pour que l’on puisse- avec une excellente approxiieal ion, utiliser pour 
toutes les sections courantes le résultat moyen ci-dessous :i : 


E,= 3,6 E 

(v'E + 0,9 VE t ) J 


o.lfi Formules de flambage. — La formule d'Euler généralisée aux 
poutres courtes s’écrit alors 


F — " 2 1 


5-2 7? 

<n __ ‘ 

L- 

OU 

--— • 

A 2 


Ces expressions générales admettent comme cas parlimlier celui où 
E = E, c’est-à-dire où le flambage s’effectue pour une contrainte critique 
n n inférieure à la limite de proportionnalité (cas des poutres longues d’élan¬ 
cement /•>/.„ étudiées au paragraphe précédent). 


1 - En réalité, la pente de la « droite de décharge » s'écarte de ce parallélisme 
pour des contraintes avoisinant celle de rupture. Il y aurait alors lieu de considérer 
un « module de déchargé » différent du module d’origine E. 

2. — Ce diagramme est établi en supposant que les sections droites restent planes. 
Les pentes des droites oui le composent sont respectivement proportionnelles à E, 
(parties comprimées) et E (parties tendues). 

3- L erreur commise ne dépasse pas 1,0 % pour des sections droites variant de 
la forme circulaire pleine ou creuse à des formes rectangulaires pleines ou de genre 
caisson (résultat obtenu par le calcul de E r pour chaque type de section). 
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3.17 Exemple d’utilisation de la théorie du module réduit. 

3.171 Données. — Nous avons reproduit, ligure 10 a, une « courbe 
caractéristique contraintes-déformations » en compression simple obtenue 
expérimentalement sur des éprouvettes de profilés en alliage léger type 
24.ST \ 

Il est à noter que cette courbe correspond à Vêlai non écroui de cet 
alliage (voir § 3.181 ci-après). 

La limite de proportionnalité (point A') a lieu pour - n = n e = 
16 kg/mm 1 2 . 

3.172 Considérai ions générales. — Soit une poutre, d’élancement /. 
donné, dont on veut déterminer la contrainte critique n c> . Le problème 
revient donc à connaître la valeur du module réduit E r à faire intervenir 
dans ce cas particulier. Cette valeur de E r se déterminera, elle-même, à 
l’aide d’une valeur du module tangent E,. Or, celle-ci doit précisément être 
celle qui correspond à une contrainte de compression n égale à la con¬ 
trainte critique n c >, cherchée. 

Le problème ainsi posé, dans un cas particulier, nécessiterait donc une 
solution par approximations successives : On se donnerait à priori une con¬ 
trainte n d’où E t , E r et une première valeur de n c -, (différente de n) que l’on 
pourrait utiliser comme base en deuxième approximation, etc... 

Pratiquement, le procédé le plus précis consiste à établir une courbe 
de flambage caractéristique du matériau étudié. 

3.173 Construction de la courbe de flambage. — Cette courbe, tracée 
ligure 10 b, donne, en fonction dos élancements X portés en abscisses, les 
contraintes critiques de flambage n a . Les calculs relatifs h son établisse¬ 
ment sont reproduits, pour quelques points, dans le tableau ci-après. 

a) Calcul de E ( . 

Pour différentes valeurs de i. (colonne 1 du tableau), on détermine, 
d’après la courbe (1), ligure 10 a, les valeurs correspondantes du module 
tangent E*. Ce calcul s’opère en traçant au point considéré une tangente à 
la courbe caractéristique et en mesurant sa pente compte tenu des échelles 
de cette courbe. 

On a. en effet, (analogie avec l;i loi de Hooke) 

A// = E( Ai d'où 

A i 

An cl Ai étant des accroissements correspondants de n et de i mesurés entre 
deux points de la tangente considérée. 

Les échelles, utilisées ici, ayant pour valeur 

en abscisses : 1 mm=10* Ai. 
en ordonnées : 1 mm=0,5 kg/mm 2 , 

ia différence des ordonnées des points de rencontre d’une tangente avec les 
verticales élevées en i = 0 et i = 30 (Ai = 150) mesurent directement E t à 
l’échelle 

1 mm = 10‘ = 100 kg/mm*. 

U,O 


1 . — Alliage américain possédant des caractéristiques de résistance intermédiaires 
entre celles des alliages français AU4G (duralumin normal) et AU4G1 (duralumin à 
forte résistance). Voir Planche 12. 

2. — On adopte généralement, pour cet alliage, une limite élastique convention¬ 
nelle égale à 28 kg/mm=. 



Contr 



,0 10 30 30 sot» 60 \J0 00 ^^<00 «0 <60 

Fie. 10. 
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Le module d’origine E est mesuré par la pente de la droite OA, soit 
cd= 73 mm = 7300 kg/mm 2 . 

Voir valeurs de E t , colonne '2 du tableau ci-après, et courbe (2) figure 
10 a l . 

b) Calcul de E r . 

On déduit, dos valeurs do E,, celles du module réduit de flambage E,, 
à l’aide de E expression donnée au paragraphe 3.15, que l'on a avantage a 
mettre sous la forme suivante, pour effectuer les calculs 

l-:, 

Er=3,6 E - — ;t * 

Voir colonnes 3 à 6 du tableau ci-après. 

c) Correspondance de E r et de Vélancement À. 

On doit avoir, en chaque point 

~ 2 T7 ît“ E. 

n=n e , = -—— soit A-= _- 

c " À 2 _ n 

d'où ' 

Les valeurs de n sont lues, en chaque point, sur la courbe (1) figure 10 a. 
Voir colonnes 7 à 9 du tableau. 


TABLEAU DE CALCULS 




Calcul de E r 

Corresp 

undance entre 

E r et ’/. 

ixio* 

E t 

E, 

/Et_ 


E r 

n=n c \ 

' 

A 



E 

V E 

\ V 



n 



kg/nim- 




kg/nnn 2 

kg/nim- 



ara 

7300 

1 

1 

3,6 


0 

oo 

30 

10 

7300 

1 

1 

3,6 


7,30 

1000 

99,4 

20 

7300 

1 

1 

3,6 





30 

5800 

0,795 

0,892 

3,250 

6425 



54,7 

50 

2430 

0,333 

0,577 


3790 

28,35 

134 

36,4 

70 

1410 

0,193 

0,439 

1,946 


31,95 

81,5 

28,4 

90 

950 


0,361 

1,755 

1945 


56,9 

23,7 

110 

675 

0,0925 

0,304 

1,622 



42 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 


d) Courbe de flambage. 

La courbe de la figure 10 b (en trait continu) s’obtient donc, par points, 
à l’aide des valeurs de A et de n = n c >. correspondantes. 

Au-dessus de Y élancement limite 


A 0 = 71 \ ' 

V n‘ 


E 


,r V 


7300_ _g 7 2 
16 


1 . — n est, pratiquement, nécessaire de tracer cette courbe pour corriger les 
imprécisions dues au tracé des tangentes. 
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on retrouve la courbe (I’Euler (partie utile) (réquation 


3.J74- Exemple d'application. — Soit à déterminer la charge critique de flam¬ 
bage d’un tube rectangulaire en AU4G 1 de dimensions : 64x32x 1,6 appartenant 
à un système Iriangulé. Longueur des nœuds : L' = 1,1 ni. 

Caractéristiques de section : 

S=281,6 mm 3 ; I min=53830 mm 4 


P min = » / _53830_ -13 g mm _ 

V 281,6 

Adoptons un coefficient d’encastrement a =0,633 tenant compte de la conti¬ 
nuité de la barre de part et d’autre des nœuds (§ 2.45). 

Elancement effectif : 


, U 1100 rA 

A=a — =0,633 —-=50,45. 

P 13,8 

La courbe figure 10 b donne directement 

n c \ =22,7 kg/mm 3 

d’où F C =S • n a =281,6 • 22,7 = 6390 kg. 

Remarque : Cette application suppose qu’il ne se produit pas de flambage 
local des parois du tube considéré avant la contrainte n c ,. (Voir ci-après). 

3.18 Difficulté d’application de la théorie du module réduit. — L’ap¬ 
plication de la théorie du module réduit nécessite dont: la connaissance 
préalable de la courbe caractéristique « conirainles-dé formations » propre 
au matériau utilisé. Une telle courbe s’établit expérimentalement en com¬ 
primant progressivement une éprouvette entre les plateaux d’une machine 
d’essai et en mesurant ses raccourcissements à l’aide de comparateurs ou 
dextensometres montés sur cette éprouvette. 

.Mais, en réalité, plusieurs facteurs peuvent influencer considérable¬ 
ment I exactitude de cette opération. Ce sont, notamment, V écrouissage 
préalable et le flambage local. 

3.181 Influence de lécrouissage préalable. — Supposons que la déter¬ 
mination de la courbe expérimentale de la figure 10 a ait été effectuée 
après iine compression préalable de U éprouvette d’essai, sous un taux supé¬ 
rieur à celui de la limite de proportionnalité. Il se serait produit un écrouis¬ 
sage' préalable. 

Supposons, par exemple, une compression préalable au taux 
n = m kg/mm 2 (point B, lig. 10 a). Au lieu d’obtenir la courbe OBC, on 
aurait obtenu la courbe O'BG. 

Entre n = O et n==26 kg/mm 2 le module tangent, E, et, par suite, le 
module réduit E r auraient été égaux au module d’origine E. Au-dessus de 
cette nouvelle partie linéaire, on aurait retrouvé, à contraintes égales 2 , les 
memes valeurs de E t et de E r que dans l’application précédente (mêmes 
pentes des tangentes). 

Les courbes de variation de E t et E,. auraient donc possédé une-discon¬ 
tinuité (théorique) au niveau du point B (deux tangentes différentes en ce 
point). 


1. — Nous supposerons que la courbe de la fig. 9 a est valable pour cet alliage. 

2. — Et non pour les mêmes valeurs de i (origine décalée). 
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JNous aurions, finalement, obtenu la courbe (le flambage DA'liB'L (fig. 
10 b), c’est-à-dire que la partie utile de la courbe d Eüleh aurait été pro¬ 
longée de la portion A'R comprise entre les ordonnées n e - A = 16 et 25. 

Remarque. — En réalité, le point, anguleux, en H, de la courbe con¬ 
trainte-déformations après écrouissage (fig. 10 a) est théorique. On consta¬ 
terait, pratiquement, un léger « congé de raccordement » autour de ce point. 

En admettant, par exemple, le raccordement B, 13, représenté ligure 
10 a, on obtiendrait la courbe de flambage D.VB 1 B 2 C (lig. 10 b). 

Conséquences. — I n écrouissage préalable a donc pour effet de surélever 
la courbe de flambage dans une certaine région, c’est-à-dire d 'augmenter 
la résistance au flambage des poutres dont l’élancement correspond à cette 
région modifiée. 

En admettant la courbe modifiée AMP 15, (lig. 10 b) on trouverai!, par 
exemple, dans le cas de l’application du paragraphe 3.174 : l = 30,45. 

«*=24,7 kg-/mur, au lieu de n C/ =22,7 kg/miri 2 

pour l'élut non écroui, soit une différence relative de 8,1%. Or, en prati¬ 
que, les poutres travaillant en compression sont susceptibles de recevoir, 
d’une façon usuelle, des charges entraînant un écrouissage préalable. 11 
résulte de ce fait, une certaine incertitude sur leur résistance réelle au 
flambage. 

En conclusion pratique, comme il est difficile de préjuger de l’état exact 
de ces poutres au moment où elles devront encaisser sans flamber leur 
« pointe de charge » maximum, il est prudent d utiliser, pour leur dimen¬ 
sionnement, la courbe caractéristique, à l’état non écroui. 

3.182 Influence du flambage local. — L’apparition d'une instabilité 
locale, dans le cas des poutres de sections minces (profilés, tubes, caissons 
composés, etc...) conduit également à une modification profonde des cour¬ 
bes caractéristiques. En particulier, le module tangent E, diminue et le 
module do déchargement devient différent du module d’origine E (sa valeur 
diminue également). Les modifications entraînent une diminution de la 
résistance au flambage (voir ei-nprès). 

3.183 Flambages théoriques cl réels. — L’expression de E r servant 
de hase à la théorie du module réduit est établie dans le cas théorique d'un 
flambaae infiniment brutal au niveau de la contrainte critique. Or. nous avons 
déjà dit au paragraphe 2.2 que, par suite des défauts d'homogénéité ou 
de rectitude des poutres, le fléchissement pouvait apparaître, en réalité, 
pour des charges inférieures à la charge critique. 11 en découlerait une 
modification du raisonnement et des calculs servant à déterminer E,.. La 
charge critique calculée dans l’hypothèse théorique devient une limite supé¬ 
rieure de la charge de flambage réelle. 

3.19 Conclusion. — La théorie du module réduit fournit une solu¬ 
tion générale très séduisante à l’étude des phénomènes de flambage. Cette 
théorie sera pratiquement utilisable, dans le domaine industriel courant, 
quand on connaîtra avec-certitude les courbes « contraintes-déformations » 
<le tous les métaux usuels, dans leurs états exacts d’utilisation et pour tou¬ 
tes les caractéristiques de sections utilisées. 

11 est à signaler que des essais récents, effectués, notamment sur des 
éprouvettes en alliages légers et en acier au chrome-molybdène, ont démon¬ 
tré une concordance très satisfaisante entre les valeurs calculées, et les 
valeurs expérimentales. 
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3.2 FORMULES EMPIRIQUES. 

3-20 Principe général d’établissement. — En attendant une utilisa¬ 
tion généralisée de la théorie du module réduit, on continue à employer 
industriellement des formules empiriques que nous exposions ci-dessous 1 
dans le cas des poutres ne présentant pas de tendance au llambage local 2 . 

Leur principe général d’établissement consiste à substituer à la courbe 
d 'Euler, en dehors de ses limites d’application (poutres courtes d’élance¬ 
ment intérieur a A 0 ), une courbe traduisant, au mieux, des résultats expéri¬ 
mentaux moyens. On doit, en particulier, retrouver pour un élancement 
'. = () la contrainte admissible en compression simple n ca . 

La comparaison entre ces diverses formules est mise en évidence par 
le diagramme de la ligure 11 relatif à un acier donnant un taux n ra égal 
à 08 kg/mm 2 et un module d élasticité d’origine E = 20000 kg/mm 2 (acier 
20GD4, traité à R = 08 ; voir planche 11). 

Il importe de ne. pas attribuer à. ces formules empiriques la valeur d’une 
réglementation absolue, ce qui est d’ailleurs mis en évidence par les diffé¬ 
rences de résultats auxquels elles conduisent (fig. 11). 

3.21. Formule de Rankine. — Elle s’exprime par la relation 


n c> = -- nca 

n. 


1+ -f ca p - A» 


G est 1 une des plus anciennes formules de flambage qui n’est plus 
guere utilisée actuellement en construction aéronautique. 11 est facile de 
voir., en égalant son expression à celle d 'Euler, que sa courbe représenta- 
- tive ne rejoint celle d Euler qu’à l’infini (fig. 11). Elle conduit, en géné¬ 
ral, a des valeurs trop défavorables des charges critiques, tout au moins 
pour les forts élancements où la formule d 'Euler reste applicable. 


3.22 Formule de Johnson. 



lira" 

À" 

't'CA ,v ca 

4 TT 

E‘ 


Gette formule est principalement utilisée en construction aéronautique 
aux Etats-Unis. • 

Sa courbe représentative est tangente à celle d’Eui,ER pour nu élanee- 
ment, limité r # défini par 


> 77 ./.'» 


ce qui donne pour le duralumin A.U4G (fi =.700 kg/mm 2 ; n,. a = 40 kg/mm 2 ). 


= 59 


et pour l’acier 20CD4 (fig. 11) : E=20000 ; n,„ = <>8. 


*/ . / 2 x 20000 „ 

A --'* V — =76 - 2 - 


1 ' , Noi h s nous sommes limités aux trois formules les plus usuelles en construc¬ 
tion aeronautique. 

2. — Les expressions de ces formules seront modifiées au § 4-222 pour tenir 
compte de ce phénomène. 





Contraintes critiques ne.,. Ucff/mmxj 
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Cet élancement limite définit, pour chaque cas particulier, la limite 
inférieure d'utilisation de la formule de Johnson. 

Pour l > à / 0 il convient d’utiliser la formule d Euler. 


comparaison 


des formui.es empiriques de flambage pour l’acier 20CD4 



Remarque. — En remplaçant par sa valeur dans l’expression de 
n o> , on constate que relancement limite correspond à une contrainte 


La formule de Johnson n’est donc utilisable que pour des contraintes 
de compression supérieures à la moitié de la contrainte limite admissible. 
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3.23 Formule de Strand. 




— X 1 — Ee • 

n c \ — Rca 

e 

n ca 


Dans cette formule e est la base des logarithmes népériens (voir chap. I, 

€ =2,71828... 

Son expression exponentielle, qui rend son emploi numérique direct 
pou aisé, facilite au contraire sa représentation graphique sur des abaques 
en coordonnées logarithmiques (voir ci-après § 4.23). 

Cette formule est la plus utilisée en construction aéronautique fran¬ 
çaise. 

Sa courbe représentative qui s'écarte peu de celle de Johnson (fig. 11) 
est tangente à celle d’ Euler pour un élancement limite l" 0 défini par 



On a donc 

A" 0 _ élanc* 1 limite Strand _ e_ _^ ^gg 

/V 0 élanc‘ limite Jonhson _ V 2 ~ ’ 

pour le duralumin ÀU4G : À" n = 08,8. 
pour I ’acier 20CD4 (fig. I I) : X" 0 = 88,8. 

La valeur de â" 0 définit également la limite inférieure d’utilisation de 
la formule de Strand, au-dessus de laquelle il y a lieu d’utiliser la formule 
d’EuLER. 

:U CONCLUSION. 

Il importe de retenir, en conclusion aux études ci-dessus, que le flam¬ 
bage dans le domaine plastique est lié intimement à Volai <V utilisa lion du 
matériau. Nous avons vu, en effet, que cet état influençait considérablement 
la valeur du module réduit E,. et on le retrouve également dans les for¬ 
mules empiriques ci-dessus où entre la contrainte n ca . Les charges cle flam¬ 
bage des poutres courtes sont donc tributaires des traitements thermiques 
des métaux qui les constituent , contrairement à celles des poutres longues 
f§ 2.53). 

dette conclusion fournit un argument justificatif à la dispersion souvent 
lorl décevante constatée au cours d’essais expérimentaux concernant le 
flambage de ces poutres. 


4. FLAMBAGE LOCAL ET FLAMBAGE GÉNÉRAL 
DES POUTRES RECTILIGNES DE SECTIONS MINCES 

4.1 CONTRAINTE CRITIQUE DE FLAMBAGE LOCAL. 

4.11 Définition. — Nous avons désigné, au paragraphe 1.2, par flam¬ 
bage local un phénomène d’instabilité prenant naissance dans une zone 
localisée d’une poutre de sections minces, soumise à un effort de com¬ 
pression. 

Cette instabilité, qui ne correspond pas à un effondrement immédial de 
la poutre, contrairement au flambage général, peut cependant pratiquement 
limiter la résistance des poutres courtes et surtout influer considérablement 
soi- le flambage général en créant une « amorce de déséquilibre. ». 
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Nous désignerons par n cu la contrainte do compression simple donnant 
lieu à l’apparition du lia in liage local. Celte contrainte critique de llambage 
local est, théoriquement, indépendante de la longueur de la poutre étudiée. 

(>n l’évalue en l'onction d’un « indice de minceur » caractéristique de 
chaque section droite. Cette détermination peut se faire, soit par des 
méthodes expérimentales, soit par des calculs théoriques, soi! enfin à 1 aide 
de formules empiriques. 

4.12 Méthodes expérimentales. — On soumet a des charges de com¬ 
pression des éprouvettes courtes ayant même section que la poutre ou do 
profilés étudiés. Des précautions particulières doivent être prises : il faut 
notamment que les éprouvettes soient parfaitement dressées et que, les 
plateaux de la machine d’essai soient rigoureusement parallèles cl guidés 

Le souci d’éviter le llambage général conduirait à adopter des éprou¬ 
vettes très courtes telles que leurs élancements ellectifs soient in le rieurs 
à 10, par exemple. 

Mais on se heurte à une difficulté pratique provenant de rinduence des 
encastrements de l’éprouvette sur les plateaux, ce qui conduit, finalement, 
à adopter des élancements supérieurs ()> compris entre 10 et 20), sous 
réserve d’efl'ecluer, au besoin, une correction de flambage général à 1 aide 
des formules ci-après (formule de Stuand généralisée, par exemple) utili¬ 
sées en sens inverse de leur emploi normal. 

Cette méthode expérimentale est pratiquement la plus sûre et ,son 
emploi est toujours à conseiller quand on cherche à définir le type do réali¬ 
sation d’une structure (choix des rnidisseurs d’un caisson ou d’une coque, 
par exemple). 

4.13 Calculs théoriques. — 11 existe différentes méthodes de calculs 
théoriques qui sont toutes relativement récentes et encore en cours d’évo¬ 
lution. 

Le problème se traite dans chaque cas particulier en se donnant, a 
priori, une « allure de déformation » et en cherchant les conditions de sta¬ 
bilité qui en découlent. Ces allures de déformation sont d ailleurs suggérées 
par des essais expérimentaux. 

Nous ne donnerons pas ici l’exposé des calculs qui sont généralement 
assez complexes, mais nous nous limiterons à reproduire quelques résultats 
pratiques. 

Abaques <\ points alignés. — Ces résultats sont traduits sous forme 
d’abaques à points alignés, extraits d'une élude exécutée par M. Cabines. 
ingénieur à la S. N. C. A. S. E. 


On trouvera 


Planche 26 
Planche 27 
Planche 28 


Le cas des cornières à ailes égales, 
Le cas des tubes carrés, 

Le cas des tubes circulaires. 


L’usage de ces abaques est explicité sur chacun d’eux. 

Le paramètre enlrant en jeu pour déterminern m , est un indice, de min¬ 
ceur fi défini dans chaque cas particulier. 

Les formules servant au tracé do ces abaques sont de la forme générale 
suivante : 


en période élastique : n co = 


_ K —' c< n B- 

en période plastique : n eo =n ca ■ e Ee ' 

(avec e = 2,71828). 

On remarquera l’analogie de ces formules avec celles d Euler et de 
1 . — Ces précautions exercent une influence capitale sur les résultats obtenus. 


P. VALLAT. 
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Stand. L’élancement À s’y trouve remplacé par « l’indice de minceur » |î 
et le coefficient K comprend l’influence de paramètres propres à chaque 
type de section ou de métal. Les valeurs de K sont indiquées sur chaque 
•abaque. 

Le passage d'une formule à l’autre se trouve pratiquement réalisé sur 
les abaques des Planches 26 et 27 par la condition do recoupement ou de 
tangence de la droite d’alignement et des courbes n ca , explicitée sur cha¬ 
cun d’eux. Dans le cas des tubes circulaires (Planche 28), le flambage local 
se produit toujours en période plastique pour les valeurs de p envisagées 
(valeurs extrêmes usuelles) ce qui explique l’absence de cette condition de 
tangence. 


4.14 Formules empiriques. — Nous donnons, dans le tableau ci-après, 
un groupe de trois formules essentiellement expérimentales adoptées, en 
France, par le S. T. Aé. 

Il est à remarquer que leur forme générale s’apparente à celle de la 
formule de Rankine (§ 3.21) dans laquelle la variable 2 serait remplacée 
par l’indice do minceur |3. Elles s’appliquent respectivement à chacune des 
formes de sections figurées. 



4.16 Comparaison des résultats. — Comparons les résultats donnés 
par les abaques à points alignés et les formules ci-dessus dans deux cas 
particuliers : 


a) Tube carré AU4G de 64 x 64 x 2, n ca = 40 kg/mm 2 . 


abaque Planche 27 : (avec (3= =31) ; n co =23,7 kg/mm 2 

formule, empirique 


n r „ = 


40 


1+3 • 31 


40 

7000 


s- =26,1 


kg/mm 2 . 


b) Tube étiré rond, acier '!' = 50, e = 2, n ca = (18 kg/mm 2 . 

abaque Planche 28 : E =20000 kg/mm 2 
n co =65 kg/mm 2 


/?= =12 


formule : n,„ = 


68 


1+3x12 loir 


= 60,6 kg/mm 2 . 
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Ces exemples montrent que la concordance entre les résultats est rela¬ 
tivement lontaine. Aussi, n’y a-t-il pas lieu d’appliquer aux théories corres¬ 
pondantes la valeur de règlements formels. 

4.16 Largeur portante d’une tôle pliée. — La théorie du flambage 
local des cornières permet de faire ressortir une notion très intéressante 
appelée « largeur portante » d’une tôle au niveau d’un pliage. 

Cette largeur portante est la dimension fictive 1r 

des ailes d’une cornière qui supporterait la même i .j _ 

charge de compression que la tôle pliée considérée a _.... : 

avec un taux de travail égal à la limite de propor¬ 
tionnalité 1 (fig. 12). ; 

On trouve, dans le cas du duralumin AU4G, ; 

que cette largeur portante b mesure environ 15 fois 
l’épaisseur e, soit b = 15e, ce qui autorise un e 

taux de compression local de l’ordre de 22 kg/ 
mm 2 . Elle définit donc la largeur utile maximum Fig. 12. 

à donner à un bord tombé de raidissement d’une 

lôle comprimée. 11 est pratiquement illusoire d’augmenter, au delà de cette 
limite, la largeur d’un bord tombé dans l’espoir d’accroître l’inertie. 

4.17 Flambage local en flexion. — Les parties comprimées d’un tube 
mince travaillant en flexion tendent à flamber localement. Des calculs théo¬ 
riques montrent que le flambage local se produit pour une contrainte supé¬ 
rieure d’environ 30 % à la contrainte critique de flambage local en com¬ 
pression uniforme 

n, 0 w 1,3 n ca . 

Cet accroissement de stabilité provient de l’influence favorable de la 
proximité des parties tendues. 

4.2 FLAMBAGE GENERAL DES POUTRES MINCES. 

4.21 Poutres longues (flambage élastique). — Pour les poutres lon¬ 
gues (c’est-à-dire pour celles possédant un élancement effectif l supérieur 
à l’élancement limite l n (§ 2.52), la charge et la contrainte critiques de flam¬ 
bage général sont toujours données par les formules d’EuLER : 

F _ El • n . _ - 2 E 

c “ L 2 ’ 

sous réserve toutefois que l’on obtienne 

n c% <,n co . 

Cette condition est, en général, satisfaite pour toutes les formes de sec¬ 
tions usuelles qui admettent un taux de flambage local n co supérieur à la 
limite de proportionnalité n\ (limite supérieure de n eX d’EuLER). 

Dans le cas contraire, c’est-à-dire si l’application de la formule d’EuLEu 
donne 

“ü? > 1lco 

on admet généralement, et d’une façon défavorable, que la contrainte cri¬ 
tique de flambage général coïncide avec l’apparition du flambage local, soit, 

n e v=n c 


1. — Nous trouverons, au chapitre XIX, une notion similaire appelée « largeur 
équivalente en compression » des tôles minces raidies. 
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4.22 Poutres courtes. — (Poutres d’élancement effectif : X</. 0 ; flam¬ 
bage plastique.) 

4.221 Théorie dit module réduit. — Ainsi que nous l’avons indiqué 
au paragraphe 3.182, la théorie du module réduit permet d’étudier le flam¬ 
bage général des poutres de sections minces, à condition d’établir préala¬ 
blement, les courbes « contraintes-déformations » à l’aide d’éprouvettes 
reproduisant exactement les caractéristiques des sections droites. Le phé¬ 
nomène de flambage local se trouve ainsi inclus dans l’allure de ces cour¬ 
bes caractéristiques et, par suite, dans les résultats linals. 

4.222 Formules pratiques. — En l’absence do ces courbes expérimen¬ 
tales, on continue, en période plastique, à utiliser les formules empiriques 
exposées au paragraphe 3.2 en leur apportant, toutefois, la modification 
suivante. 

On admet que la contrainte critique de flambage local constitue une 
limite supérieure de la contrainte admissible en compression simple ; c’est- 
à-dire que pour un élancement X = 0, on obtient 

n C: . = i U-,,. 


11 suffit alors de remplacer, dans ces formules, le terme n ca par le 
terme n co pour obtenir leurs expressions généralisées au cas des poutres 
minces. 

On obtient ainsi, pour les formules les plus utilisées en construclion 
aéronautique : 

Formule de Johnson 


n c >. — ii co 


l'co 2 X- 

4 ;r 2 E ' 


Formule de Slrand 


— \- 


n. 


n c -k=n eo ■ e 


-- E e. 


4.23 Abaques de Strand-Euler. — Pratiquement on utilise, en France, 
des abaques traduisant les expressions associées des formules de Strand 
et d'Eru:ii. Comme nous l’avons indiqué au paragraphe 3.23. les courbes 
représenlatives de ces deux foi-mules sont, en effet, tangentes en un point 
dont l’abscisse a pour valeur, dans le cas des sections minces 


(Pour X > X"o : formule d’Euler, cl pour X < i" 0 : formule de Strand.) 
Ces abaques peuvent être utilisés indifféremmenl pour les sections 
minces ou massives. 


4.231 Abaques en coordonnées rectangulaires. — Ces abaques, les 
plus répandus, se présentent en coordonnées rectangulaires comportant en 
ordonnées une graduation logarithmique. 

Leur principe d’établissement est le suivant : 

Prenons le logarithme népérien des deux membres de la formule de 
Strand écrite ci-dessus, nous obtenons 1 

L n c \ = L n co —A 2 • 

-- E e 


1. — On sait, en effet, que Le (logarithme népérien du nombre e) = 1. Voir chapi¬ 
tre 1. § 2-o. 
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hn portant x - X J en abscisses cl y = L n eX on ordonnées (c'est-à-dire 
en 11 lilisant pour ces ordonnées une graduation logarithmique) cotte c\ 
pression se représente, pour une valeur donnée de n ( .„, par une droit e don! 

I équation est de la forme 

?/ = c,—c a x 

c. et C 2 étant des constuntes'tributaires de n co . 

courhr JtSpÎ- a 0 / 10 ' " co ’ ? n °Ç tien V Un réS(an ,le droiles tangentes h la 
e d Llllei ( 1,acee sur mémo diagramme) aux points d'abscisses 

x=~- 

ll-CO 

dire pour 3^^,“ " n nba< > ne p0ur chat I TO valeur de E. c’est-à- 

aux Pla " Che , 3 ° de , UX de ces aba ques classiques relatifs 

IU\ acieis (h-,.0000 kg/mm 2 ) et nu duralumin ' (R = 700() kg/inm 2 ) 

Leur usage, 1res simple, est le suivant (fig. 13). 7 ' 



On calcule n, a l aide des formules du paragraphe 4.11 ou des -iln 
ques do s planches 26 à 98 On porto celle valeur en ordonnée ■ point A) fe 
qu. définit une droite de Strand AT. I-,,,,,. uneabscissr l * comprise entre*0 

r ph,) on oMieri 

sur d ' EC “ B> 0bti ™‘ ^ 

rr,,i,r“ st „t sse s x&sri 


modo d’emploi que les abaqiïes dos PÏano.ms «T28«T m ' 
Il présente l’avantage, sur ceux de la planche 30, 'd’être 
et plus précis pour les faibles valeurs de X. 

Son utilisation est indiquée sur ln Planche 29. 


plus général 


t C.» HlUi Jù 


t iiiurj! t. 


norte ni?, CG , dernier aba 9 ue - nous avons, pour de: 

Porte X- en ordonnées et n co , n c . en abscisses. 

porter^!* Gnvisagée n ’ est l» s sujette au flambage local (section massive). 
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Le passage de Strand à Euler est toujours matérialisé par la condition 
de sécance ou de tangence de la droite d’alignement avec la courbe centrale 
(courbe n co ) qui n’est autre ici que l'enveloppe des différentes droites de 
Strand. 

Exemple d’application. — Tube rond de 32x1,0 en AU4U 

/?= R - _ i 6 ~ Q ’ 8 =9,5 
c ~ 1,6 


7i co =y« kg/mm* (valeur obtenue Planche 28 en alignant y3=9,5 et n ca =40). 

Portons cette valeur sur la courbe centrale de la Planche 29. 

a) Envisageons un élancement effectif X = 30. On obtient directe¬ 
ment n c , = 31,2 kg/mm 2 à l’aide de la droite d’alignement X (ÀU4G) — 
n co Car, cette droite ne recoupant pas la courbe n co à droite du point 38, 
on se trouve dans le domaine de Strand (poutres courtes) ; 

b) Envisageons un élancement effectif X=90. Il y a lieu de lire n c . 
sur la tangente à la courbe n co issue de ce point (car la droite d’alignement 
recoupe la courbe n co à droite de 38). On obtient 

n c -,. = 8,5 kg/mm-. 

c) Remarquons que l’élancement limite de Strand est donné dans le 
cas considéré par la tangente à la courbe n co au point 38 qui coupe l’échelle 
de gauche à une ordonnée 


qui correspond bien à 


A (AU4G) = 70,3 


,-77 y/- 


7000 ■ 2,718 


= 70,3. 


5 . FLAMBAGE GÉNÉRAL DES POUTRES 
RECTILIGNES DE SECTIONS ÉVOLUTIVES 

5.1 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

La résolution théorique des problèmes de flambage se trouve sérieuse¬ 
ment compliquée lorsque les sections droites changent de forme ou de 
dimensions le long d’une meme poutre, dont nous supposerons toujours 
1 axe longitudinal rectiligne. 

Le problème doit s étudier dans chaque cas particulier. 

Nous donnons ci-après une formule simple (approchée) et des abaques 
dont les restrictions d’emploi sont les suivantes : 

a) Ces-cas particuliers ne concernent que des poutres articulées à leurs 
deux extrémités (hypothèse servant de base à l’établissement des formules 
correspondantes). On conçoit, en effet, que la notion de « longueur équi¬ 
valente », ou d’« élancement effectif » perd ici tout son sens puisqu’on ne 
Peut pas définir d’élancement (I et S variables). 

11 n’est donc pas rigoureux de corriger les données ci-dessous à l’aide 
des coellicients d’encastrement « précédemment définis (§ 2.41). 

, b) Les résultats auxquels on aboutit ne sont, en toute rigueur, valables 
qu en période de proportionnalité des matériaux (comme la formule d’Eu- 
eer) La contrainte de compression est, d’ailleurs, variable le long des poutres 
(sections variables). Si la charge critique calculée F c donne lieu, sur une 
partie notable de la poutre, à un dépassement do la contrainte limite de pro¬ 
portionnalité n e on pourra grossièrement affecter cette charge critique d’un 
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abattement proportionnel à celui de Strand par rapport a EulerOn déter¬ 
minera pour ce calcul, « relancement apparent » de la poutre à 1 aide de 

/ F c ' 

la section moyenne des parties travaillant plastiquementI 


S 


n 


et cet 


abattement pourra être lu sur les abaques Planche 30 (différence d’ordon¬ 
nées entre la droite de Strand et la courbe d’Euler) pour l’élancement appa¬ 
rent considéré. , . 

Notons que cette correction peut également s’effectuer à 1 aide de la 
théorie du module réduit en calculant E r pour la meme section moyenne 
des parties assujetties à travailler plastiquement. Ces méthodes approchées 
sont d’ailleurs défavorables. 


5.2 POUTRES DONT LES SECTIONS ÉVOLUENT PROGRESSIVEMENT 
ET SYMETRIQUEMENT. 

Ce cas est schématisé ligure,44 par une barre dont la forme varie symé¬ 
triquement par rapport au plan transversal médian xx. 



Désignons par 1 le moment d’inertie minimum des sections extrêmes 
et par Y le moment d’inertie minimum de la section centrale. 

En étudiant diverses « variations types » de l’inertie minimum des sec¬ 
tions intermédiaires, on établit que la charge critique de flambage est don¬ 
née par la formule moyenne ci-dessous 1 


8 EV_ 1,92 El 
L 2 L 2 


Cette formule peut être utilisée avec une bonne approximation, sous 
réserve des restrictions ci-dessus, pour toutes les allures de variation d'iner¬ 
tie à condition qu’elles soient progressives et symétriques. 


Remarque. — Si l’on fait I = F (inertie constante), on obtient 


9,92 El 

- jj 



5.3 POUTRES RENFORCÉES SUR UNE PARTIE DE LEUR LONGUEUR. 

Ce cas se rencontre assez fréquemment, dans la pratique, pour des 
pièces s’étant révélées insuffisantes et qui ont été renforcées sans modifier 
leurs attaches. 

C’est également le cas de certaines barres longues de structures trian- 
gulées aeronautiques pour lesquelles la solution d’un renfort local de flam¬ 
bage peut aussi devenir celle de poids minimum. 


1. — Référence : Leçons sur la Résistance des matériaux, par A. Caquot (cours 
IC.N.S.Aé). 
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Nous donnons Planche 31 doux abaques permettant le calcul de la 
charge critique de flambage dans les deux cas suivants : 

■poutres longues, renforcées en leur milieu : abaque n° I ; 
poutres longues, renforcées à une extrémité : abaque n° 2. 

La charge critique de flambage s’exprime en fonction de la charge 
d 'Euler de la poutre non renforcée. 

La comparaison des deux diagrammes mon Ire qu’un renfort central 
esl beaucoup plus efficace qu'un renfort extrême. 

Nous rappelons que les restrictions d'emploi énoncées au paragraphe 5.1 
s’appliquent à ces abaques. 

Si la charge de flambage F,, donne lieu à des contrninles supérieures à u' e 
dans les parties non renforcées, une indication approximative de la résis¬ 
tance pourra être donnée en appliquai!! directement le coefficient correc¬ 
teur n des abaques à la charge critique de la poutre non renforcée déduite 
des formules de Stranii ou de Johnson. 

Application numérique. — Tube rond en acier 20CD4, D =40, <> = 1,5, L=1500 
mm (entre articulations) renforcé par un manchon central tubulaire réalisé par 
une tôle roulée d’epaisseur e'=2 mm soudée sur le tube et de longueur / = 450 mm. 

Caraeterisques du tube non renforcé : 


1-33675 min 4 ; charge d’Euler : 


• miOÜ • 33675 


= 2960 kg. 


L 2 1500 2 

Caractéristiques du tube renforcé : diamètre 44 mm, épaisseur 3,5 mm. 

T, =92100 mm 4 . 

Paramètres du renfort : 


l _ 450 __ n « 
L 1500" ‘ * 


j- =2,73 


d ou p = 1,52 (abaque n° 1). 

Charge de flambage de la poutre renforcée : 

1,52x2960=4500 kg. 

Contrainte de compression correspondante des extrémités (S = 182 mm 2 ) 

»■■= -qgg- =24,7 kg/nun 2 . 

sidérI'"cpii C a^po^ it vahfur i ”/c=30 I kg^m a !”™^ e d ® P^Portionnolilé de l’acier con- 
L" résultat ci-dessus &st donc valable sans correction. 


fi. 


FLAMBAGE DES POUTRES DROITES COMPRIMÉES 

ET FLÉCHIES 


6.1 GENERALITES. 

6.11 Combinaison de la flexion et des efforts longitudinaux_\u 

cours de 1 etude de. la flexion composée des poutres (chap. IN, § 3.22) nous 
avons admis que la superposition des contraintes normales dues au mo¬ 
ment fléchissant M et à l’effort normal N s’effectuait simplement d’une 
Inron algébrique pour chaque élément de section droite d’une poutre Celle 
simple superposition n’est, en réalité, acceptable que si les déformations de 
flexion de là poutre sont très faibles, ou si l’effort normal csi. peu élevé. 

Ln ellct, considérons (flg. 13) une poutre rectiligne sur deux uprçuâs \ 
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et B, soumise à des charges transversales de flexion produisant à elles 
seules un moment fléchissant: M et une ligne élastique déformée ACB de 
flèche y appréciable. 

Superposons à ces charges un effort de compression F. Sa ligne d'action 
possédant un certain bras de levier par rapport à la poutre déformée, l'ef¬ 
fort F produira un moment fléchissant supplémentaire g dont la valeur en 
chaque point sera déterminée par la nouvelle position d'équilibre de la pou¬ 
tre (position AC/B par exemple de flèche y’>y)- 
Le moment fléchissant final deviendra donc 

M' = M+|W > M 

et c’est ce « moment amplifié » qui doit entrer en ligne de compte pour 
composer les contraintes correspondantes avec celles dues à F. 


F 

\ 1 

1 1 J 

J î „ 

—~-— Y t " 


A ^ ^ 

——-*—*—-- 

,c ■- —— “ 

B 


n —- 

Fig. 15. 


Si l'effort normal F était exercé en traction au lieu de 1 être en com¬ 
pression, l’effet produit sur les flèches et. les moments serait inverse (dimi¬ 
nution de y et de M). 

Nous voyons donc que, dans le calcul des poutres chargées transversa¬ 
lement et longitudinalement, les déformations de ces poutres devraient en 
toute rigueur, intervenir pour le calcul même des moments fléchissants. 

6.12 Influence de la flexion sur le flambage. — On ne lient, généra¬ 
lement, pas compte des effets correcteurs ci-dessus pour le calcul, eu flexion 
composée, des éléments courts ou peu déformables, mais il est nécessaire 
d'en tenir compte pour des éléments risquant de périr par flambage. 

La théorie générale de ce phénomène permet de faire ressortir la con¬ 
clusion suivante : 

Il n existe plus en flexion-compression de charge critique de flambage 
proprement dite (c’est-à-dire de charge donnant lieu à une infinité de posi¬ 
tions d’équilibre, voir paragraphe 2.21). La poutre périt, dans une position 
d’équilibre unique, quand le « moment fléchissant amplifié » est tel qu il 
engendre 'la rupt ure. 

Nous n’aurons donc [dus à parler ci-après de charges ou contraintes 
critiques de flambage, mais seulement de contraintes résulta nies qui seront 
à comparer avec les conIraintcs admissibles pour le matériau considéré. 


6.13 Remarques. — L'étude de la flexion-compression donnant lieu 
à des développements mathématiques compliqués nous nous limiterons 
ci-dessous à exposer les résultats simples auxquels on aboutit dans deux cas 
particuliers de variation du moment M. 

1! esl à signaler que ces résultats, qui son! obtenus par dos équations 
d’équilibre élastique, ne sont valables avec rigueur qu’en période de pro¬ 
portionnalité. C’est par convention que l’on compare les contra in les qu'ils 
feront apparaître avec les contraintes admissibles à la rupture. 


6.2 CAS D’UN MOMENT M CONSTANT. 

6.21 Formules. — Ce cas esl pratiquement réalisé quand la force de 
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compression F agit parallèlement à Vaxe longitudinal de la poutre avec une 
certaine excentricité il (fig. 16) V On a, en effet (avant défor mation) 

M = Fd = constante. 



Fig. 16. 


0,1 démontre que le moment fléchissant amplifié M a pour valeur 
maximum (au milieu G de la poutre) 2 


M 7 ,,,,,- - M 


M ' F d 

CO s u 

soil 

IVl max 

COS U 


avec : u= 


57 f J? ---~ 

VV-fT- (en radians) ; soit : u = 90 y/ F (en degrés). 


'-V v—- 

. * )ans ce tte expression, F r figure la charge critique d'Euler do la poutre 
articulée à ses extrémités réelles A et B (sans excentricité) 


Le terme cos u s'appelle le cosinus amplificateur. L’expression de la 
contrainte résultante maximum do la poutre est donc 


F 

n r =- -i 

M' „„ 

, S 



\ V ) 


»r = F(-~ + 

T~ Y 

l S 

( I \ cos u 1 


\ v ) 


6.22 Remarques. 

6.221 Si l’on fait F = F c dans l’expression de u on trouve 

~ d’où cos u=0 et 

.On voit donc que la charge critique F c constitue une limite jamais 
atteinte pour une poutre chargée excentriquement, même si le décalage il 
est extrêmement faible. Cette conclusion explique l’observation concernant 
le mode de flambage pratique des poutres (§ 2.21). 

6.222 La flèche maximum ri’équilibre de la poutre, qui a lieu en son 
milieu G, a pour expression 


!l max — 


M L 2 2 (1 — COS 11 ) 
8 El u 2 cos u 


Le ternie figure la llèclie y m „ de la poutre uniquement soumise mi 
moment M=constante (flexion circulaire). Cette flèche se trouve également 


!• — C’est, par exemple, le cas d’une barre d’un système triangulé, dont les extré¬ 
mités sont également décalées par rapport aux nœuds théoriques (Voir application ci- 
dessous). 

2. — Référence : Leçons sur la Résistance des matériaux, par J. Gérardi.v. 
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2 (1 — cos u) 

amplifiée par l'effort normal de compression, car le terme -- 2 cQg - 

est toujours supérieur à 1. 

6.23 Application numérique. — Soit une barre d'un système triangulé pré¬ 
sentant les caractéristiques suivantes : 

Tube acier 20CD4 (E =20000 kg/mm*) ; D = 40 ; e = l,5 ; S = 182 mm 2 ; 
1=33675 mm 4 ; JL =1684 mm 3 ; L = 1000 mm (entre articulations). 


Charge critique sans excentricité 

F c = -L-LL =6680 kg., soit -,= =36,7 kg/mm 2 . 

L 2 o 

Recherchons quelle est la valeur maximum de l'excentricité admissible pour 
une charge de compression F=5000 kg, en se fixant une contrainte maximum 
n r =60 kg/rnm 2 . 

Le cosinus amplificateur a pour valeur 

cos u = cos ( 90° ) = cos 77° 50' = 0,211. 


D’après l’expression de n r ci-dessus, l’excentricité max. d doit être telle que 


60=5000 


182 


+ 


d 


1684 x 0,211 


=27,5+11,1 d 


d’où d= . 6 °-;U - =2,3 mm. 

14,1 

Cet exemple montre qu’il suffit d’une excentricité très faible pour rompre 
une barre comprimée. En effet, un décalage ne représentant que 5,8 % du dia¬ 
mètre du tube ci-dessus a suffi pour lui faire perdre une marge de sécurité de 


l° 0 (-L^JLj=33,6 %. 


Il y a donc toujours lieu, en pratique, de chercher à assurer la convergence 
rigoureuse aux nœuds théoriques, des barres des systèmes triangulés, ce que 
nous avions déjà indiqué au chapitre VII. 


6.3 CAS PARTICULIER DE VARIATION DU-MOMENT M. 

6.31 Conditions d’application. — Ainsi que nous l'avons énoncé plus 
haut, chaque cas particulier de variation de M doit, donner lieu a des calculs 



théoriques distincts. 11 se trouve cependant que, dans le cas particulier où 
le moment M présente un maximum au milieu de la poutre et varie symé¬ 
triquement de part et d’autre de ce maximum on arrive aux résultats appro¬ 
chés simples ci-dessous. 
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Remarquons d’abord que ce cas particulier comprend, par exemple, 
les diverses allures de .\l (moments de llexion sans tenir coin pie de l’action 
de F) représentée figure 17, soit 1 : 

-— Figures 17 a et 17 b, charges transversales concentrées et moments 
oxlrêmes symétriques. 

— Figure J7 c, charge Iransversale répartie et moments extrêmes 
symétriques. 


6.32 Formules. — En étudiant diverses « variations types » de M on 
établit, théoriquement, que l’influence de F sur la valeur M max. peut sc 
traduire en faisant apparaître un « coefficient amplificateur moyen ». avant 
pour valeur 2 


h = 1 + 1,03 


F 


avec F.. 


K 2 El 
L 2 


= charge d’Euler de la poutre entre articulations A et B. 

Le moment fléchissant maximum amplifié (au milieu de la poutre) a 
donc pour valeur 

M. , max = k M m ax 

et la contrainte résultante maximum amplifiée (au milieu de la poutre) 



6.33 Remarque. — Il arrive fréquemment que l’on ait à étudier Lin- 
fluence de moments M de variation linéaire telle que sur In figure 18 a. 
C’est, par exemple, le cas d’une barre d’un système triangulo dont une 
seule extrémité A' est excentrée par rapport au nœud théorique A (indica¬ 
tions schématiques de la figure 18 h). 



Cn obtiendra alors une valeur approchée de n r en reniplaçanl, dans la 
lormule ci-dessus, la valeur M max. par celle du moment M existant ait 
niveau île la flèche y maximum, c’est-à-dire sensiblement à a: = 0,4 L de A. 
Cn pourra donc remplacer M max. par 

0,6 Ma =0,6 F d. 


1. La condition de symétrie est nécessaire pour que l’on obtienne au même 
point M max. et y max. Voir remarque § 6-33. 

- -• Référence : Leçon sur la Résistance des matériaux, par A. Caquot (cours 

KN.S.Aé). 

On présente, parfois, cette formule sous la forme sensiblement équivalente (en 


assimilant 1,03 à 1) 


k 



et on la désigne souvent, 


sous cette forme, par 


« formule de Ferry ». 
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6.34 Application numérique. — Envisageons, de nouveau, la barre étudiée au 
paragraphe 6.23, à laquelle nous supposerons appliquée sans excentricité une 
charge F = 5000 kg (flg. 19). 


!<? 



Fig. 19. 


Déterminons la charge transversale concentrée ' r admissible au milieu C de 
cette barre, pour obtenir ?i r =60 kg/irim-. 

Celte charge o donnera en C : © 

M raax = ^ =250 © (en rnmkg). 

4 


D’autre part, 


On doit donc avoir : 


* = 1 + 1,03 


5000 


6680 — 5000 


— 4,07. 


60= 5000 +4.07 - 25 „°„/' =27,5+0,605 ? 


182 


1684 


d’où 


60 — 27,5 _54 
0,605 


kg. 


Cet exemple suffit à montrer que les barres comprimées clés systèmes tria li¬ 
gules admettent des charges transversales très faibles , en supplément à leurs 
charges axiales. 

On devra donc, dans ces systèmes, s'efforcer de concentrer directement aux 
nœuds toutes les charges transversales importantes (attache d’un accessoire d ame¬ 
nagement important, par exemple). 


7. NOTIONS SUR LE FLAMBAGE DE TORSION 

7.0 GENERALITES. 

Si Ton soumet à une compression axiale une poutre présentant une 
faible rigidité en torsion, on constate qu’elle peut: périr par un phénomène 
d’instabilité entraînant, une vola lion en torsion des sections droites, a 1 ex¬ 
clusion de tout fléchissement général. Ce phénomène est connu sous le nom 
de flambage de torsion. Il concerne essentiellement les poutres de séchons 
minces ouvertes, prolilés ouverts par exemple, qui (comme nous l’avons r " 
au chapitre XIII, paragraphe 5.4) présentent une faible rigidité en torsion, 
principalement si le gauchissement de leurs sections droites n’est pas empê¬ 
ché. 

Nous nous placerons d’abord, dans cette hypothèse de gauchissement 
libre pour établir les formules de flambage dé torsion. Nous examinerons 
ensuite succinctement l'influence- d’un obstacle au gauchissement des Mu¬ 
tions (flambage en flexion-torsion). 

7.1 CHARGE CRITIQUE DE FLAMBAGE DE TORSION. 

Soit un élément de hauteur M d’un profilé ouvert soumis à une force 
do compression de bout F parfaitement répartie le long des sections droites 

terminales (fig. 20 a). _ . 

Cet élément possède un axe de torsion zz' : lieu des centres des cisail¬ 
lements des sections droites (cliap. XTTT. § 1.3). 
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Imaginons qu’une rotation de torsion (autour de zz') se produise et dési¬ 
gnons par Ao l’angle de rotation des sections terminales de l’élément. 

Nous savons que cette déformation est liée au moment de torsion M t 
qui lui a donné naissance par la relation 

a 0 = -Ml a i 

GJ 

J étant la constante de rigidité en torsion des sections droites (torsion gau¬ 
che libre) (voir chap. XIII, § 5.2). 

Inversement le profilé réagit élastiquement à la déformation AO avec 
un moment de torsion 


M, = GJ A 6 soit M[ = GJ0' 

9 Ai 

en désignant par 0 ' = l’angle de torsion de Vunité de longueur (c’est- 

à-dire la dérivée de 0 par rapport à la dimension longitudinale). Considé¬ 
rons une « colonne longitudinale » AB de section AS et située à une dis¬ 
tance r de l’axe de torsion (fig. 20 a et 20 b). Au cours de la rotation de 
torsion son extrémité A a subi, par rapport à l’extrémité 13, supposée lixe, 
un déplacement transversal 

AA'= 7- Ad. 


La figure 20 c représente cette colonne isolée après déformation, le 
déplacement AA' étant contenu dans le plan de la figure. L’angle Aa dont 
s’est inclinée la colonne est défini par 


tg Aa = 


AA / 

Ai 


= r 


Ad 

Ai 


= r 



Or, par suite de la charge de bout F, cette colonne reçoit en A' et B 
deux forces élémentaires opposées parallèles à F et égales, en valeur abso¬ 
lue, à 

■p 

/= ——AS avec S = section droite du profilé. 

Les composantes f, de ces forces se détruisent mais il reste dans chaque 
section droite terminale des composantes 


1,=1 Ig Ax = -f- 9'r AS. 

O 
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Ces composantes engendrent, par rapport à l’axe de torsion, deux mo¬ 
ments élémentaires en équilibre 

A/* =f 2 r= r ^ AS. 

O 

L’ensemble des colonnes constituant l’élément, c’est-à-dire l’ensemble 
des éléments AS, engendre donc un moment de torsion 

P =2 Au= —- r S r- AS. 

S 

Or, 2r 2 AS représente le moment d’inertie polaire de la section droite 
par rapport à l’axe de torsion, c’est-à-dire par rapport au centre de cisail¬ 
lement (ou centre de torsion) de cette section. Désignons-l’e par I T . On a 
donc 

p= 4“ P It=F 0■ 4- =F 0' P .p 

O O 

en désignant par p T le rayon de giration polaire autour de l’axe de torsion. 
Cette valeur représente le couple de torsion dû à la charge F quand l’élé¬ 
ment a acquis une rotation 0 ' par unité de longueur. Ce couple tond à accroî¬ 
tre l’angle de torsion. 

Comparons-le avec le couple de redressement élastique M, évalué ci- 
dessus : 

Si fj. < M t le profilé se redresse élastiquemçnt. 

Si p > M t la rotation s’accroît indéfiniment sous l’action de F. 

Si /< = M t il existe une infinité de positions d’équilibre en torsion sous 
l’action de F. 


Cette valeur particulière de a définit donc un état critique de flambage. 
La charge F qui lui correspond est telle que 

F (>’ p T *=G J 0 '. 

Nous conviendrons do désigner cette valeur particulière par F' c 


F',= 


GJ 

Pt 


expression de la « charge critique de flambage en torsion ». 

A cette charge correspond une « contrainte critique de flambage en 


torsion » 


soif 


n'„ = ^ 


G.I 


S 


P-r S 


n .... — 


GJ 

It 


7.2 REMARQUES. 

7.21 Rappelons que I T ou p T sont relatifs à l’axe de torsion, c’est-à- 
dire au centre de cisaillement de la section 1 . Si l’on connaît le moment 
d’inertie polaire I 0 par rapport au centre de gravité G de la section (somme 
de deux moments d’inertie autour d’axes rectangulaires issus de G), on a 
(chap. II, § 8.6) „ 

It = T u + S S 2 et p*. r = p\ + 8> 

fi désignant la distance GT (Fig. 20 b). 


1. — Voir, à ce sujet, les positions du centre de cisaillement données Planche 20. 
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7.22 Los tornades ci-dessus ne sont valables que si la torsion est libre 
(gauchissement libre). Voir ci-après paragraphe 7.4. 

7.2M 4. Il es ne sont également valables qu’en période de proportion¬ 

nalité (équilibre élastique), u’esl-à-dire pour n ci <n' f . 

7.24 L'examen des formules ci-dessus montre <]ue le flambage de tor¬ 
sion libre est indépendant de la longueur des poutres et donc de leur élan¬ 
cement. 

Il ne dépend que des caractéristiques des sections limites et il s'appa¬ 
rente ainsi au flambage local. 

il est également indépendant de l'état d'emploi des matériaux, ainsi 
que Je flambage d’EuLEH. 

7.2b Il est aisé de voir que le flambage de torsion n’est pas à craindre 
pour les sections fermées. 

En effet, envisageons, par exemple, une section circulaire (creuse ou 
pleine). On a, dans ce cas 

J = I T =I„ (cliap. XIII) 

d’où 

ni o — G. 

La contrainte critique théorique serait donc égale au module d'élasticité 
transversal (soit n' eo = 2700 kg/mm 2 dans le cas du duralumin). L’applica¬ 
tion ci-dessous mon Ire qu’il n’en est plus de même pour les sections 
ouvertes. 

7.3 APPLICATION NUMERIQUE. 

Soit à déterminer les caractéristiques au flambage de torsion d’un profilé en U 
en duralumin AU4G (G = 2700 kg/mm 1 ) de dimensions standard : 50x32x2,5 
(iig. 21). 



Fig. 21. 


Caractéristiques : 

S =277 mm* ; I,=28080 mm* ; I„ = 109300 mm* 
d’où I» = I* + I» = 137380 mm 4 . 

Décalage d de T (Planche 20) 


d = -H- = 3 • 30,75 , ^ „ 


G- 


h 


6 + 


47,5 


îm 


6 ’ • 30,75 

8 = 12,2 + 8,7=20,9 mm 

I T = I 0 + S S 2 = 137380+ 277 • 2070 2 = 258500 mm 4 . 


d'où 

et 
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Constante de rigidité en torsion libre (chap. XIII, § 5.2) 

J=~ (h + 2b) = (47,5+ 61,5) =568 mm 4 , 

o 3 

Contrainte critique die flambage de torsion (torsion libre) 

n '“ = f- = - ^ 85 0D 8 = 5 - 93 

On voit que cette contrainte est très faible. Elle correspond à la contrainte 
critique de flexion (flambage d’Euler) pour un élancement A tel que 

« c >. = JE ? E . =5,93 d’où A = 108 

À 2 

c’est-à-dire pour une longueur entre articulations 


* 


L=A Ao =108 



= 1090 


mm. 


Au-dessous de cette longueur le flambage de torsion prédomine. 

Elle est également très inférieure au (aux n co de flambage local qui a pour 
valeur, d après la formule empirique du paragraphe 4.14. 


n co — 


1 + 8,5 


40_ 

30 ,75 • 4 0 
2,5 ■ 7000 


=25 kg/mm 2 . 


7.4 FLAMBAGE EN TORSION-FLEXION. 

En réalité, il y a lieu d’appliquer aux théories ci-dessus les mêmes con¬ 
ditions restrictives d’utilisation que celles énoncées au chapitre XIII, para¬ 
graphe 5*0, lors de l’étude de la torsion libre des profilés ouverts. 

Les (( conditions aux limites » des poutres interdisent en fait, la plu¬ 
part du temps, le gauchissement des sections extrêmes. 

Le flambage se produit alors suivant un phénomène complexe de flexion 
et de torsion et la charge de flambage correspondante est supérieure à celle 
de torsion libre. A la valeur n' co ci-dessus, indépendante de la longueur de 
la poutre, s’ajoute un terme correctif fonction du carré de cette longueur. 

Le problème se traite d une façon analogue à celui de la torsion gauche 
non libre (chap. XIII, § 6.3). Cette étude, qui doit se traiter pour chaque cas 
particulier de section, ne peut donner lieu à des résultats généraux simples. 
Contentons-nous d’indiquer que, dans le cas du profilé envisagé au para¬ 
graphe précédent, on obtient un accroissement de résistance au flambage 
variant de 4,5 % à 50 % quand l’élancement varie de 100 à 30 (ces accrois¬ 
sements étant relatifs aux n' co calculé ci-dessus) b 

Il n’en subsiste pas moins, dans cet exemple, que le flambage de torsion 
restera prédominant pour les élancements compris entre ces limites. 


7.5 CONCLUSION. 

Il y a donc lieu d’utiliser avec prudence les profilés ouverts pour tra¬ 
vailler en compression. Ce défaut s’ajoute à ceux déjà signalés aux chapi¬ 
tres XI et XIII au sujet de rutilisation de ces profilés en flexion ou en tor¬ 
sion, leur cause commune résidant dans une faible rigidité en torsion. 

_ C’est pourquoi l’on n’utilise guère ces profilés qu’en les associant longi¬ 
tudinalement, à d’autres éléments qui interdisent pratiquement leur possi¬ 
bilité de « déversement ». 


1. — Référence ; Leçons sur là Résistance des matériaux, par J. Gérardin. 


P Vallat. 


Résistance des Matériaux. 


27 
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C’est, par exemple, le cas des assemblages représentés figure 22. 



Fig. 22. 


Il serait grossièrement inexact d’appliquer les théories ci-dessus aux 
profilés qui les composent, car ces théories supposent toujours, ainsi que 
nous l’avons vu, les profilés isolés. 



CHAPITRE XY1I 


CALCUL DES PLAQUES CHARGÉES 
TRANSVERSALEMENT 

1. GÉNÉRALITÉS 

1.1 DEFINITION DES PLAQUES. 

Toutes les théories envisagées jusqu’ici ne concernaient qu’une caté¬ 
gorie particulière de pièces prismatiques : celle des poutres (lig.. 1 a). 

Nous avons vu au chapitre V, paragraphe 3.213, que la particularité de 
ces poutres était de posséder une dimension très grande (dimension longi¬ 
tudinale L) relativement aux deux autres (dimensions transversales l et h 
mesurant les sections droites). Ces dimensions tranversales étaient, au sur¬ 
plus, libres ; ce qui nous a permis de négliger l’influence de leurs contrac¬ 
tions ou dilatations dues à « l’effet de Poisson » 1 (chap. V, § 4.4). 

On désigne par plaque un corps prismatique présentant une dimension 
très faible relativement aux deux autres (fig. 1 b). Cette faible dimension 
s’appelle Y épaisseur e de la plaque. Les deux autres (a et b) caractérisent 
la surface de la plaque, cette surface pouvant être plane (plaques planes) 
ou courbe (plaques courbes ou galbées). 



1.2 SOLLICITATIONS ENVISAGÉES. 

Le présent chapitre est réservé au calcul des plaques chargées transver¬ 
salement, c’est-à-dire à celles soumises à des charges qui agissent normale- 


1 . — ces variations élastiques des dimensions des sections étaient d’ailleurs très 
faibles par suite de la faiblesse de leurs dimensions d’origine. 
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ment à leurs surfaces 1 (fig. 1 b). Les théories qui s y rapportent sont sou¬ 
vent désignées par flexion des plaques, par analogie avec la flexion des pou¬ 
tres qui se produit sous des sollicitations orientées d une façon analogue par 
rapport à la dimension longitudinale. 

Nous n’envisagerons, ci-après, que le seul cas particulier de charges 
uniformément réparties sur la surface de ces plaques. Ces charges se tra¬ 
duiront donc par une pression normale uniforme p que nous exprimerons 
en kg/mm 2 . 

Il convient de remarquer que ce cas particulier est pratiquement le plus 
usuel. On le rencontre notamment, en construction aéronautique, pour les 
fonds de réservoirs, fonds de coques, parois de cabines étanches, etc... L est, 
au surplus, le seul cas qui donne lieu à des résultats théoriques pouvant 
être traduits sous une forme simple 2 . 

1.3 PROCEDES GENERAUX DE CALCUL. 

On conçoit aisément que la simplification rappelée ci-dessus concernant 
les variations des dimensions transversales, ne puisse plus être acceptable 
dans le cas dos plaques où l’une de ces dimensions est grande. Les plaques 
sont, au surplus, généralement assujetties à recevoir des réactions sur tout 
leur pourtour. On ne peut donc les étudier qu’en les ramenant à une juxta¬ 
position de poutres entrecroisées car la floche d’un point M (fig. 1 b ) dépend 
à la fois de celle de la poutre AB et do celle de la poutre CD par exemple. 

Ces considérations expliquent que la théorie de la flexion des plaques 
soit beaucoup plus complexe que celle des poutres, bien qu’elle se conduise 
à l’aide de méthodes générales comparables. 

Par suite de la complexité mathématique de cette théorie, nous serons 
conduits à donner seulement ci-après des résultats pratiques où les différents 
paramètres seront englobés dans des coefficients dépendant de la forme des 
surfaces des plaques. 

1.4 CLASSIFICATION DES PLAQUES. 

Fui supplément à la distinction entre les plaques planes ou courbes, il y 
a lieu, pour les études à, suivre, de considérer deux grandes catégories de 
plaques différant entre elles par leur mode de travail principal, c’est-à-dire 
par la façon dont elles résistent intérieurement aux charges qui leurs sont 
appliquées. 

1.41 Plaques résistant en flexion. — Nous groupons sous cette dési¬ 
gnation les plaques qui se comportent, comme une juxtaposition de poutres 
fléchies dont les variations de longueur ne sont pas contrariées pur leurs 
points d’appuis. 

En d’autres termes ces plaques peuvent glisser sur leurs encadrements 
au cours de leurs déformations de flexion. 

Ces encadrements peuvent réagir : 

— Soit comme des appuis simples (fig. 2 a). Nous dirons alors que ces 
plaques sont appuyées ; 

— Soit comme des encastrements présentant un degré de liberté en 
translation dans le plan de la plaque (fig. 2 b). Nous dirons dans cè cas que 
ces plaques sont encastrées. 

-- 

1 . — La résistance des plaques sous l’action d’efforts orientés dans le sens de leurs 
grandes dimensions sera étudié au chapitre XIX. Cette étude sera conduite sous 
l’angle particulier du calcul des revêtements métalliques minces participant à la résis¬ 
tance générale de la structure à laquelle ils appartiennent. 

2. — Les formulaires usuels donnent des formules (essentiellement empiriques) 
relatives aux plaques soumises à des forces concentrées. Nous ne les reproduisons pas, 
leur exactitude étant généralement contestable. 
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Il est aisé de concevoir que ces plaques doivent posséder une epaisseni 
assez forte pour résister à des charges appréciables. C’est pourquoi on les 
désigne encore par flaques épaisses, par opposition a la categorie suivante. 


© ® 



C’est cette catégorie de plaques que l’on considère habituellement_(et 
exclusivement) dans la plupart des formulaires industriels courants, hile 
concerne, par exemple, les plaques de fermeture de regards, les dalles, les 
planchers, etc... Leur utilisation est assez peu répandue en construction 

aéronautique. 

1.42 Plaques résistant principalement en traction sur leurs encadre* 
ments. — Si une plaque est reliée à son encadrement de telle façon qu au 
moins deux do ses côtés opposés ne puissent se rapprocher librement 1 un 
par rapport à l’autre, son mode de travail diffère essentiellement de celui 
des plaques ci-dessus. Les encadrements fournissent, on supplément aux 
efforts du cas ci-dessus, des réactions orientées dans le plan de la plaque 
(voir fig. 3 a : plaques appuyées, et lig. 3 b : plaques encastrées). 


© ® 



Ces réactions produisent des tensions internes de traction qui stabilisent 
la plaque et lui permettent d’acquérir, à épaisseur égale, une résistance 
beaucoup plus élevée que celles du cas précédent. 

Le cas limite est fourni par une plaque extrêmement mince dont la rigi¬ 
dité de flexion peut être considérée comme nulle. C’est, par exemple, le cas 
d’un entoilage. La théorie qui correspond à ce cas s’appelle : Théorie des 
membranes. 

Pratiquement, la plupart des éléments minces utilisés en construction 
aéronautique tendent vers cette limite. C’est, par exemple, le cas des revê¬ 
tements minces d’ailes ou de fuselages soumis à. des pressions aérodynami¬ 
ques extérieures ou à des pressions statiques intérieures (fuselages étanches). 
Les'réactions produisant de la traction sont dues, dans ce cas, à la conti¬ 
nuité de ces éléments de part et d’autre des panneaux envisagés, ou encore 
à leurs fixations continues sur des encadrements rigides (fonds de réservoirs, 
fonds de coques reliés aux quilles d’angles, etc...). 

Les théories qui les concernent sont connues sous le nom de théories 
des plaques minces. 
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1.43 Plan d’étude. — Nous adopterons finalement le plan d’étude sui¬ 
vant, guidé à la fois par la classification ci-dessus et par la complexité crois¬ 
sante des résultats. 

a) Plaques planes épaisses : plaques résistant en flexion ; 

b) Membranes planes : plaques infiniment minces résistant exclusive¬ 
ment en traction sur leurs bordures ; 

c) Plaques planes minces : plaques résistant à la fois en flexion propre 
et en traction sur leurs encadrements ; 

d ) Plaques courbes. 

1.5 NOTATIONS. 

Nous utiliserons, d’une manière générale, les notations ci-dessous : 

Nous désignerons, pour une plaque étudiée, par : 

c 1 ’épaisseur de la plaque (en mm) ; 

a ou b les dimensions caractéristiques (en mm) du plan de la plaque, 
ces dimensions étant définies dans chaque cas particulier : 

p la pression uniforme (en kg/mm 2 ) s’exerçant sur la plaque. 

Pour simplifier les formules, nous ferons apparaître dans leurs expres¬ 
sions, le symbole E' jouant le rôle d’un « module d’élasticité corrigé » pro¬ 
pre à chaque matériau h Sa valeur est définie, en fonction du module d’élas¬ 
ticité longitudinal E, par la relation 


avec o = coefficient de Poisson (voir cliap. V, § 4.4). 

Nous aurons donc les valeurs suivantes : 

pour les aciers où o-=0,25 et E =20000 kg/mm 2 (en moyenne) 

E'=l,069 E=21380 kg/mm 2 ; 

pour les alliages légers à base d'aluminium où <r=0,3 et E=7000 kg/mm : 

E' = l,l E = 7700 kg/mm 2 . 


1.6 REMARQUE. 

Les théories concernant le calcul des plaques reposent, comme toutes 
celles de la résistance des matériaux, sur des déformations élastiques. Les 
résultats ne sont donc applicables avec rigueur qu’en période élastique des 
matériaux. Notons qu’il existe une théorie du module réduit, analogue à 
celle exposée au chapitre précédent, pour le flambage, qui permet d’étudier 
les plaques en période plastique. 

Nous indiquerons seulement le résultat simple auquel elle conduit dans 
le cas particulier des membranes. 


2 PLAQUES PLANES ÉPAISSES 
(PLAQUES RÉSISTANT EN FLEXION) 

2.1 FORMULES (voir notations, § 1.5). 

Les expressions de ces formules feront apparaître des coefficients sans 
dimension A, B, G, dont les valeurs sont données dans le tableau ci-après 
pour chaque cas particulier envisagé. 


1. — Ce module d’élasticité corrigé ne constitue, en réalité, qu’un artifice de calcul 
destiné à tenir compte de « l’effet de Poisson-». 


PLAQUES PLANES EPAISSES ^ 

La contrainte normale maximum de flexion est donnée par 

|- • ll=A p (-J-) 

Cette contrainte est atteinte aux emplacements précisés ci-après pour 
chaque cas particulier. 


DIFFERENTS CAS 



i appuyée sur les g 
] côtés AB et CD | 
< ” 

( encastrée suivant 
les côtés AB et 
CD 


COEFFICIENT EMPLACEMENT 

- -_ de la 

B • I C CONTRAINTE MAX. 


a) Plaque circulaire de diamètre b 
/ appuyée le long 

. t . i de son périmé- 0,310 0,555 

1 ' ^ l e 

i I .encastrée le long 

' de son périmé- 0,1875 
tre 


b) Plaque rectangulaire ne prenant 
réaction que sur deux côtés AB 

et CD (ou plaque de grand allonge¬ 
ment) 



c) Plaque rectangulaire prenant n .„ «o 

réaction sur ses quatre côtés Voir Planche 32 


a =grand côté 



b =petit côté (diagramme, n° .1), 

les courbes de variation 
de A iet C en fonc- 

i appuyée sur ses tion de JL 
\ quatrfe côtés a 

1 - B=v/A 

i encastrée suivant 

f ses quatre côtés (Voir ci-dessous). 



Périmètre. 


L'épaisseur minimum admissible de la plaque est donnée par 

<3) 

n a étant la valeur de la contrainte admissible en flexion. 

La flèche au centre de la plaque a pour expression 

•t= c irêr < 3) 
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2.2 REMARQUES. 

2.21 Relation entre A et B. —La formule (2) (équation d’équarissage) 
se déduit directement de la formule (1) (équation de résistance). Si l’on rem¬ 
place n par n a et e par e a dans cette dernière formule, on obtient en effet 

e a 2 =A p — 

1l a 

d’où e a =\J~K- b = B b 

On voit donc que b=i/a. 

2.22 Vérification des formules dans le cas b). — Dans le cas b) (pla¬ 
que appuyée sur deux côtés), il est évident que la déformée de la plaque 
sera une surface cylindrique à génératrices longitudinales rectilignes. Sous 
réserve de remplacer E par E' on doit donc pouvoir assimiler la plaque à 
une succession de poutres reposant sur deux appuis simples situés sur les 
côtés appuyés. 

Isolons une de ces poutres telle que FF' (fig. 4) en lui donnant une 
largeur égale à l’unité. 

Elle reçoit donc une charge par unité de longueur, mesurée par 

pxl=p 

d’où un moment fléchissant maximum (au milieu) 


B D 



M v 8 * 


Son module d’inertie a pour expression 

I _ lxe" = _cf_ 

V 6 6 

La conlrainU maximum de flexion 
vaut donc 


n= - M -= V 
1 \ 8 e~ 

V / 



On retrouve bien la formule (1) avec A = 0,75 (tableau). 
La flèche maximum de la poutre est donnée par 

/= W p Wï (Voir planche 1? ) 

soit, avec 1 = lx ^ 3 

12 12 



60 

384 


p b 4 
E' e 3 


=0,156 


p b* 

E' e 3 ' 


On retrouve bien la formule (3) avec B = 0,156 (tableau). 

On vérifierait de même la concordance des coefficients dans le cas des 
côtés encastrés. 

2.23 Concordance des cas b) et c). — Si l’on fait-? 1 = 0 dans le cas c) 

h 

on se trouve dans le cas d’une plaque rectangulaire d’allongement infini 
(a très grand), c’est-à-dire dans le cas b). 

On retrouve bien, en effet, sur les courbes de la Planche 32, les mêmes 
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valeurs des coefficients À et C en ce point particulier, soit : A = 0,75 et 
C = 0,156 (côtés appuyés) ou A = 0,5 et C = 0,0312 (côtés encastrés). 

3.3 APPLICATION NUMERIQUE. 

2.31 Données. — Soit une plaque rectangulaire fléchie en duralumin AU4G 
(E'=7700 kg/mm 2 ) de très grand allongement (cas b) de petite dimension 
6=300 mm ayant à supporter une pression p = 1 kg/cm 2 =0,01 kg/mm 2 - 
Supposons successivement cette plaque appuyée et encastrée. 

2.32 Epaisseurs minima admissibles. — Fixons-nous une contrainte maximum 
de flexion n a = 25 kg/mm 2 (sensiblement égale à la limite élastique conventionnelle 
du duralumin) 

c,=B () \J - V — =B • 30Ü t y -—- =6 13 (en mm) 

▼ lïa y fC O 

côtés appuyés (B=,866) : e«=5,2 mm, 
côtés encastrés (B = 0,707) : e a =4,255 mm. 


2.33 Flèches niaxima. — Ces flèches maxima (au centre) seront calculées avec 
les épaisseurs e a ci-dessus. 


/ = C v b * 
E' e 3 


C 0,01 • 300 4 in - in C , 

— -—=vx- =10olû — en mm 

e 3 7<0Ü c 


côtés appuyés (C = 0,156 ; e = e a = 5,2) 

/=10510 =n,6 mm, 

5,2» 

. côtés encastrés (C = 0,0312; e = e a = 4,25) 


/=10510 AMi —4 27 mm. 

' 4,25 3 

2.34 Remarque. — Cette application montre que, même encastrées, les pla¬ 
ques travaillant en flexion doivent être d’épaisseurs notables pour résister à des 
charges relativement faibles. Elles prennent des flèches considérables eu égard à 
leurs dimensions. 

i 


3. MEMBRANES PLANES 


(Plaques très minces de rigidité en flexion négligeable, résistant exclu¬ 
sivement par traction sur leurs bordures.) Voir notations § 1.8. 

3.1 FORMULES. 


Les formules ci-après supposent toujours les bordures infiniment rigi¬ 
des, c’est-à-dire de distances relatives invariables (voir § 3.5). Nous ferons 
également apparaître des coefficients sans dimension A', B', G', définis dans 
chaque cas particulier par le tableau ci-après. 

Contrainte de traction pure (sensiblement constante en tous les points 
de la plaque) 


n = A' \ 

/ e-( b )? 

\ 

\ e J 


(4) 


Epaisseur minimum admissible, pour obtenir 
inum de traction n a 



une contrainte maxi- 


(5) 
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Flèche maximum (an centre) 


f=C' b 


V- 


P ft 
E'e 


(G) 


Nous n’aurons pas à discriminer ici les cas de bords appuyés ou en¬ 
castrés. En effet, les membranes ayant, par définition, une rigidité de 
flexion nulle, un encastrement est identique à une articulation située immé¬ 
diatement à son niveau. Toutes les membranes seront donc supposées arti¬ 
culées au niveau des bordures où elles sont fixées. 


DIFFÉRENTS CAS 

\A' 

COEFFICIENT 

B' 

3 

C' 

a) Membrane circulaire de diamètre b 

fixée ^OUt ^ 

■-( / )* de son périmè- 

tre 

' T ' 

0,246 

0,122 

0,254 

b) Membrane rectangulaire fixée sur 
deux côtés 

6 0 (côtés AB et CD 

7 ; distants de b) 

S/ /?' ou membrane de 

^z, grand allonge- 

Ar ment fixée sur 

*2 - fs ses quatre cô- 

tés. 

0,347 

0,204 

S 

0,360 

c) Membrane rectangulaire fixée sur 
ses quatre côtés 

_ -/Fy a = grand côlé 

./ Ji// 6 = p.etit côté 

f 0 0 p 0 p / 

Voir Planche 32 

(diagramme n° 2 ) 
les courbes de variation 
.de A' et C' en fonction 

de — (voir § 3.23) 

U 

B , = v /‘â^ (voir § 3.21) 


3.2 REMARQUES. 

3.21 Relation entre A' et B'. — En faisant n=n a et e = c a dans la 
formule (4), on obtient 

n a 3 = A ' 3 E'FUll 

e a 3 

d’où e, = v /'A'>pby/A. 

On retrouve ainsi l’expression de la formule (5) avec' la relation 


V/A /3 - 
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3.22 Vérification de la relation entre A' et C' dans le cas b). — Dans 
le cas b) (membrane rectangulaire fixée sur deux côtés), la déformation de 
la membrane s’établit suivant une surface cylindrique de base 'parabolique 
(génératrices parallèles aux côtés fixés AB et CD). Voir fig. 5 \ 

Si nous découpons une bande de largeur égale à l’unité, elle sera sou¬ 
mise à un effort de traction 

F=nx exl-n e. 

Nous avons établi au chapitre VII, paragraphe 2.24, en assimilant à 
une parabole la figure d’équilibre d’un cable pesant, qu’il existait entre 
la flèche / au centre de sa portée 2L et l’effort de traction T 0 agissant dans 
ce câble, la relation 

T = P ^ 

0 2 f 

(avec p = poids de l’unité de longueur, assimilable à une charge uniformé¬ 
ment répartie). 


Cette relation s’écrit ici en remplaçant T 0 par F = ne et L par 


b 


ne-JL* 


8 / 


d’où 


soit 


p 3 V 1 


f= v 

8 7i e 


f = 


512 e 3 n 3 


et en remplaçant n 3 par sa valeur déduite de la formule (4) 

1 


fs = P V 


e E' 512 A' 3 


d'où 


/= 


3 / 


8 A' 


V 


p b 
E' e 


expression semblable à la formule (0) avec C' = 


SA' 


Or, nous avons bien dans le cas b) 

1 


C' = 


8 . 0,347 


= 0,360. 




1. — Référence .-Résistance des matériaux, par J. Gérardin. 
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3.23 Courbes du cas c).— Les courbes de» variation de A' et C' don¬ 
nées Planche 32 pour le cas c) (membrane rectangulaire fixée sur ses quatre 
côtés) sont déduites des expressions suivantes 1 


K, 

r ,_ K, 

r, ( b UqjL 

( b Ul-I 


l 1+ hr)b 


Nous avons admis pour valeur des coefficients IL et IL, celles permet¬ 
tant de retrouver les résultats théoriques du cas b) quand le rapport —de- 

CL 

vient égal à zéro (membrane de très grand allongement) c’est-à-dire 

K,=0,347 et K, =0,360. 

3.24 Résistance des membranes en période plastique. — Si la con¬ 
trainte de traction n calculée par la formule (4) est supérieure à la limite 
de proportionnalité du matériau, il y a lieu dans les formules (4), (5) et O!) 
de remplacer le « modulo corrigé » Ê' (§ 1.5) par une autre valeur de module 
corrigé 2 


Dans cette relation, E s désigne le « module sécant » qui s’obtient sur 
un diagramme contraintes-allongements de traction (fig. fi) par la pente 
de la sécante OP relative au point P considéré. Ce module étant inférieur 
au « module d’origine » E, les contraintes réelles n sont plus faibles et les 
flèches / plus fortes que celles calculées avec la valeur de E' correspondant 
à E. 


3.3 APPLICATION NUMERIQUE. 

3.31 Données. — Afin d’établir une comparaison entre les résultats obtenus, 
nous utiliserons les mêmes données qu’au paragraphe 2.31, soit : 

Plaque rectangulaire de très grand allongement (cas b) avec b =300 mm ; 
V =1 kg/cm 2 =0,01 kg/mm 2 (articulations le long des deux côtés fixés). Matière 
duralumin AU4G : E'=7700 kg/mm a (§ 1.5). 

Nous supposerons, à priori, la théorie des membranes applicable (plaque très 
mince, voir ci-après). 


3.32 Epaisseur nrïmmum admissible. — Adoptons, de même qu’au para¬ 
graphe 2.31 

contrainte admissible en traction : n a —25 kg/mm 2 . 

La formule (5) donne, avec B'=0,205 


e a = 0,205 • 0,01 - 300 i =0,432 mm. 

y 25 3 

Valeur théorique à comparer avec e a =5,2 mm obtenue pour une plaque libre¬ 
ment appuyée (§ 2.32). 

La fixation sur un encadrement rigide .(ou la continuité) permet donc, dans 
ce cas, d’utiliser une tôle d’épaisseur 12 fois plus faible. 


1. — Référence : Précis d’aérotechnique (formules dues à M. Rivière). 

2. — Notons qu’il y aurait lieu de remplacer les valeurs habituelles de rs par des 

valeurs variant entre celles-ci et la valeur limite < 7 = 0,5 obtenue en plasticité pure. 
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Si l’on adopte une épaisseur pratique de tôle e=0,8 mm 1 on obtient une 
contrainte de traction (formule 4 avec A' = 0,347). 


n =0,347 7700 ^ ■ 0|01 Q 8 300 =14,9 kg/mm 2 . 

<5.33 Flèche maximum (Formule 6) avec C'=0,360). 

Avec Vépaisseur théorique e a =0,432 mm on obtient : 


/=0,360- 300 \/~^’ 01 ‘ 30Q - =108 V 0,902. ÎO -11 =10,4 mm. 

' V 7700-0,432 

Avec Vépaisseur théorique e a =0,432 mm on obtient : 

/=8,5 mm. 

On voit que ces flèches sont inférieures à celles de la plaque fléchie avec 
côtés appuyés, étudiée au paragraphe 2.33. 

3.34 Remarque. — Les données ci-dessus correspondent à l’ordre de gran¬ 
deur de celles utilisées pour le calcul d’une paroi de fuselage étanche (appareil 
stratosphérique). La pression p = l kg/cm 2 correspond sensiblement à la différence 
des pressions atmosphériques existant entre les altitudes de 2.500 m. (pression 
rétablie à l’intérieur) et de 10.000 m (altitude de vol), cette différence étant affectée, 
pour le calcul, d’un coefficient de 2 (sécurité à la rupture). 

La distance b correspondrait à l’intervalle entre deux raidisseurs rigides bor¬ 
dant un élément de paroi plane. 

3.4 SOLLICITATIONS DES ENCADREMENTS, 

3.41 Membrane isolée (fig. 7). — Par suite de son mode de travail 
en traction, une membrane « lire sur toutes ses bordures n avec une force 
dont la valeur par unité de longueur est donnée directement par (§ 3.22) 

F=îi e 


soit, d’après la formule (4) 


F=A'y/E 'p-b-e. | 

_I 


(Pour une même charge et une même dimension b cette force est donc 
proportionnelle à la racine cubique de l’épaisseur.) 




1. — La théorie des membranes reste encore applicable avec une très bonne 
approximation pour cette épaisseur, eu égard à la dimension b envisagée. 
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Ces sollicitations forment, par elles-mêmes, un système en équilibre 
dans le plan de. la membrane. Les côtés AB et CD (fig.' 7 a) s’appuient (ou 
s encastrent) sur les côtés AC et BD en produisant une compression de 
ceux-ci égale à 

C — —R=F a. 

l'b ^ GS ^ rava ^ en ^ en flexion et compression pour assurer cet équi- 

Notons que, dans le cas de la figure 7 a, les efforts F' s’exerçant par 
unité de longueur des côtés AC et BD sont inférieurs 1 à F. 

On opérera donc un calcul désavantageux en assimilant F' à F. 

Application. — Dans l’application du paragraphe 3.3 les côtés repris 
par la membrane avaient à transmettre un effort 


et 


F=25 x 0,432=10,8 kg/mm dans le cas de 
F = 14,9x0,8=11,9 kg/mm dans l’autre cas. 


l’épaisseur théorique 


*a 


, Remarque. — Les efforts F sont dirigés tangentiellement à la défor- 
mee de la membrane (fig. 7 b). Les composantes F 2 perpendiculaires au 
plan de 1 encadrement représentent l’effet de la pression appliquée elle- 
meme. (Leur résultante générale est égale à p • a ■ b.) 

On effectuera un calcul désavantageux en adoptant la valeur de F- qui 
correspond au cas des bords AC et BD non repris, soit 

F a =P-|- (par unité de longueur). 


H reste toujours très voisin de la réalité d’assimiler les composantes 
aux eiiorts I< eux-memes, ce que nous avons fait ci-dessus. 


3.42 Membrane continue. — Dans le cas d’une membrane continue, 
composée de plusieurs panneaux, seuls les encadrements extrêmes reçoi¬ 
vent la totalité des efforts ci-dessus. 

Dans le cas du système continu plan do la figure 8 a un élément inter¬ 
mediaire tel que B recevra la résultante «l» des efforts F qui lui sont adia- 
cents. J 

Si les panneaux AB et BC ont même largeur b et sont de grand allon¬ 
gement on a directement 



Æ* = 2 F„=p b. 

© 



Si les panneaux font entre eux un certain angle x (fig. 8 b) la résul¬ 
tante 4» a sensiblement pour valeur, dans les mêmes conditions que ci- 
dessus 

<I> =p b + 2 F sin a. 

1. — La formule (4) appliquée aux membranes reprises sur leurs quatre côtés ne 
donne que la contrainte de traction maximum qui s’exerce parallèlement aux petits 
côtés. Nous savons (Chap. XV, § 2.2) qu’elle ne se combine pas avec la contrainte 
parallèle aux grands côtés. 
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3.5 REMARQUES. 

Ainsi que nous l’avons indiqué ci-dossus, la théorie des membranes 
suppose toujours les bordures infiniment rigides. En réalité, celles-ci fléchis¬ 
sent sous l’action des sollicitations qu’elles reçoivent. 

Les contraintes de traction ayant tendance à diminuer par suite de ces 
déformations \ on pourra continuer à utiliser les formules (4) et (5). 

Par contre, la flèche au centre augmente avec les déformations de 1 en¬ 
cadrement et il y aura lieu de tenir compte do cette considération en utili¬ 
sant les résultats de la formule (6). 


4. PLAQUES PLANES MINCES 

(Plaques résistant à la fois 'par flexion propre et par traction sur leurs 
encadrements.) 

4.1 REMARQUE PRÉLIMINAIRE. 

Quand une plaque, fixée rigidement à un encadrement, présente une 
rigidité propre en flexion non négligeable, son mode de travail est inter¬ 
médiaire., entre celui d’une plaque épaisse à bords libres et celui dune 

Les résultats que nous exposons ci-après résultent d’une théorie qui 
s’apparente à celle de la stabilité des poutres comprimées et ilecines 
(chap. XVI, § 6.) La traction qui s’exerce sur la plaque produit, sur les mo¬ 
ments et sur les flèches de flexion pure, une « influence réductrice >> au heu 
do « l’influence amplificatrice » créée par la compression des poutres. ^ 

Cette théorie ne concerne que le cas des plaques rectangulaires iixees 
sur deux côtés opposés (cas b des paragraphes 2. et 3.). Les résultats res¬ 
tent applicables aux plaques de grand allongement fixées sur leurs quatre 
côtés qui possèdent également, tout au moins hors de la proximité immé¬ 
diate de leurs petits côtés, une déformée cylindrique 

Nous aurons à considérer successivement le cas des bords articules et 

celui des bords encastrés. 

4.2 PLAQUES PLANES RECTANGULAIRES ARTICULÉES. 

4-21 Notations (fig. 9). — Nous désignerons toujours par p la pres¬ 
sion uniforme appliquée à la plaque et par b la distance séparant les cotés 
articulés (c’est-à-dire la petite dimension dans le cas d une plaque de grand 

allongement fixée sur ses quatre côtés). . , 

Nous désignerons, d’autre part, par /„ la flèche de flexion pure que la 
plaque prendrait élastiquement si elle était simplement appuyée. Lotte 
flèche nous est donnée par la formule (3) relative aux plaques fléchies 
(§ 2.1 et 2.22), soit 


/o =0,156 


p bf 

E' e 3 


Il est à remarquer que le calcul conduit, généralement, à des valeurs 
de /„ paraissant anormales, par suite de leur grandeur excessive vis-à-vis 
des dimonsions dos plaques. Ceci tient au fait que ces flèches correspon¬ 
draient, alors, à des.contraintes excédant largement la limite élastique ou 
même la rupture. En réalité, la flèche f 0 est une valeur fictive qui ne sert 
que d’intermédiaire de calcul et dont on n’a pas à se préoccuper de la vrai¬ 
semblance physique. 


1 . — A condition, toutefois, que ces déformations des encadrements ne soient pas 
localisées sur une faible partie de leur longueur. 
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Nous désignerons, enfin, par F l’effort de traction s’exerçant sur une 
ande transversale de plaque de largeur égale à 1 (bande AB, fig. 9). Nous 
donnons d abord ci-dessous les expressions algébriques traduisant les résul¬ 
tats des calculs théoriques. L'usage de ces formules sera facilité par un 
abaque pratique dont nous exposons ensuite le mode d’emploi. 

4 22 Formules. 

4.221 Flèche maximum réelle. — La flèche maximum atteinte au cen¬ 
tre de la plaque, s exprime en fonction de la flèche fictive / 0 par la relation 


_ U 


f= 


l + x 


où a désigne le rapport existant, en valeur absolfie, entre l’effort F et la 
charge critique F c de flambage d’Euler de la bande de Inrgeur 1 x . 

Le rapport est défini par l’équation 


soit 


t(ac+l)*=3|jji-J 9 
x 3 — x~ = k 


en posant ,a?=a+l et k= 

Cette équation du troisième degré en x peut se résoudre, pratiquement 
en effectuant quelques approximations («à Laide d’une table de carrés et 
cubes) en partant de valeurs x légèrement supérieures 2 à '{/ le. L’abaque 
pratique donné ci-après dispense de ce calcul. 



Fig. 9. 


4.222 Contrainte de traction. — L’effort de traction F a pour valeur, 
d apres la définition ci-dessus 

F = a F c 


F Le dénominateur 1 + a traduit l’influence réductrice due à la traction F. 

2 - _n arrive que k soit suffisamment grand pour qu’on puisse assimiler directe¬ 
ment y k à x et à a (ce qui revient à confondre a et a + 1 ). 
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avec F c =charge d’Euler de la bande de largeur unité 

p TT 3 E' I TT 2 E' e 3 

F ‘= —ÿr- = ■ 

On a donc 


b 2 

»r a E' e 3 


12 b 2 


-0,8225^ a. 

La contrainte de traction, résultant de cet effort, a pour valeur 

F F 


n t = 


e ■ 1 


soit 


rc t =0,8225 E'(-|-\*a. 


4.223 Contrainte de flexion. — Le moment fléchissant maximum qui 
s’exerce au milieu C de la bande de largeur unité (fig. 9) a pour expression 

v 

M - P h ~ 

lu max — y 

O 

où cp représente Yinflucnce réductrice de la traction F sur le moment fléchis¬ 
sant maximum, obtenu en considérant la bande comme une poutre simple¬ 
ment appuyée en scs extrémités j^ce moment aurait pour valeur 
Le coefficient «p est défini par la relation algébrique 2 

c =2 chu “ 1 


u- ch u 


avec 


«=TV 


/«. 


L’abaque pratique donné ci-après traduit directement les résultats de 
ces calculs. 

La contraint# maximum de flexion qui résulte du moment M max a pour 
valeur 


d’où 

% (-L) 

avec ( — | = 

l V J 

n,~ 6 Mmax 

; e 2 

e 2 

6 

(bande de largeur 1) 

soit 



0,75 V [~j 

-)%. 



4.224 Contrainte résultante. — La superposition de la traction et do 
la flexion engendre une contrainte noimale résultante maximum 


n=n t +rif. 


Cette contrainte, dirigée en traction, s’exerce sur la génératrice mé¬ 
diane CiC 2 de la plaque (fig. 9) et sur la face opposée à celle où agit la 
pre c sion p. 


1. — L’emploi de E' comme module d’élasticité tient compte de la continuité longi¬ 
tudinale réelle de la plaque (§ 1-5). 

2. — Le symbole chu se lit « cosinus hyperbolique de u ». 


P. Vai.i.at. 
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4.23 Abaque pratique. — Les calculs ci-dessus peuvent être effectués 
rapidement en utilisant l’abaque pratique donné Planche 32 (diagramme 
n° 3). L’usage do cet abaque, établi en coordonnées logarithmiques 1 est le 
suivant : 

Porter en abscisses le paramètre sans dimension 



=0,156 v 


b* 

E ' e" 


caractérisant la plaque étudiée et. élever une verticale en ce point. 

Les valeurs de a et de 1000 cp se lisent en ordonnées, d’après les inter¬ 
sections de la verticale avec les courbes correspondant à ces paramètres. 

4.24 Application numérique. 

4.241 Données. — Adoptons, toujours, les données numériques des para¬ 
graphes 2.31 et 3.31, soit : plaque rectangulaire (articulée), de grand allongement, 
de largeur 0=300 mm, soumise à une pression uniforme p =0,01 kg/mm 2 ; matière : 
duralumin AU4G : E' = 7700 kg/mm 2 . 

Nous évaluerons les contraintes et la flèche dans le cas d’une épaisseur 
e=2 min. 


4.242 Calcul des 'paramètres. — Le paramètre à porter en abscisses a pour 
valeur 

= 0,156 • 0,01 • —-| 0 ^—- =102,5. 

7700 • 2* 

On lit sur l’abaque, planche 32 

*=31; 1000 9=26,5 d’où q>=0,0265. 

4.243 Contraintes : 

Contrainte de traction pure (§ 4.222) 

n t =0,8225 • 7700 • • 31=8,75 kg/mnj 2 ; 

Contrainte maximum de flexion (§ 4.223) 

n ; =0,75 • 0,01 • ’ 0,0265 = 4,47 kg/mm 2 ; 


Contrainte résultante maximum (traction) 

n = 8,75 + 4,47 = 13,22 kg/mm-. 

4.244 Flèche maximum ( § 4.221). 


f = L 
1 l+a 


«: +1 


= 102,5 


32 


f=6,4 mm. 


102,5 

16 


4.23 Remarques. — En assimilant la plaque étudiée ci-dessus à une 


1. — L’usage de ces coordonnées est rendu nécessaire par suite des variations 
considérables des paramètres qui entrent en .jeu dans l’abaque. Il permet d’obtenir une 
précision relative aussi bonne pour les grandes que pour les petites valeurs de ces 
■paramètres. Pour intrapoler entre les graduations indiquées sur l’abaque, on remar¬ 
quera que les échelles utilisées possèdent une base de 50 mm (distances 1 — 10 ou 
10 — 100, par exemple). Elles correspondent donc au 1/5 de l’échelle inférieure de la 
règle à calculs normale (base 250 mm). 
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membrane, nous aurions trouvé les valeurs suivantes (formules (4) et (61 
du § 3.1). ■ 

7i=0, 347 y/ 7700 | _0i01___300 j —g,98 kg/mm 2 (traction pure) 

/=0,360 • 300 y/ 3 g° =6,26 mm. 

La rigidité de flexion de la plaque diminue donc (faiblement) sa con¬ 
trainte de traction pure et influe très peu sur sa déformabilité, dans le cas 
particulier ci-dessus. Mais la plaque atteint une contrainte résultante maxi¬ 
mum nettement plus élevée que celle donnée par la théorie des membranes. 

Cette dernière conclusion est d’autant plus valable que l’épaisseur e de 
la plaque s’accroît. 

Si, par contre, l’épaisseur e devient très faible, les résultats s’identi¬ 
fient très sensiblement avec ceux de la théorie des membranes. On peut 
d’ailleurs démontrer cette propriété en effectuant de simples transforma¬ 
tions des formules ci-dessus (le paramètre a peut alors se confondre avec 
le coefficient h ; voir deuxième note du § 4.221). 


4.3 PLAQUES PLANES RECTANGULAIRES ENCASTREES. 

4.31 Notations. —Les notations p, b et F sont identiques à celles du 
paragraphe 4.21 (Yoir fig. 10). 



Fig. 10. 


La flèche fictive f' 0 que prendrait (élastiquement) la plaque encastrée 
librement (pas de traction F) est donnée par la formule (3) du paragraphe 2.1 
avec G = 0,0312, soit 1 


/ '=0,0312 JLJL. 
E' e 3 


4.32 Formules. 


4.231 Flèche maximum réelle. — La flèche maximum /, relative à la 
génératrice Ci C 2 (fig. 10) est reliée à /„' par l’expression 



1. — Il y a lieu d’apporter, au sujet de cette flèche, la même remarque qu’au 
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Le coefficient p qui désigne le rapport entre la force F et la charge cri¬ 
tique cLEuler F c de la bande AB (supposée articulée en A et B) est donné 
par l’équation 


soit x 3 — x 2 = k 

en posant x=l+ et k= • 

On peut, également, résoudre cette équation du troisième degré en a; à 
l’aide de quelques approximations effectuées en utilisant une table de carrés 

et cubes (adopter une valeur de départ égale à y^O. "Voir abaque ci-après. 

4.322 Contrainte de traction. — La contrainte de traction n t est don¬ 
née par l’expression 

?i ( =0,8225 V- 


4.323 Contrainte de flexion. — Le moment fléchissant maximum 
s’exerçant sur la bande AB, a lieu au niveau, de ses encastrements A et B. 
11 est donné par la relation 


M r 

Almax — ^2 


(en valeur absolue) 


où le coefficient représente « l'influence réductrice » de la traction F sur 
le moment fléchissant aux encastrements de la bande AB, considérée comme 
une poutre librement encastrée à ses deux extrémités (ce moment aurait 

pour valeur — ; voir planche 35, cas 11). 

Le coefficient W s’exprime algébriquement en fonction du paramètre 


u 


-SV* 


par la relation 1 


f'=3 


u — th u 


(voir abaque). 


u 2 • th u 

La contrainte maximum de flexion, correspondant à M max., est donc 

n ,=6 Mroax - (barlde AB de largeur 1) 
e 2 


soit 


n t = 0,5 p 


(iï 


\D\ 


4.324 Contrainte résultante maximum. — Sur les génératrices Ai A 2 
et Bï B a situées au niveau des encastrements (fig. 10), la plaque subit, sur 
la face où s’exerce la pression p, une contrainte de traction résultante 


n=n t + n,. 


1. — Le symbole : thu se lit : - tangente hyperbolique de u ». 
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4.33 Abaque pratique. — L’abaque de la Planche 32 (diagramme 
n° 3) porte également les courbes de variation des paramètres p et v, en 

fonction du paramètre y'= ^ qui a pour expression, dans le cas des 

plaques encastrées (voir § 4.31) 

/*'=0,0312 p ■ 


4.34 Application numérique. 

4.341 Données. — Utilisons les mêmes données qu’au paragraphe 4.26, soit : 
plaque AU4G (E'=7700 kg/mm 2 ) ; 6=300 mm ; p=0,01 kg/mm 2 ; e=2 mm (bords 
encastrés au lieu d’être articulés). 

4.342 Calcul des paramètres. 

/ = 0,0312 • 0,01 300 _:_=20,6. 

7700 • 2* 

L’abaque de la planche 32 donne directement - 

,8=24,6 et 1000 ^=340 d’où tf=0,340. 

4.343 Contraintes : 


Traction pure 

7i t =0,8225 ■ 7700 • 

Flexion 

n,=0,5 • 0,01 

(contrainte fictive, voir remarque ci-après) ; 

Traction résultante au niveau des encastrements (contrainte fictive) 

?i=6,93 + 38,25= 45.18 kg/mm 3 . 

4.344 Flèche maximum (au niveau de la génératrice médiane Ci C 2 ). 


300 


0,340=38,25 kg/mm 2 


-2—Y • 24,6=6,93 kg/mrrf- ; 
300 , 


f= 


fo 


l+-â 

4 


=/* 


i+4 

4 


= 20,6 


7,15 


/ = 5,77 mm. 

4.33 Remarques. —- La contrainte n, trouvée ci-dessus est une valeur 
fictive, car elle dépasse notablement la limite élastique du matériau utilise 
(Duralumin AU4G : n e = 26 kg/mm 2 ) et nous savons que les théories ci- 
dessus ne sont valables qu’en période élastique des matériaux. 

Il en est donc de même de la contrainte résultante n qui serait d’ail¬ 
leurs, dans l’exemple ci-dessus, supérieure à la contrainte admissible à la 

rupture (n a = 40 kg/mm 2 ). _ 

Cette application permet, néanmoins, de tirer les conclusions qualita¬ 
tives suivantes, valables pour toutes les formes de plaques. 

a) La présence d’encastrements rigides sur le pourtour d’une plaque 
engendre d'importantes contraintes de flexion de cette plaque, au niveau 

de ses encastrements ; . 

b) Si ces contraintes de flexion dépassent la limite élastique du maté¬ 
riau, les encastrements perdent leur rigidité pour s assimiler progressive¬ 
ment à de véritables articulations. Le phénomène ainsi produit est, en effet, 
assimilable au pliage d'une tôle. On sait, que celui-ci s effectue, a partir de 
déformations très faibles, sans exiger un accroissement notable des efforts 
appliqués et sans engendrer la rupture, contrairement aux résultats qui 
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seraient donnés par un calcul d’clasticité. L’explication en est fournie par 
la diminution de E, après limite élastique, qui a une influence particulière¬ 
ment grande sur la répartition des contraintes de flexion, dans le cas des 
éléments minces ; 

c) 11 y a lieu, en résumé, d’utiliser les formules ci-dessus, dans le cas 
des plaques encastrées, pour s’assurer qu’elles n’atteignent pas trop tôt 
leur limite élastique ou niveau de ces encastrements. 

Il faudrait, par exemple, que, dans l’application précédente, la pres¬ 
sion de calcul soit affectée d'un coefficient de sécurité au moins égal à 

-H— _ Jji’-jj- =174 

Île 26 

pour que la limite élastique ne soit pas atteinte au cours de l’utilisation 
normale. 

Cette conclusion est particulièrement importante dans le cas des pla¬ 
ques assujetties à subir des alternances de pressions (par suite do la limite 
de fatigue aux efforts alternés) ; 

d ) 11 convient, enfin, de remarquer qu’il existe peu, en pratique, d*en¬ 
castrements parfaits (c’est-à-dire infiniment rigides) qui servent de base à 
rétablissement de la théorie ci-dessus. 


5. PLAQUES COURBES 

6.1 GENERALITES. 


L’influence de la courbure initiale d’une plaque est particulièrement 
sensible dans le cas des plaques prenant des réactions de traction sur leurs 
encadrements (membranes ou plaques minces). 

Il existe une théorie relative à des plaques rectangulaires possédant 
une faible déformation initiale cylindrique l . Les résultats auxquels elle 
conduit ne peuvent être traduits d’une façon aussi simple que pour les 
plaques planes. Nous nous contenterons seulement do signaler qu’une cour¬ 
bure initiale, même très faible, a une influence très favorable sur la tenue 
d’une plaque, pourvu que celle courbure initiale soit effectuée dans le sens 
de la déformation que la plaque tend à acquérir sous l’action de la pression 
appliquée 2 . 

On constate que la-plaque tend vers un mode de travail en traction pure 
(les moments fléchissants diminuent). 


Plaque phne _ — P lu que courbe _ 



Cette constatation s’explique très naturellement si l’on considère que 
la pente des efforts F engendrés sur les bordures s’accroît par rapport au 
cas des plaques initialement plnnes (où cette pente n’était due qu’à la 
déformation élastique). Or, plus cette pente est, forte et moins F a besoin 
d’être grand pour équilibrer'le même effort normal N à l’encadrement 
(lig. 11) qui reproduit l’effort tranchant dû à la pression p. 


1. — Résistance des matériaux, par S. Tîmoshenko, Librairie Polytechnique 
Cil. Béranger. 

2. — Pour une flèche égale à l’épaisseur de la plaque on trouve une réduction de 
contrainte de l’ordre de 30 %. 
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Le travail eu traction étant favorisé, il est normal que les efforts de 
flexion diminuent. 


6.2 CAS PARTICULIER DES MEMBRANES DE COURBURE IMPORTANTE. 

5.21 Données. — Considérons (fig. 12) une plaque très mince, assimi¬ 
lable à une membrane de largeur projetée b, possédant une courbure ini¬ 
tiale de flèche y importante vis-à-vis de la flèche complémentaire / due à 
la pression appliquée p. 

Le rayon de courbure moyen R de la déformée initiale est tel que l’on 
ait 


soit 

d’où l’on tire 


OA 2 = OIP + AH 2 

R 2 =(R 


V- 


ïi=JL + „ 

2 8 y 



5.22 Contraintes. — Assimilons la plaque à un fragment de paroi 
d’une enveloppe cylindrique mince de rayon R, Nous' savons, d’après la 
théorie simplifiée de ces enveloppes (chap. VI, § 5.4) que la plaque est sou¬ 
mise à une contrainte de traction transversale donnée par l’expression 
simple 


n=-E-^- 


Cette formule simple donne une approximation suffisante dans le cas 
envisagé. 

5.23 Application numérique. — Supposons que la plaque très mince 
étudiée au paragraphe 3.3 (membrane plane, 5=300 mm, p = l I kg/cmV 
E'=7700 et e = Ô,8 mm) possède une courbure cylindrique initiale de 

flèche y =20 mm. 

Rayon de courbure initial moyen 


r = + 30()2 .. =527.5 mm. 


2 ' 8-20 

Contrainte de traction 

7| = _0 i 01__1328_ =7>16 kg / mm 2. 
O R 
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Pour la même membrane plane nous avions trouvé une contrainte de 
traction de 14,9 kg/mm 2 (§ 3.132). La llèche envisagée, qui ne représente 
que o,ou % de la largeur de la plaque, a donc réduit sa contrainte de 52 %. 

5.24 Remarque. — Nous avions trouvé au paragraphe 3.33 que la 
plaque plane do 0,8 mm d’épaisseur acquérait une Hoche élastique de 
8,5 mm. Supposons que la théorie ci-dessus s’applique à cette plaque ainsi 
delormée. Son rayon de courbure moyen a pour valeur 


R= 8,5 300- —iqoo 

2 8 • 8,5 


mm 


d’où une contrainte de traction 


n= f 72 ’ 5 =16,6 kg/mm 2 

0,8 

valeur no différant que de 11,4 % par excès, de celle trouvée en utilisant 
la théorie des membranes (n = 14,9 kg/mm 2 ). 

Si la plaque plane avait eu une llèche élastique supérieure (b plus 
grand pu e plus faible, par exemple), les résultats auraient été plus voisins. 

Cette concordance approximative montre qu’une plaque plane 1res 
souple tend, à la limite, à travailler comme une paroi d’enveloppe mince 
cylindrique, c’est-à-dire de la façon 1a, plus favorable possible en période 
plastique. 

Cette considération explique les divergences énormes constatées expé¬ 
rimentalement entre les pressions produisant la rupture des plaques minces 
et les pressions admissibles calculées en extrapolant brutalement les résul¬ 
tats des théories d’équilibres élastiques. 
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CALCUL DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES 


0. INTRODUCTION 


11 existe de nombreuses méthodes de résolution des systèmes liyperstn- 

tiques. . . 

Certaines sont essentiellement algébriques et d autres, au contrain\ 

presque exclusivement géométriques. 

Contrairement aux principes généraux de cet ouvrage, il nous a paru 
intéressant de développer particulièrement un procède de calcul s appai en¬ 
tant plus aux méthodes algébriques qu’aux méthodes géométriques. 

Ce procédé, connu sous le nom de << méthode des dérivées du potentiel 
interne » (ou « méthode du travail minimum »), présente, eu effet, l’avan¬ 
tage d’être entièrement général et d’une très grande facilité de mise en 
œuvre pour la plupart des problèmes courants. Nous verrons que son em¬ 
ploi ne nécessite, pratiquement, aucune connaissance mathématique élevee, 
sous réserve de quelques notations particulières que nous présenterons sous 
la forme d’un « formulaire mathématique ». , 

Les deux premiers paragraphes du présent chapitre sont reserves a 
l’exposé, sous une forme générale, des différentes propriétés et des métho¬ 
des de résolution des systèmes hyperstatiques. Les paragraphes suivants 
traiteront de quelques applications particulières orientées vers un but d uti¬ 
lisation pratique. , _ 

Il paraît utile de signaler, avant tout, expose, que les méthodes ci-aprcs 
ne concerneront toujours que dos éléments longs et réguliers, c est-a-dire 
des poutres prismatiques . Il serait superflu de les appliquer dans e cas 
d’éléments courts soumis à des liaisons surabondantes. Ces éléments appar¬ 
tiennent plutôt à une catégorie de pièces dites « incalculables » (a l aide des 
théories usuelles de la résistance des matériaux), fl vaut mieux lever l ui 
indétermination par une ou plusieurs hypothèses simples et defavoiables, 
plutôt que de leur appliquer les théories ei-après, sous prétexte, d un ca c 
apparemment rationnel... ou spectaculaire. 

I. GÉNÉRALITÉS 


1.1 RAPPEL DE DEFINITIONS. 

1 11 Systèmes hyperstatiques extérieurs. — En étudiant l’équilibre 
statique extérieur des systèmes matériels, nous ayons été conduits, au 
chapitre HT, paragraphe 4., à désigner par système hyperstalique {ou 
surabondant) tout système pour lequel les équations d équilibré exteneur 
sont en nombre insuffisant, pour permettre le calcul de toutes les liaison, 
extérieures appliquées à ce système. 
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Exemples : Poutre droite continue reposant sur plus de deux appuis 
poutre encastree et appuyée, arc sur deux articulations, etc... 

lN ,? us avons également précisé au chapitre 111, paragraphe 4.0, que celte 
(lelimtion ne concernait qu’un premier genre de systèmes hyperstatiques 
désignés par systèmes hyperstatiques extérieurs. Les liaisons’statiquement 
indéterminées étaient,, en eilet, des liaisons extérieures (forces on moments 
de reaction). 

1.12 Systèmes hyperstatiques intérieurs. — Nous avons fait suivre 
cette précision do la notion d’un autre genre de systèmes hyperstatiques : 
les systèmes hyperstatiques intérieurs (ou systèmes hyperstatiques de struc¬ 
ture). Cette notion a été donnée par l’exemple simple d’un anneau chargé 
(dissymetnquemenf) par un système simple de forces extérieures en équi¬ 
libre (fig. 11 du chap. III, reproduite ici lig. I). 

On se rend compte aisément de ce que tous les systèmes ne présentant 
pas d extrémité libre (systèmes se refermant sur eiix-mèmes) constituent? 
des systèmes hyperstatiques intérieurs. En effet, on ne peut, pour ces sys¬ 
tèmes, définir quelles sont les charges à considérer pour calculer les efforts 
internes appliqués au niveau d'une section quelconque (section S, fig. 1, 
par exemple), puisque ces efforts internes doivent être ceux situés d’un 
meme côté de cette section et que cette désignation perd ici tout son sens, 
il manque, donc, pour ces systèmes hyperstatiques intérieurs, un « point 
de départ connu », c’est-à-dire une section où les efforts internes sont stati¬ 
quement déterminés. Les inconnues seront donc des forces de liaisons inté¬ 
rieures agissant nu niveau d’une section, arbitrairement choisie, désignée 
par « section de coupure ». 


t 




1.13 Systèmes hyperstatiques mixtes. — En supplément à ces défi¬ 
nitions, signalons qu’il existe des systèmes hyperstatiques mixtes, c’est- 
à-dire surabondants extérieurement et intérieurement à la fois. 

C’est, par exemple, le cas d’un anneau plan reposant sur trois articula¬ 
tions A, B et C (lig. 2), chargé par un système de forces F^ F 2 , F 3 situées 
dans son plan. 

Nous avons, on effet 

extérieurement : trois équations d’équilibre (système plan) avec un « degré 
d’efficacité » des liaisons égal à 2x3=6 (chap. III § 3.7) ; 

intérieurement : système sc refermant sur lui-même et, par suite, sura¬ 
bondant. 


Voir, ci-après, le nombre total d’inconnues. 



CALCUL DES SYSTÈMES HYPER STATIQUES 


443 


1.2 DEGRE DE SURABONDANCE D’UN SYSTEME HYPERS TAXI QUE. 


1.21 Cas des systèmes hyperstatiques extérieurs. — Nous avons égale¬ 
ment, été conduits à définir dans un cas particulier, au chapitre 111 (§ 4.31) 
le degré de surabondance, d'un système hyperstatique extérieur. Nous avons 
vu que ce degré était donné par le nombre de liaisons extérieures statique¬ 
ment indéterminées, c’est-à-dire, selon nos conventions, par la différence 
entre le « degré total d’efficacité » des liaisons et le nombre total d’équa- 
tions dont on dispose pour les déterminer. 

Exemples 

Poutre droite sur 3 appuis : 1 er degré de surabondance (une réaction 
inconnue) ; 

Poutre droite sur 4 appuis : 2° degré de surabondance (2 réactions incon¬ 
nues) ; 

Arc sur deux articulations : 1 er degré de surabondance (poussée inconnue). 

1.22 Cas des systèmes hyperstatiques intérieurs. — Pour les systèmes 
hyperstatiques intérieurs, le degré do surabondance est donné par le nom¬ 
bre d’efforts intérieurs de liaison, nécessaires pour rétablir la continuité 
du système à travers la section de coupure envisagée 1 . 



Ces efforts intérieurs peuvent comprendre, au maximum : 
a) Pour un système plan (chargé par un système d’efforts n’engendrant 
pas de torsion ; lig. 3 a) : 

un effort tranchant T, 
un effort normal N, 
un moment fléchissant M, 

soit, trois inconnues au maximum 2 . 


1. — C'est-à-dire par le nombre d’efforts internes existant réellement au niveau de 
cette section de coupure. 

2. — Nous verrons, qu’en pratique, pour tous les systèmes symétriques, ce nom¬ 
bre d’inconnues peut être réduit en envisageant des sections de coupure judicieuse¬ 
ment choisies. 
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b) Pour un système à trois dimensions (charges quelconques, fig. 3 b) : 

deux composantes d’effort tranchant T„ et T z , 
un effort normal N, 

deux composantes de moment fléchissant M y et M*, 
un moment de torsion M t , 

soit six inconnues au maximum. 

1.23 Règle générale. — Pour discriminer le degré de surabon¬ 
dance d’un système hyperstatique quelconque, il y a lieu d'effectuer les 
opérations suivantes l . 

a) Rendre le système isosialique, ce qui s’opère en supprimant, par la 
pensée, autant de liaisons extérieures , et en effectuant autant de sections de 
coupure qu’il est nécessaire ; 

b) Appliquer en ces points de liaison supprimés et en ces sections de 
coupures, autant d’efforts de liaison (forces ou moments extérieurs ou inté¬ 
rieurs) qu’il est nécessaire pour rétablir la continuité interrompue ; 

c ) Faire la somme de tous ces efforts de liaison qui donne le degré de 
surabondance général du système. 

1.24 Application. — Reprenons l’exemple de Vanneau sur trois. articulations 
chargé dans son plan (§ 1.13 et fig. 2 reproduite ci-dessous fig. 4 a). 2 

Pour rendre le système isostatique extérieurement, il faut supprimer une arti¬ 
culation (B par exemple) et transformer une autre articulation en appui simple 
(articulation C, par exemple)- 

Nous obtenons le système de la figure 4 b et nous avons ainsi mis en évidence, 
trois inconnues extérieures : Rb„, Rb* et Rc„ 3 . 

Pour le rendre isostatique intérieurement, effectuons une section de coupure 
quelconque S. Nous aurons ainsi affaire à une poutre courbe isostatique (fig. 4 c). 
Pour rétablir la continuité interrompue par la section S, il faut lui appliquer 
(système plan) : un effort tranchant T, un effort normal N et un moment fléchis¬ 
sant M, soit trois efforts de liaison intérieurs inconnus. 



Le degré de surabondance de ce système est donc : 

3 + 3=6. 

Remarque. — Les efforts T, N et M appliqués, figure 4 c, à la partie supérieure 
de l’anneau sont équilibrés, sur l’autre bord die la coupure S, par des efforts égaux 
et de sens inverses provenant de la partie inférieure, puisque ce sont des efforts 
de liaison internes. 


1. — Cette discrimination du degré de surabondance est toujours l’opération à 
effectuer en premier lieu, dans la résolution d’un système hyperstatique. 

2. — Ce serait, par exemple, le cas d’une couronne de bâti-moteur en étoile, char¬ 
gée de transmettre les efforts tranchants agissant dans son plan et le couple-moteur. 

3. — Ce raisonnement confirme le résultat obtenu directement en considérant les 
« degrés d’efficacité » des liaisons (§ 1.13). 
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1.3 PROPRIETES GENERALES DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES. 

Nous avons vu, au chapitre III, que l'indétermination apparente d’un 
système hyper statique devait se lever à l’aide de considérations de défor¬ 
mations du système étudié. 

Nous allons, ci-après, étudier un exemple simple, où n’entreront en 
jeu que des déformations de traction pure. Cet exemple nous permettra do 
dégager les propriétés générales essentielles des systèmes hyperstatiques. 

1.31 Exemple simple de système hyperstatique. — Considérons 
(fig. 5 a ) un système constitué par les deux éléments concentriques suivants: 

élément (1) : barre rectiligne AB de section constante Si, de longueur 
libre Lu et de module d’élasticité Ei ; 

élément (2) : tube, de section constante S 2 , dans sa région déformable 
AC de longueur L 2 et de module d’élasticité E 2 . 

La barre (I) est maintenue rigidement à son extrémité B et le tube (2) 
s’appuie, au niveau de son extrémité C, sur une couronne rigide B D . 

Les deux éléments sont reliés intimement l’un à l’autre en A où ils 
sont sollicités par une force F produisant une traction de l’ensemble. 

Ce système est évidemment hyperstatique, car on ignore, à priori,. 
quelle est la participation de l’un et de l’autre élément pour la transmission 

de F. , , 

Pour le rendre isostatique, il suffit, par exemple, de supposer la barre 
(1) coupée. Effectuons cette section de coupure en B, (fig. 5 b) située immé¬ 
diatement au niveau de l’extrémitc B. 



Fig. 5. 


Les liaisons internes rétablissant, à travers cette section, la continuité 
du système ne comprennent évidemment, dans ce cas particulier, qu’un 
effort normal représentant la traction pure qui existe, en réalité, dans la 
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barre Désignons par F, cet effort, inconnu, de traction dans l’élément (I) 
L’élément (2) subit donc un effort do traction réel : 


F 2 =F — Fj 

Pour déterminer Fi il suffit d’écrire que les deux éléments doivent subir 
le môme, allongement, sous l’action de leurs efforts respectifs, puisqu’ils 
sont reliés intimement l’un à l’autre et que, par hypothèse, leurs extrémi¬ 
tés il et G sont reliées à des supports rigides 2 . 

D’après l’équation de déformation en traction simple établie au cha¬ 
pitre VI (§ 1.3), ces allongements ont, respectivement, pour expressions : 

élément (1) : 1 Jhi 

E, A » 

élément (2) : fi = _ J F — F x ) L, _ 

E 2 S 2 e 2 S 2 

On a donc : l x = l 2> soit 

FjE,, S 2 L x =FEj S, L,~ E x S, L,. 

On déduit directement de cette équation de compatibilité d’allonge¬ 
ments, 1 expression de Y effort inconnu F, dans V (dément (1) 

p _p_E i S, L, _ 

’ E, S,L 2 + E 2 S 2 L, 


_F_ 

1 E., S s L, 

Ei S, L„ 


,, ,, * a relation F 3 = F—F 1 on déduit immédiatement l’expression de 
1 effort F 2 dans 1 element (2) 


‘ i + 

_ E 2 S 2 L, 

Ce système hyperstatique simple est donc résolu. 

1.32 Propriétés générales, déduites de cet exemple simple. 

1.321 La résolution d’un système hyperstatique n’est valable qu’en 
période élastique des matériaux qui le constituent. — Nous avons, en effet, 
appliqué ci-dessus une formule d’allongement élastique liée aux valeurs 
des modules d’élasticité Ei et E 2 qui ne sont valables qu’en période élas¬ 
tique 3 . 

Il découle immédiatement, de cette propriété, la conséquence suivante: 

Un essai statique à rupture ne peut, à, priori, donner aucune justifica¬ 
tion d’un calcul hyperstatique. 

Remarque. — Il n’en subsiste pas moins que les calculs peuvent ctre 


1. — Le système est donc surabondant au •premier degré. 

2. — C’est-à-dire, plus précisément, à des supports aussi rigides l’un que l’autre. 
Voir ci-après. 

3. — Nous avons vu au chapitre XVI (§ 3.1) qu’en réalité, le module d’élasticité 
n’est constant qu’en période de proportionnalité. Rappelons que, pour les problèmes 
courants de résistance des matériaux, on admet une valeur moyenne de E valable 
jusqu’à la limite élastique conventionnelle. Signalons qu’au surplus, dans ce cas sim¬ 
ple, on obtiendrait une solution exacte en période plastique, en utilisant les modules 
tangents (diagrammes de traction) qui correspondraient aux contraintes atteintes. 
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conduits avec des charges dites « à la rupture ». Ne voir alors, dans ces 
charges, que 1 influence d un simple jeu de coefficient affectant colles de 
limite élastique. 

1.322 En général, un système hyperstalique ne peut, pas être d'égale 
résistance. — En eilet, désignons par ni et n a les contraintes respectives 
des éléments (1) et (2) 



et 



L’équation de comptabilité h =h s’écrit directement 



n, L _ n,L z 

E, V 
Jh. = Jh_ _U_ _ j. L, 

n 2 E 2 L x Lj 


en désignant par h le rapport des modules d’élasticité Ei et E 2 . 


Pour que le système soit d’égale résistance, il faudrait que le rapport 


Ih 

7U 


soit constant et égal au rapport : — 1 — des contraintes admissibles des deux 

^2 n 

matériaux. Cette circonstance ne peut se produire que pour une valeur par¬ 
ticulière du rapport des longueurs des deux éléments, telle que 


_Lü_ = le . 

L2 Wja 


C’est un cas particulier de construction. 

Donc, en général, la matière n'est pas utilisée au maximum dans un 
système hyperstatique qui apparaît ainsi, à priori, comme devant être plus 
lourd qu’un système isostatique 1 . 


1.323 Le dimensionnement d’un système hyperstatique ne peut se 
faire, en général, que par approximations successives. — Nous voyons, en 
effet, d’après les expressions de Fi et F a ci-dessus, qu’il faut connaître les 
dimensions des différents éléments pour déterminer les efforts et les con¬ 
traintes qu’ils supportent. Si l’on recherche justement la détermination de ces 
dimensions, on ne pourra le faire que par approximation, à moins qu’on 
puisse mettre le problème en équation générale, ce qui n’est pas toujours 
possible. 

1.324 Dans un système hyperstalique, la participation d'un élément 
à la transmission des efforts généraux est proportionnelle à la rigidité de 
cet élément. — Én effet, considérons toujours l’exemple précédent. L’effort 
dans l’élément (1) a pour expression 


1 i + J*' 

E,S,L 2 

Si l’on augmente la section S) de cet élément, on diminue le dénomi¬ 
nateur, donc on augmente l’effort F,. Inversement, si l’on diminue la sec¬ 
tion Si, on diminue F effort F, dans l’élément. 

On verrait, de même, que l’effort dans l’élément (2) augmente avec, sa 
section. 


1. — Cette conclusion est une de celles qui permettent de proscrire l’emploi des 
systèmes hyperstatiques quand leur emploi n’est pas absolument nécessaire. 
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Donc, l’effort supporté par un élément du système varie dans le même 
sens que sa section, c’est-à-dire que sa rigidité. 

Remarques. — a) d’une façon plus générale, il faudrait raisonner avec 
les paramètres de rigidité des éléments qui sont E x S x et K 2 S 3 dans 
l’exemple précédent. 

On désigne, en effet, par paramètres de rigidité les produits suivants : 

■en traction ou compression : E S, 
en cisaillement : G S, 

en flexion : E I, 

en torsion : G I n ou, plus généralement, G J. 

On peut remarquer, en effet, que ces produits entrent au même titre 
dans les équations de déformations établies au cours des chapitres VI à XIII. 
b ) La contrainte de la barre a pour expression 



S, + 


F_ 

e 2 s^ 

E, L 2 


Si S, augmente, le dénominateur augmente, donc la contrainte dimi¬ 
nue. 

On renforce donc toujours un élément, d’un système hyperstatique en 
augmentant sa section, contrairement à ce qu’un examen superficiel de la 
conclusion ci-dessus pourrait laisser croire. 

1.32o Les conditions de rigidités relatives des liaisons extérieures sont 
très importantes dans un calcul hyperstatique. — Pour résoudre l’exemple 
simple précédent, nous avons dû supposer égales les rigidités des appuis 
des deux éléments. 

D'une façon imagée, nous avons admis qu’un « bloc rigide » tel que 
celui représenté ligure 5 c réunissait les supports B et D D'. 

Si, par contre, le support de la barre avait été élastique par rapport à 
celui du tube, il aurait fallu tenir compte de sa déformation dans l’équation 
d’allongement de la barre, ce qui aurait modifié les résultats. 

Il faut donc faire attention aux conditions de rigidités relatives des 
liaisons extérieures d’un système hyperstatique. 

On se rend compte de ce que le calcul d’un tel système est beaucoup 
plus complexe que relui d’un système isostatique, où les déplacements des 
points de liaison influent, en général, d’une façon peu sensible sur les 
efforts (simples variations de bras de levier le plus souvent négligeables). 

On voit également, qu’à cet égard, la résolution d’un système hypers¬ 
tatique exclusivement intérieur sera toujours plus précise que celle d’un 
système hyperstatique extérieur, puisque ce premier système n’est pas 
influencé par des conditions de rigidité extérieures toujours délicates à 
estimer. 


2. DIFFÉRENTES MÉTHODES DE RÉSOLUTION 
DES SYSTEMES HYPERSTATIQUES 

2.1 REGLES GENERALES. 

Pour résoudre un système hyperstatique, il y a lieu, d’une façon géné¬ 
rale, d’effectuer successivement les opérations suivantes : 

a) Rendre le système isostatique en supprimant autant de liaisons 
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extérieures et en effectuant autant de coupures fictives (liaisons intérieures) 
qu’il est necessaire 1 . 

Nous savons (§ 1.23) que cette opération préliminaire permet de con¬ 
naître le degré de surabondance du système étudié. 

Nous désignerons, d’une façon générale, par « système coupé » ce sys¬ 
tème ainsi rendu isostatique. 

b) Déterminer les efforts agissant sur le système coupé (efforts tran¬ 
chants ; moments fléchissants, moments de torsion). 

Cette détermination s’opère sans difficulté à 1 aide des méthodes usuel¬ 
les de calcul des systèmes isostatiques. . , 

c) Remplacer les efforts de liaison (forces ou moments) supprimes 
pour rendre le système isostatique, par des efforts inconnus. 

d) Ecrire que les déformations du système coupé sous l’aclion des 
charges extérieures (efforts déterminés en b ci-dessus), d’une part, et sous 
l’action, des efforts inconnus seuls, d’autre part, sont compatibles. 

On obtient ainsi une condition de compatibilité de déformations qui 
s’exprime par une ou plusieurs équations, ou parfois par un simple raison¬ 
nement et qui permet de connaître les inconnues cherchées. 

C’est précisément dans la manière d’écrire cette compatibilité de défor¬ 
mations que les diverses méthodes de résolution dillèrent entre elles. 

Nous allons, ci-après, exposer succinctement les méthodes les plus 
usuelles et en effectuer, à priori , un examen critique. 


2.2 METHODE DES DEPLACEMENTS. 

C’est celle qui vient lejffus naturellement à l’esprit. 

On calcule le déplacement, du système coupé, sous 1 action des forces 
extérieures seules, ou niveau des points où l'on a supprimé des liaisons 
surabondantes. On détermine ensuite, en ces memes points, les déplace¬ 
ments dus aux efforts de liaison inconnus seuls. Ces derniers déplacements 
s’expriment donc en fonction des inconnues. En égalant les déplacements 
qui correspondent à un même point, on obtient une équation, ou un sys¬ 
tème d’équations, qui permet de connaître les inconnues cherchées. 


Exemple. — Considérons une poutre rectiligne continue reposant sur 
trois appuis A, B et C.(Iig. 0 a) chargée par un système do forces normales 
à sa direction. 



i 1 l 1 

-S-A 


B 


® 



A B~ t 

A 


Supposons, par exemple, l’appui médian B supprimé. Nous obtenons 
ainsi un système isostatique (poutre sur deux appuis). Nous pouvons donc 
déterminer sa flèche y au niveau du point B (calcul algébrique ou graphi¬ 
que, chap. N, § 3. ou 4.). Désignons par X la réaction réelle inconnue de 
l’appui B. Appliquons en B une force unitaire x = l dirigée dans le sens 
de X. Elle produit, à elle seule, une flèche / facile à déterminer (chap. X, 
§ 4.6). 

La force X produit donc, fictivement, dans ce « système coupé » une 


— Les applications données aux paragraphes suivants montreront, dans chaque 
cas particulier, le choix le plus élégant de ces sections de coupure. 

F. Vallat. — Résistance des Matériaux 2n 
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(lèche X lois supérieure à /, c'est-à-dire : /X. Comme la flèche réelle en B 
doit être nulle (appui) on a donc en valeur absolue 

V=f X 

d'où 

X=JL. 

1 

Remarques. — Cette méthode, très simple en apparence, se complique 
sérieusement quand on a affaire à des systèmes moins simples que celui 
ci-dessus 1 2 3 . Elle exige le calcul de déplacements qui ne sont, en réalité, que 
des valeurs (iclives puisqu'ils concernent lo système supposé coupé. Elle 
présente de séi leux risques d erreurs dus aux sens des déplacements. 

2.3 METHODE ALGEBRIQUE BASEE SUR L’EQUATION DE LA LIGNE 
ELASTIQUE DEFORMEE DES P< TITRES DROITES. 

iNoiis avons vu au chapitre v . paragraphe !.. que Véquation générale 
Je la ligne élastique déformée d'une poutre fléchie, initialement rectiligne, 
était donnée par la relation 

= - M ~. 
a x* El 

(Dans le cas d’une poutre hyperstatique, les incoir.ues entrent dans 
l’équation de M, en supplément à la variable x : abscisse des sections comp¬ 
tée suivant la longueur de la poutre.) La méthode revient à déterminer les 
constantes d'intégration de cette équation différentielle, en tenant, compte 
des conditions de déformations (flèches ou angles nuis) imposées par les 
liaisons surabondantes. On obtient ainsi les équations complémentaires des 
équations d’équilibr stalique qui permettent de lever l’indétermination du 
système et de calculer directement ses efforts appliqués et flèches réelles. 

Cette méthode est la plus utilisée dans la plupart des ouvrages courants 
où ne sont envisagés que des cas simples. Elle présente l’inconvénient 
d’exiger la connaissance du calcul différentiel qui devient vite très ardu 
pour des systèmes de charges non simples. De plus, cette méthode qui ne 
s'applique qu.nux poulres rectilignes el soumises uniquement à :1e la 
flexion - n'est pas générale. 

2.4 METHODE DITE DES « SURFACES DE MOMENTS » \ 

G est également une méthode de résolution applicable aux poulres 

fléchies , ces poutres pouvant être rectilignes ou courbes. 

Elle repose sur des propriétés géométriques simples de la courbe 

IrnoiV le lonu dp la rouira elle-même (poulres reri il in ms) < u le long de la 
développée do cette poutre (poutres courbes ou portiques). Ces propriétés 
sont les suivantes : 

2.41 Première propriété : on théorème des surfaces de moments. — 

Pour toute poutre fléchie , la rotation élastique relative des deux sections esI 

M 

mesurée par Voire du diagramme comprise entre, ces deux sections. 

1. — En particulier quand il faut envisager des déplacements en rotation (influen¬ 
ces d’encastrements, par exemple). 

2. — M est à remarquer que cette méthode néglige les flèches complémentaires 
de cisaillement. 

3. — Cette méthode fait l’obiet d’un exnosé très comnlet dans la Note no 15 
STAé/ECÏ du 11-1-13. Elle est reproduite dans l’ouvrage « Leçons sur la résistance des 
matériaux », par J. Gèrardin. 
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Nous avons démontré et utilisé cette propriété au chapitre X, paragra¬ 
phe 1.3 et 2.3), lors du calcul des rotations relatives des sections des pou¬ 
tres isostatiques. 

Exemple (fig. 1 a). — La rotation relative a ba de la section b par rapport 
à la section a d’une poutre sur deux appuis est donnée, a une échelle près, 
par l’aire hachurée S. 



Fig. 7. 


Utilisation de cette propriété. — Les encastrements cl’une poutre bi-encastrée, 
par exemple (fig. 7 b), imposent à la déformée des tangentes dirigées suivant AB. 
On a donc une rotation relative nulle entre A et B. On doit, par suite, avoir une 
courbe M/EI telle que (en valeurs absolues) 

Sj—S 2 + S 3 =0. 

2.42 Deuxième propriété : ou théorème des moments de surface des 
moments. — La flèche en un point b comptée à partir de la tangente en un 
point a à la fibre moyenne déformée d'une poutre fléchie e 

le moment sialique par rapport à la section b de l’aire du 

comprise entre les ordonnées des deux points a et b. 

Exemple (fig. 8 a). — La pèche relative y htt , c’est-à-dire la distance b’c 
comptée normalement à la direction initiale AB de la poutre, est donnée, 
à une échelle près, par 

Vba=S d. 


H 


Fig. 8. 




I mesurée par 

r M 

diagramme — 

J /1 


Remarque. — Les tangentes en a et b' à la déformée se coupent sur la 
verticale du centre de gravité g de S (statique graphique). On démontre 
ainsi la propriété ci-dessus, puisque 

(en radians) 


S = * 
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et que 

Uba = 'X-ba ‘ 4 

(en assimilant la corde b c à l are de cercle de centre g passant pur ses 
extrémités). 

Utilisation de cette propriété. — Les extrémités A et B de la poutre bi- 
encastrée, figure 8 b , doivent avoir une flèche relative nulle donc, la courbe -M- 
doit être telle que (surfaces en valeurs absolues). - » 

S, d 1 —S 2 d 2 + S 3 d 3 =0. 

Cette condition, jointe à celle du paragraphe précédent, permet de déterminer 

l’allure réelle de la courbe —et, par suite du moment M cherché. 

El 

On commencera donc, pratiquement, par tracer la courbe —du système 

rendu isostatique (deux appuis simples en A et B par exemple (fig! 8 b) : nuis on 
« redressera » cette courbe de façon à satisfaire aux conditions ci-dessus 

2.43 Remarques. •— Cette méthode, qui donne lieu à des solutions 
purement géométriques des systèmes hyperstatiques, est très séduisantes, 
par suite des raisonnements qu’elle implique ; mais ces raisonnements 
deviennent vito très ardus dans les cas non simples. 

Elle exige la connaissance 'préalable de l’allure de la déformée, ce qui 
n'est pas toujours très simple, notamment pour les poutres courbes 2 . 

Elle ne s’applique qu’exclusivement aux poutres fléchies, en négligeant 
toujours leurs flèches complémentaires de cisaillement. 

METHODE DES DERIVEES DU POTENTIEL INTERNE DE DEFOR¬ 
MATION (OU METHODE DU TRAVAIL MINIMUM). 

Nous avons signalé, en introduction au présent chapitre, paragraphe 0., 
que nous utiliserions, de préférence, la méthode exposée ci-après, pour 
résoudre les systèmes hyperstatiques. 

Nous serons conduits, pour son exposé, à admettre, sans démonstra¬ 
tion générale, son principe fondamental. Nous le vérifierons, par contre, 
dans un cas particulier simple. Nous constaterons également, au cours des 
chapitres suivants l'équivalence de ses résultats avec ceux procurés, avec 
des raisonnements plus longs, par I une ou l’autre des méthodes ci-dessus. 

2.51 Travail élastique, ou potentiel interne, de déformation. _ Au 

cours de l’étude des différentes sollicitations des poutres, nous avons établi 
les expressions du travail élastique de déformation dans chaque cas parti¬ 
culier. 

Rappelons ces expressions, avec leurs références : 

Traction ou compression (effort normal désigné, d’une façon générale, 
par N) 

Ç =S~ 2 e S AL ‘ (Chap ' VI) § 1A et 2 ’ 2) 

Flexion (moment fléchissant M). 

C = S-^îhr AL ‘ (chap ‘ TX ’ § 3 - 4,) 


monî'dTs C ah?s n » éthüCle 86 déS,gne encore sous ,e vocable de'« méthode du balance- 

on pe ( lvont suppléât à cette connaissance, mais leur 

n pjoi reste, généralement, difficile a observer. 
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Cisaillement (eiïort tranchant T). 

C = 2 AL <chap - vm > § 4 - 3) 

(S' étant une section fictive telle que-gr soit égal à la valeur moyenne de 

la contrainte le long de la section). 

Torsion (moment de torsion M t ) 

ê = ^ “2^T AL ‘ (cha P- XIII, § 2 - a ) 

Le travail élastique total ou potentiel interne d’une poutre subissant 
tous ces efforts est la somme de tous ces travaux, soit 

1 TI=C+C+C+C 

Remarque. — Généralement, un de ces termes est prépondérant par 
rapport aux autres. On le désigne alors par travail de déformation principal 
ou potentiel interne principal et l’on peut, généralement, négliger les autres 
avec une approximation suffisante. C’est ce que nous ferons dans la plupart 
des cas. 

2.52 Théorème de Castigliano ou des dérivées du potentiel interne. 

2.521 Enoncé. — Ce théorème, sur lequel repose toute la théorie ci- 
après, s’énonce ainsi : 

Soit un système quelconque, isostatique ou hyperstatique, soumis à un 
système de forces extérieures. La projection 1, sur la direction d’une force 
quelconque X ( force appliquée ou force de liaison ), du déplacement, élastique 
du point d'application de celte force est égale à la dérivée partielle par 
rapport à X du potentiel interne de dé formation du système 



De même, la projection 0 de la rotation d’un moment r est égale à la 
dérivée partielle du potentiel par rapport à r 

2.522 Interprétation physique. — Considérons une poutre quelcon¬ 
que, par exemple la poutre en arc représentée figure 9 a. Cette poutre est 
soumise à un certain système de charges extérieures. Supposons que la 
force X représente l’une de ces charges qui agit en un point A suivant la 
direction MN. Si la force X varie d’intensité, la flèche de la poutre, et donc 
son travail interne (dû à l’ensemble des charges), vont également varier. 
Supposons que la courbe (1), figure 9 b, représente la variation de cette 
fonction 

U=/ (X). 

Traçons la courbe (2) représentant la fonction dérivée de la courbe (1) 
par rapport à X, c’est-à-dire la fonction 

A= lx =r (X) (cliap - I;§ 4J) ‘ 

Le théorème de Castigliano signifie que cette courbe (2) fournira, pour 
chaque valeur de X, la projection 1 sur la direction MN du déplacement 
élastique AA' de A (ce déplacement étant dû à l’ensemble des sollicitations 
appliquées, y compris la force X). 
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Exemple figure 9 b : Pour X=X lt l’ensemble des forces appliquées, y 
compris la force X lf donne lieu à un déplacement de projection X 1 = PP'. 



2.523 Vérification dans un cas 'simple. — Considérons une barre 
rectiligne soumise à une traction parc d’intensité X. Nous savons que son 
allongement l est donné par 

, _XL_ 

ES 


(avec L — longueur et ES = paramètre de rigidité en traction de la barre. 
Chapitre VI, paragraphe 1.3). 

D’autre part son travail élastique a pour expression 



X 2 L 
2 ES ‘ 


Dérivons U par rapport à X ; nous devons obtenir la projection de 
l’allongement de la barre sur la direction de X, c’est-à-dire dans ce cas 
particulier, l’allongement l lui-même. Or 

jttJ = _2 XL _ XL , 
dX. 2 ES ES" 


2.53 Théorème de Ménabréa ou du travail minimum. 

2.531 Enoncé. — Soit un système hypers la tique soumis à un système 
quelconque de charges extérieures. Si les points d’application de ses liai¬ 
sons surabondantes sont immobiles, les valeurs dr. ces liaisons sont telles 
que chacune d'elles rende minimum le potentiel interne de déformation du 
système. 

2.532 Démonstration. — Supposons que la force X soit une force de 
liaison immobile. Ce serait, par exemple, le cas d’une réaction provenant 
d’un appui fixe (liaison extérieure rigide). C’est également le cas d’une 
force cle liaison intérieure assurant la continuité à travers une coupure fic¬ 
tive, puisque cette force s’équilibre directement sur l’autre bord de la cou¬ 
pure et, par suite, n’a aucun déplacement relatif par rapport à la poutre 
à laquelle elle est intimement liée 1 . 


1 . — Il y a lieu, en effet, pour les forces intérieures, d’envisager uniquement leur 
déplacement relatif par rapport à la poutre, puisqu’elles n’engendrent qu’exclusive- 
inent, un travail intérieur, c’est-à-dire un travail de la matière de la poutre. Par contre 
une liaison extérieure mobile (appui dénivelable, par exemple) engendre un travail 
extérieur dû à son déplacement. 
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D’après lo théorème de Castigliano, nous avons donc 


Or, nous savons qu’une fonction dont la dérivée s’annule passe par un 
maximum ou un minimum (Chap. i, § 4.). On démontre ici que la fonction 
primitive, c’est-à-dire le potentiel interne, passe par un minimum. 

Le raisonnement est identique pour un moment g.. 

2.533 Remarques. — a) Le théorème de Ménabréa est d’un emploi 
plus restreint que le théorème de Castigliano dont il constitue un eus paiti- 
culier. il ne s’applique, en effet, qu’aux liaisons (forces ou moments) sura¬ 
bondâmes et immobiles. Rappelons que c’est le cas de toutes les liaisons 
intérieures surabondantes de continuité (Note 1 précédente), mais seule¬ 
ment le cas des liaisons extérieures indéformables par rapport aux auti es 
liaisons extérieures du système auquel elles appartiennent. (Voir ci-apres 
paragraphe 4. calcul des poutres continues sur appuis.) 

à) On peut imager physiquement le théorème do Menabrea en consi¬ 
dérant que la matière travaille toujours le moins possible, c’est-à-dire au 
« rendement optimum ». 


2.54 Conclusion. — Pour résoudre un système liyperstatique par la 
méthode des dérivées du potentiel interne, on commencera donc'pnr écrire 
l’expression algébrique de ce potentiel interne Ü, en fonction des torees 
appliquées et des liaisons surabondantes inconnues X, \, Z... 

Si ces liaisons surabondantes sont immobiles, on écrira que les a crm ces 
partielles de U par rapport à X. V. Z... sont milles (théorème de Menarbka) 
Si les liaisons sont mobiles, on écrira que les denrées partielles de U 
sont respectivement égales aux déplacements des inconnues auxquelles elles 
se rapportent (théorème de Castigliano). On obtiendra ainsi un système 
d’équations du premier degré en nombre égal a celui des inconnues. ^ 
L’ensemble de ces deux théorèmes fournit donc une méthode de reso¬ 
lution absolument générale de tous les systèmes hypersl.nl iques. Nous vi¬ 
rons qu’il per met, au surplus, un calcul particulièrement eleganl des dépla¬ 
cements élastiques des systèmes quelconques. 

2.55 Formulaire mathématique. 


2.551 Hypothèses et notations générales. —• L’application de celle 
méthode' nécessite donc la connaissance de l’expression algébrique du poten¬ 
tiel interne et de ses dérivées partielles. . . 

Nous allons, ci-après, donner l’allure de ces expressions en nous limi¬ 
tant nu cas, le plus usuel, où le potentiel interne U ne comprend au un seul 
mode de travail (travail de déformation principal voir ci-dessus s 

Nous verrons, au cours des applications suivantes, que le potentiel 
interne affecte, clans ce cas, l’allure générale donnée par la formule suivante 

ij_Y ( A-t-'-X -f ftV + y Z . ■ . -Y_ 

2 j 2B 


Dans cette formule : A représente un effort (force on moment) ; R un 
paramètre de rigidité propre nu mode de travail considéré : h. '{■■• nés 

paramètres de sections et X, Y, Z... les inconnues hyperstat.iques. 

P Tous ces termes sont fonctions de la variable générale \l qui représente 
un élément de longueur du système (longueur développée dans le cas d un 

arC 'Nous reproduirons, ci-après, l 'allure particulière de cette expression 
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et nous indiquerons scs dérivées partielles dans le cas des systèmes com¬ 
prenant une à trois inconnues hvperstaliques. 

2.552 Cas d'une seule inconnue : X. 

u=v JA ± oX)l a,, 

^ 2 B 

YJVL ai + x \^- ai . 

dX ^ B ^ B 

2.553 Cas de deux inconnues : X et V. 

n y (A + otX + /3Y) 3 ai 

^ 2 B 

= ? — A/.+X V _«1 ai+y Y *£ ai 

àx ^ B —- B Aj B 

l!L = yM.& l+ xy*ê.Ai+Y yÜa/. 

*Y ^ B —i B —J B 


2.554 Cas de trois inconnues : X, Y et Z. 




U = 

Y 

(A + 

«X + pY + vZ Y 

Al 







2 B 




= y. 

A a 

X 

+ 

Y 

x 2 

Ai + Y Y 
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Al 
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2.555 Remarques. — a) Nous nous limiterons nu cas de trois incon¬ 
nues. 

Il est d’ailleurs facile de généraliser ces expressions pour un nombre 
supérieur d’inconnues en remarquant que les différents termes d’une même 
dérivée partielle se déduisent de ceux de l’expression de II en les multipliant 
par îe paramètre relatif à l’inconnue considérée. 

b) Tous les termes affectés du signe s qui entrent dans ces expressions 
générales représentent des intégrations de fonctions effectuées le long de la 
poutre. Nous verrons que, pratiquement, ces intégrations se calculent, soit 
par sommes de produits partiels, soit par planimétrages des courbes repré¬ 
sentatives do leurs fonctions. 

On voit que : 


Pour 1 inconnue on a 2 termes différents à calculer. 
Pour 2 inconnues on a 5 termes différents h calculer. 
Pour 3 inconnues on a 9 termes différents à calculer. 


D’une façon générale, pour un système h n inconnues byperstatiques, 
on a un nombre N de termes différents à calculer, défini par la relation 

N=i(„ + 3). 

Exemple n = Q , N = 3x9=27. 

Nous voyons, des maintenant, qu’un calcul hyperstatique comportant 
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un nombre élevé d’inconnues exigera un calcul matériel important, sinon 
compliqué 1 . 

c) L’exposé général de cette méthode a pu paraître un peu ardu. Les 
applications ci-après la concrétiseront et montreront sa supériorité pratique 
sur les autres méthodes. 

Quant au « formulaire mathématique » -ci-dessus, il suffira de s’y 
reporter dans chaque cas particulier pour obtenir, sans effort, la mise en 
équation du problème étudié. 


3. CALCUL DES SYSTÈMES TRIANGULÉS H YPERST ATIQUES 

3.1 RAPPEL DE PROPRIETES. 

L’étude des systèmes triangulés isosla tiques a été effectuée au chapi¬ 
tre VII, paragraphes 3. et 4.). 

Nous avions préa lablement établi les conditions nécessaires et sut li¬ 
santes pour que les systèmes triangulés soient strictement indéformables, 
c’est-à-dire isoslaliques. Ces « conditions de triangulation » s’énonçaient 
par'les relations suivantes entre les nombres n de nœuds et b de barres 

- systèmes plans : b =2 n — 3, 

systèmes à trois dimensions : b= 3 n — 6. 

Si le nombre cle barres b est supérieur à celui défini par les égalités ci- 
dessus, on a affaire à des systèmes hyperstatiques intérieurs 2 3 . 

Le degré de surabondance (le ces systèmes est précisément donné par 
la différence qui existe entre le nombre réel b et sa valeur définie par les 
relations ci-dessus. 

3.2 RESOLUTIONS D’UN SYSTEME TRIANGULE PLAN A UNE BARRE 
SURABONDANTE. 

3.21 Données. — Considérons, par exemple, la poutre plane triangulée 
représentée figure 10 a. Elle est soumise à Faction des forces P x , P 2 . P;i> Pi 
appliquées à ses nœuds et elle s’équilibre extérieurement aux nœuds C et L) 
(articulation en D et appui dirigé en C d’où système isostatique extérieure¬ 
ment). 

Le système comporte : b — 14 barres et n — 8 noeuds. Or, 2n — 3 = 13. 
Le système possède donc une barre surabondante. 

3.22 Opérations successives. —Nous suivrons les règles préliminaires 
générales énoncées au paragraphe 2.1 ci-dessus et nous utiliserons la 
méthode des dérivées du potentiel interne. 

3.221 Système rendu isostatique. — Pour rendre le système isosta- 
lique, il suffit de supprimer l’une, quelconque, de ses barres. 

Choisissons, par exemple, la Barre AB ;; et supprimons son influence 


1. — Pratiquement, la « mise en œuvre », c’est-à-dire la disposition matérielle des 
calculs reste l’un des facteurs prépondérants pour la réussite d’un calcul hypersta- 
tique. Nous insisterons sur ce point clans les applications à suivre. 

2. — Un système triangulé, même strictement indéformable, peut également être 
hyperstatique extérieurement. Il suffirait, par exemple, qu’un système plan repose sur 
plus de deux appuis simples. Nous ne nous occuperons, ici, que de la surabondance 
intérieure qui constitue une caractéristique propre aux systèmes eux-mêmes. 

3. — On aura toujours intérêt, pour les opérations graphiques à suivre, à choisir 
une barre située sur le contour extérieur du système. 
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en supposant que cette barre est simplement « décrochée » du nœud A, ce 
qui revient à 1 1 couper' en une seclion A' très voisine du nœud A (fig. 10 b) 1 . 



3.222 Efforts dans le système coupé. — La détermination des efforts, 
dus aux charges extérieures, qui agissent sur les barres (lu système coupé 
(lig.^ 10 b) se fait, sans difficulté, à l’aide des méthodes de résolution des 
systèmes triangulés plans isostatiques (tracé de Crémona, par exempte, voir 
Chap. VII, § 3.). 

Désignons, d’une façon générale, par / l’effort agissant dans une barre 
quelconque 2 (fig. 10 b). 

3.223 Efforts dus à la liaison surabondante. — Désignons par X l’effort 
inconnu qui agit réellement dans la barre surabondante AD. Supposons, 

. à priori, que cet effort soit une compression , c’est-à-dire qu’il soit affecté 
d’un signe positif, selon nos conventions habituelles (chap. VII, § 3.43). 

Appliquons, aux deux bords de la coupure A et A' deux forces égales 
à ± 1 de sens tel qu’elles tendent également à comprimer- la barre Ali. (La 
force appliquée en A' doit donc être dirigée vers IL Voir fig. 11 a.) 




Effectuons la détermination des efforts, dans les barres du système 
coupé, dus à ce système de deux forces unitaires en équilibre (tracé de Cré¬ 
mona par exemple). Remarquons que les réactions extérieures seront nulles 
puisque le système est équivalent à zéro, extérieurement. Désignons par a 
l’effort dans une barre quelconque, en ayant soin d’adopter, pour évaluer 


L — On pourrait supposer la barre coupée en un endroit quelconque, mais les 
opérations à suivre seraient plus compliquées. 

2. — L’effort f dans la barre coupée AB est évidemment nul. 
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ces efforts a, la même convention de signes que celles utilisée pour les 

eltOI La^force de liaison X produit, dans les barres, un effort X fois supé¬ 
rieur à a c’est-à-dire un effort <zX. 

3.224 Expression du potentiel interne. — L’effort réel E agissant 
dans une barre quelconque résulte de ja superposition de 1 effort du aux 
charges extérieures seules (système coupe) et de 1 eboit du a la foice de 
liaison X. 11 a donc pour expression 

F =/!-'X. 

En désignant par L, E et S, la longueur, le module d’élasticité et la 
section (constante) de cette barre, son travail élastique a pour valeur (tr< - 
vail de traction simple) 

AU= —-— L= L. 

U 2 ES 2 ES 

Le potentiel interne du système, c’est-à-dire le travail élastique do 
l 'ensemble des barres a donc pour expression 

U=2AU = Y Sf+ÆL l 
. u “ — 2 ES 

lo signe - s’étendant à toutes les barres du système (barre AB comprise). 

3.223 Détermination de Vinconnue X - Nous avons bien obtenu 
une expression du potentiel interne ayant la forme generale donm.e < 
paragraphe 2.332 avec 

; B=ES ; et Al = L dans ce cas particulier. 

Nous avons donc 

dU _ \ I2L l+X V — L. 
dX “ ^ ES ^ ES 

Comme l’inconnue X est un effort de liaison interne et, par suite 
immobile, relativement au système, nous pouvons appliquer directement 
le théorème du travail minimum (§ 2.53), c’est-à-dire écrire 

^=0 

(IX 

sol , 

Celte équation nous donne immédiatement l 'expression de 1 effort 
inconnu X dans la barre surabondante : 


X = 


Y Jl L L 

Aj ES 

•y. 

L 


ES 


Remarque importante. — Le résultat trouvé peut être de signe positif 
ou négatif. Dans le premier cas, cela signifie que le sens arbitraire adopté 
pour X (compiession) est conforme au sens réel de l’effort dans la barre. 
Dans le cas contraire, l’effort, est inverse du sens arbitraire adopte ; c est 
donc une traction, selon notre convention. 


1, _ Dans la barre coupée AB, a est égal à +1 d’où X—X. 
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3.226 Détermination des efforts réels. — L’effort, réel dans une barre 
quelconque se calcule d’après l’expression générale algébrique ci-dessus 

F=/+aX 

avec, toujours, la même convention de signe (quel que soit le signe de X. 
Voir fig. 11 b). 


3.23 Disposition pratique des calculs. — 11 est commode de disposer 
les calculs clans un même tableau disposé comme celui-ci ci-dessous 


REPÈRE 

CARACTÉRISTIQUES 

DÉTERMINATION DE 

X 

EFFORTS RÉELS 

DES 

BARRES 

L 

S 

E 

L 

ES 

f 

a 

J± J 

ES L 

«1 T 

ES L 

aX 

F 

=/ + otX ; 

A B 

— 

— 

— 


0 

1 

0 

— 

X 

X 

A F 

~ 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

A E 


















M 

II 

» 

S = >> 










1 X = - 

— a./b 


, 


3.3 RESOLUTION D’UN SYSTEME TRIANGULE PLAN A PLUSIEURS 
BARRES SURABONDANTES. 

La marche à suivre est semblable à celle exposée ci-dessus. 

Les calculs ne présentent pas plus de difficulté et ne demandent qu’un 
travail matériel plus important. 

Considérons, par exemple, un cadre trianr/idé soumis à un système de 
forces extérieures et de réactions en équilibre (fig. 12 a). 
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11 y a donc trois barres surabondantes. Le système est hyperslalique du 
troisième degré. 

Rendons-le isostatique en coupant trois barres quelconques par une 
même section SS’ ; par exemple AB, BC et CD que nous supposerons encore 
simplement « décrochées » des nœuds B et D (fig. 12 b). 

Soit / l’effort, dans une barre quelconque du système coupé, dû aux 
forces extérieures seules et soient .X, Y et Z les efforts inconnus agissant 
respectivement dans les trois barres supprimées Ali, BC, CD, que nous sup¬ 
poserons tous dirigés dans le même sens (compression par exemple) l . 

Soit a. l’effort, dans une barre du à un seul système de forces unitaires 
X=±l appliqué en B. De même soient |i et y les efforts dus aux forces 
unitaires seules Y=±l et Z= ±1 appliquées respectivement et succes¬ 
sivement en B et D. 

Ces efforts f, a, |>, y dans chaque barre sont déterminés par des tracés 
de Crémone, par exemple, effectués, bien entendu, sur le système préala¬ 
blement coupé. (Il y a donc dans ce cas quatre Crémona à faire.) 

Les efforts dans une barre dus aux forces X, Y, Z sont respectivement 
zX, p\, yZ et l 'effort réel dans une barre est, par conséquent 

F = / + aX + (3Y + y Z. 

Le potentiel interne de l'ensemble du système a donc pour expression 

U= Y (f+aX + /jY + yZ) 2 , 

— 2 ES 

Appliquons le théorème du travail minimum (forces X, Y et Z immo¬ 
biles relativement à la poutre). Nous écrivons 


MJ 

jX 


= 0 



MJ 

Æ 


= 0 . 


^ Nous obtenons trois équalions à Irois inconnues N, Y, Z, qui sont expli¬ 
citées dans le « formulaire mathématique » au paragraphe 2.ü;>4 (où l’on 
fait A = / et B=ES) dont la résolution fournit les trois efforts inconrfTis 
X. Y et Z. 

L'elfort. réel F dans une barre quelconque s’obtient finalement en rem¬ 
plaçant X. Y et Z par leurs valeurs dons l’expression de F donnée ci-dessus. 

Les calculs peuvent encore être disposés dans un tableau comme celui 
du paragraphe précédent. Mais ils sont plus longs car il y a neuf sommes à 
calculer au lieu de deux. 

Remarque. — La résolution du système d’équations en X r , Y, Z 
demande, en général, assez de soins, car il arrive souvent que les coefficients 
des inconnues aient des valeurs assez voisines. 


‘SA APPLICATION DE LA METHODE DES DEFORMATIONS. 

Afin de justifier les résultats ci-dessus, obtenus en utilisant la méthode 
du travail minimum, nous allons, appliquer ci-dessous, la méthode des 
déplacements exposée succinctement au paragraphe 2.2. 

Nous nous placerons dans le cas simple du système triàngulé plan à 
une barre surabondante que nous avons considéré au paragraphe 3.2 
(fig. 10 a). 

«) Rendons le système isostatique, comme nu paragraphe 3.22, en 
« décrochant » la barre AB du nœud A (fig. 10 b) ; 

b) Calculons les efforts dus au système des forces extérieures dans les 
barres du système coupé (Crémona).‘Soit /, cet effort dans une barre ; 


L — On a toujours intérêt à supposer, à -priori, tous les efforts inconnus de sens 
positif. 
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c) Calculons le déplacement relatif de A et de A', sous 1 ad ion des 
forces extérieures, dans le système coupé. 

Co déplacement relatif est égal à la différence des déplacements absolus 

de A et A' suivant la direction AB. . 

Soit c P l’effort dans une barre du à une force unitaire auxiliaire appli¬ 
quée en A parallèlement à AB et vers le haut. Nous avons vu au chapitre VII, 
paragraphe 6.2, que le déplacement du point A, sous 1 action des lorces 
extérieures, a pour expression 

d= Y JCXl 

— ES 

(déplacement dans le sens de la force unitaire auxiliaire). 

De même, le déplacement de A' est, 


en désignant par q>' l’effort dans une barre, dû à une force auxiliaire unitaire 
appliquée en A', suivant la direction À'B 1 . 

Le déplacement relatif do A et A' est donc 


,=d — cb '=V 


J ± 

ES 


L 


YÜ- L 
^ ES 


y= 


y f (?— l 
£ ES 


Or, en appliquant en A et A' deux forces unitaires opposées, on obtien¬ 
drait dans une barre quelconque, un effort <p—tp" égal à l’effort a déterminé 
au paragraphe 3.223 ci-dessus. 

Le déplacement relatif de A et A' peut donc s’écrire 


v=y. 


J' 1 - L. 
ES 


c) Calculons le déplacement, relatif de \ et de A' dans le système coupé, 
sous l'action de la. seule force inconnue X dans la barre AB. 

L’effort dans une barre, sous l’action de X, est aX et le déplacement dû 
à X est donc 




% \ -j. 

ES 


T,=X Y 

— ES 


L. 


d) Ecrivons la comptabilité des déplacements, c’est-à-dire écrivons que 
la somme des déplacements y et y' est nulle puisque A et A' sont confondus. 


soit 


d’oii 


f/+îT=o 

Y-f*-L + X Y -* S L=0 
— ES — J ES 


X = 


1 

ES 


> L 


Y - a - L 

-- ES 


Nous retrouvons bien le résultat obtenu par la méthode de travail 
minimum, mais après un raisonnement assez ardu, bien que le cas consi¬ 
déré soit particulièrement simple. 


1. — La déterminat ion des efforts 0 et o ' doit se faire à l’aide de deux opérations 
distinctes (tracés de Crémona, par exemple) en équilibrant la poutre en ses points de 
réactions extérieures (nœuds C et D). 



CALCUL DES SYSTÈMES TRIANGULES HYPERSTATIQUES 


463 


Lo raisonnement serait bien plus laborieux dans le deuxième exemple 
que nous avons étudié (trois barres surabondantes). 


• 3.5 ETUDE DES SYSTEMES TRIANGULES A « MOMENTS SECON¬ 

DAIRES ». 


3.51 Définition. — Pour que les barres 
d’un système triangulé ne subissent que des 
efforts axiaux, il est nécessaire que les axes des 
barres d’un même nœud » onvergent. en un 
même point (nœud théorique) et que les char¬ 
ges extérieures soient appliquées en ce point 
(chap. VII, § 3.4). 

Si ces deux conditions 'ou une seule d’en¬ 
tre elles) ne sont pas satisfaites, il se produit, 
autour du nœud théorique, un moment, facile 
à calculer que l’on appelle : moment secondaire 1 . 



Exemple. — Rotule d'attache d un bâti-moteur, déportée par rapport au 
nœud théorique 0 (point do concours des axes des barres). Voir figure 13. 
Si la force extérieure F est appliquée à la rotule il se crée, par rapport à O, 
un moment secondaire : 


/.<.=F - cl. 


3.52 Méthode approchée de résolution. 

3.521 Données. — Considérons deux barres OA et OR convergentes en 
0 et soumises à un moment g autour de O (fig. 14 a). 

Soient L, la longueur, E, le module d’élasticité et T, le moment d’iner¬ 
tie de la barre OA ; L 2 , I 2 , E s . les caractéristiques correspondantes de OB 
(1, et h étant les moments d’inertie évalués pour une flexion dans le plan 
où agit le moment g, c’est-à-dire dans le plan formé par les deux barres). 

Nous allons déterminer la participation de chaque barre à la transmis¬ 
sion du moment g. 

3.522 Hypothèses. — a) Nous supposerons que les deux barres sont 
assemblées rigidement, c'est-à-dire, que 1 angle AO H est indéformable. {la 
déformée aura, par exemple, l’allure indiquée figure 14 a) Cetle condition 
est généralement réalisée, pratiquement, dans la construction sondée, d au¬ 
tant plus que les nœuds supportant des moments secondaires sont, en gene¬ 
ral, renforcés. 

b) Nous supposerons également que les nouds A et R ont meme rigi¬ 
dité d’encastrement. (Nous pourrons avoir, par exemple, en A et H, deux 
articulations ou deux encastrements de même degré.) 

c) Nous négligerons les déformations dues aux efiorts axiaux. 

3.523 Cas de deux articulations en A et R (Tig. 14 5). — T e moment 
se répartit dans les deux barres en deux moments h et g 2 , tels que l'on 
ait au nœud O 

m+p 2 =p. (U 

tes moments secondaires appliqués aux deux barres sont nuis aux 


1 — (jes moments secondaires peuvent, évidemment, aussi bien exister dans un 
système isostatique que dans un système hvperstatique. Nous les avons classés dans 
cc chapitre car ils donnent lieu à une méthode de résolution hyperstatique. 
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points d articulation A et B, et ils décroissent linéairement le long de cha¬ 
que barre de 0 à A et de 0 à B h 

D’autre part, nous savons que l’angle do rotation en O, du h la défor¬ 
mation de flexion de la barre OA est égal à la réaction d’appui en 0 quand 
on considère cette barre comme étant soumise à une charge répartie fictive 

M 

dont la variation est représentée par la courbe relative à cette barre 
(chap. X, § 2.5). 

Le paramètre de rigidité El étant constant le long de cette barre OA, 

on a 

aire de la courbfe = aire du triangle O A a. = —-îm . 

El 0,1 E, I, 2 




uk $ 








M II 1 
J 


Fig. 14. 


2 


Soit a x la rotation en O (c’est-à-dire la réaction en O). En prenant le 
moment des forces par rapport à A on a 


D’où, la rotation 


Lj = — tél — . . A Lj. 

1 1 E, b 2 3 


a,= —. A-. 
E t b 3 


De même, pour la barre 013, la rotation de 0 due à la déformation élas¬ 
tique de flexion de cette barre sera 

x.,= -fo- . Az. . 

E 2 I 2 3 

L’angle AOB étant indéformable, les deux rotations ai et a 2 doivent 
être égales 

a,=a 2 

soit =J^As, 

' 1 E, 1, E 2 I 2 


1. — Il n’y a, en effet, aucune force intermédiaire appliquée entre O et A ou 0 
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d’où 


Ex - T, 

Au = Li _ 7 , 

F2 E 2 ■ T 2 

e 2 



Règle. — La participation de chaque barre à la transmis s ion du moment 
|i est donc proportionnelle à son paramètre de rigidité en flexion El et inver¬ 
sement proportionnelle à sa longueur L. 

Les valeurs n t et (u sont donc déterminées par les deux équations : 


(1) 

( 2 ) • 

P-2 (l + fc)=P 

et finalement 

„ _ k , _ 1 /j. 

1+fe M ~ 1+ E, I 2 L, 

, E, I, L, 

_A_ 

1 \\ L a 

E, I 2 L, 

Remarques. — a) Dans le cas où le moment appliqué u est dû au déca¬ 
lage d’une force F (lig. 13), il existe, en plus des moments secondaires, deux 
efforts normaux dans les barres. Ces efforts sont à calculer, si l’on utilise 
cette méthode approchée, en effectuant en O la décomposition de la charge 
F préalablement transportée en ce point. 

Par contre, pour tenir compte de l’iniluence du moment secondaire n 
sur les autres barres du système, (a se traduit par des réactions normales 
de flexion des barres OA et OB on A et B), il y a lieu d’effectuer le Crémona 
d’ensemble de la poutre en supposant le nœud O en O' (point d’application 
réel de F, voir fig. 13). 

b) Il est à remarquer qu’un résultat exact serait donné en traitant l’en¬ 
semble comme un arc sur deux rotules, mais l’application de la règle simple 
ci-dessus donne, généralement, une approximation suffisante, en pratique. 


/*2 — 


1 + k 


m = 


d’où 


Ml+M 2 =M 

à-=k 

M 2 


Ml = fc/»a 


3.1)24 Cas de deux encastrements parfaits en A et B. — La démons¬ 
tration est analogue h celle ci-dessus. 

On trouve que les moments d’encastrement en A et B sont, respective¬ 
ment, égaux à — 0,o m et — 0,5 1 1 2 . 

On aboutit aux mêmes expressions pour les moments m et u». 


3.53 Généralisation à un nœud comportant plus de deux barres. — 

Cette méthode peut se généraliser à un nœud comportant plus de deux 
barres, à condition que les axes de ces barres soient dans un même plan. 

Si ces axes sont contenus dans des plans différents, le problème se 
complique, car certaines barres peuvent être sollicitées en torsion. 

3.54 Contraintes supplémentaires dues aux moments secondaires. — 

Les moments secondaires engendrent des contraintes de flexion qu’il faut 
ajouter aux contraintes axiales déterminées dans les barres sans tenir compte 
de ces moments (en supposant les barres convergentes et les efforts appli¬ 
qués aux noeuds théoriques). 


P. Vallat. 
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CARACTÉRISTIQUES 

EFFORTS 

TUBES 

D 

e 

S 

I 

ï_ 

V 

L 

AXIAUX 


mm < 

mm 

-T 

in ni 

mm 

in a»^ 

mm 


OA | 

50 ; 

O 

fj 

302 

87000 

3480 

1200 

- 12550 

OB 

50 

2,5 

373 

i 05400 

4220 

1000 

+ 10500 

1 


3.552 Répartition du moment secondaire. — Le moment secondaire global 
a pour valeur 

,u=Fd=10000 • 30=300000 mmkg =300 mkg. 

Le coefficient de répartition />’, défini au paragraphe 3.523 a pour expression 
dans ce cas particulier où : 

I* L, 


Fig. 15. 


Les caractéristiques des tubes et leurs contraintes axiales pures n, (en négli¬ 
geant d) sont données dans le tableau suivant : 


Chap. XVII1 


Leur importance peut être considérable par rapport aux contraintes 
axiales (cas de la construction en tubes par exemple). 

Leur considération est particulièrement importante pour les barres com¬ 
primées, par suite do « l’effet d’amplification » des (loches, rpii engendic 
prématurément la rupture, par flambage (cliap. XVI, § 6.23 et 6.24). Voir 
application numérique ci-après. 


3.55 Application numérique. 

3.551 Données. — Considérons le système do la figure 15, composé par deux 
tubes ronds OA et OB en acier 20CD4 taité à R = 85 kg/mm 2 . Ces tubes sont soudés 
entre eux en O et soumis à une force F =10000 kg possédant, par rappoi au 
nœud O, une excentricité d = 30 mm. . . . 

La décomposition de la force F, transportée au nœud O, donne (voir triangle 
des forces) les efforts axiaux suivants dans les deux barres : 

barre OA : traction : F,= — 12500 kg, 
barre OB : compression : F„ = + 10500 kg- 
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Il vaut donc 


87000 1000 

W ‘1200 °' G88 


d’où les moments agissant en O sur chaque barre 


barre OA : 


1 + fe 


=300 


0,688 

1 , 


= 122,2 mkg, 


barre OB : «.. = < 


1 + fc 


= 300 


1,688 


= 177, 8 mkg. 


3.553 Contraintes résultantes maxima. — Nous supposerons que les barres 
sont articulées aux nœuds A et B, d’où une variation triangulaire des moments 
secondaires, le long de ces barres 


Barre tendue OA. — La contrainte résultante maximum a lieu au voisinage 
immédiat du nœud O. Elle a pour valeur théorique en ce point 1 O 

n r — n x = - 41 > 4 ~^|§p =-41,4-35,1 =-76,5 kg/mm 2 . 

(“) 

Barre comprimée OB 
/ 

a) Contrainte au voisinage immédiat du nœud O 

n r = +28,2+ =28,2 + 42=+70,2 kg/mm 3 . 


b) Contrainte au niveau de la « flèche amplifiée » maximum (combinaison 
flambage + flexion). 

Nous avons vu, au chapitre XVI (§ 6.33), que la flèche maximum de flexion, 
due au moment secondaire de variation linéaire avait lieu à une distance de F'cx- 
Irémitë O, sensiblement égale à 0,4 L. Le moment secondaire, non amplifié, exis¬ 
tant en cet endroit a pour valeur 


/A = 0,6 ,« 2 =106,6 mkg 

d’où un moment amplifié (chap. XVI, § 6.32) 

/," 2 =/ 2 f 1 + 1,03 


avec 


F c -F 2 

F c —change critique d’ Euler = ** ' 200Q0 J 1Q5 4 ^ 

1000' 2 


F c =20820 kg 


d'où 


106,6^ 1 + 1,03 


10500 

20820 — 10500 


= 106,6 • 2,048=218,2 mkg. 


Contrainte résultante maximum, en cette section 


n c =28,2 + 


218200 

4220 


=28,2+51,8=80 kg/mm 2 . 


3.554- Conclusion. — L’excentricité cl envisagée, qui ne correspondait qu’à 
60 % du diamètre des tubes, a donc accru leurs contraintes de 85 %, pour le tube 
tendu et de 184 % pour le tube comprimé. 

Cette application suffit à prouver l'influence désastreuse d’une excentricité des 
charges par rapport aux nœuds théoriques des systèmes triangulés. 


1. — Il y aurait lieu, en réalité, d’effectuer cette combinaison au sortir du gousset 
de liaison des deux barres au nœud O. La valeur calculée est donc légèrement défa¬ 
vorable, d’autant plus que la traction produit un « effet réducteur » sur le moment 
fléchissant entre les nœuds O et A (chap. XVI, § G.11). 
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4. CALCUL DES POUTRES RECTILIGNES HYPERSTATIQUES 

4.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

Nous avons vu, au chapitre 111, paragraphes 4.2 et 4.3, qu’une poutre 
rectiligne constitue un système isostatique dans les cas particuliers suivants 
de liaisons extérieures : 

poutre sur deux appuis simples soumise à, des charges normales, 
poutre sur une articulation (point fixe) et un appui dirigé soumise à des 
charges quelconques, 

poutre encastrée à une extrémité ,et libre à l’autre (charges quelconques). 

Si une poutre est assujettie à des liaisons extérieures supplémentaires 
elle devient un système hyper statique extérieur dont le degré de surabon¬ 
dance est égal au « degré d’efficacité » total des liaisons ajoutées. 

Nous ne traiterons ici que le cas simple des poutres rectilignes soumises 
à des charges situées dans un même plan (plan de flexion adopté comme 
plan des figures) et orientées perpendiculairement aux axes longitudinaux 
des poutres, avant déformation (charges transversales normales). 

La présence de charges longitudinales complique, en effet, les problè¬ 
mes par suite des « effets amplificateurs ou réducteurs » de ces charges sur 
les flèches et moments de flexion (chap. XVI, § 6.1) U 

Nous exposerons d’abord, sans démonstration, une méthode classique 
principalement applicable aux poutres continues sur appuis simples, connue 
sous le nom de « formule des trois moments » ou « équation de Clapeyéon ». 

Nous étudierons, ensuite, des méthodes générales de résolution, basées 
sur le théorème de Castigliano, appliquées aux cas des poutres continues 
sur appuis, des poutres encastrées et appuyées et des poutres bi-encastrées. 


4.1 FORMULE DES TROIS MOMENTS OU EQUATION DE CLAPEYRON. 


4.11 Principes d’établissement et conventions de signes. —Cette for¬ 
mule exprime une relation qui existe entre les moments fléchissants au 
niveau de trois appuis consécutifs d'une poutre continue sur appuis. 

Elle s’établit, généralement, à partir de l’équation générale de la fibre 
moyenne déformée des poutres droites 


V ” = jPy = _M_ 
dx 2 El 


(chap. X, § 1.4) 


en déterminant les constantes d'intégration propres ou cas particulier des 
poutres continues sur appuis (valeurs particulières connues de y au niveau 
des appuis). 

On peut également l’établira l’aide de la méthode de la courbe ou 

à l’aide du théorème de Castigliano. 

11 est à remarquer que l’on néglige toujours, pour arriver aux expres¬ 
sions ci-après, les flèches de cisaillement des poutres. Nous donnerons, 
d’abord, l’expression de la formule des trois moments dans le cas général 
d’une poutre d’inertie variable, chargée par un système de charges normales 
quelconque, et reposant sur des appuis dénivelables. 

Nous verrons, ensuite, les simplifications apportées à cette expression 
générale, dans quelques cas particuliers usuels. 


1. — Remarquons, cependant, que si les charges longitudinales sont faibles vis-à- 
vis des charges critiques d'EuiÆR des poutres, les méthodes ci-après restent, prati¬ 
quement applicables. 
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Conventions de signes. — L’observation stricte de conventions de signes 
esi indispensable, pour utiliser la Formule des trois moments. 

Nous adopterons les conventions générales suivantes schématisées sur 

la ligure 16. 

Les forces appliquées et les réactions seront comptées positivement de 
haut en bas. 

Les flèches et les dénivellations des appuis seront également positives 
de haut en bas. 

Les moments fiéehissants seront positifs dans le sens des aiguilles d’une 
montre, ces moments étant toujours évalués en considérant les forces 
situées à gauche des sections envisagées. Une force positive F située à gau¬ 
che d’une section S (fig. 16) donnera donc, en cette section, un moment 
négatif 

M= — F d. 



Fig. 16. 


Pour la représentation graphique des courbes de, variations des efforts 
tranchants et moments fléchissants, nous conviendrons de porter leurs 
valeurs positives en dessous des poutres et leurs valeurs négatives au-dessus 
de celles-ci. 


4.12 Expression générale. 

4.121 Notations (fig. 17). — Nous désignerons par : 

A-u A 2 et A 3 trois appuis successifs d’une poutre continue, délimitant 
les travées n° 1 (intervalle A,-A,) et n° 2 (intervalle A 2 -A 3 ), 

L x et L 2 les longueurs de ces deux travées. 

Ma, AL et M â les moments fléchissants agissant, respectivement, au 
niveau des appuis A„ A, et A 3 , 

?/i, V: et i/ 3 les dénivellations respectives des appuis A,, A 2 , A 3 , c’est- 
à-dire leurs déplacements élasliques sous l’action des charges qu’ils 
équilibrent, ces déplacements étant comptés perpendiculairement 
à la direction initiale A x A 3 de la poutre. 



Fie. 17. 


Supposons la poutre constituée par une succession de travées indépen¬ 
dantes entre elles, c’est-à-dire par une succession de poutres sur deux appuis 
obtenues en négligeant, éventuellement, les porte-à-faux extrêmes (voir 
fig. 18 ci-après). 

Désignons, dans ces conditions, par le moment fléchissant agissant 
dans une section courante Si de la travée 1 et par h 2 le moment dans une 
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section courante S 2 do la travée 2. Ces sections sont, respectivement, repé¬ 
rées par leurs distances x-i ou x 2 à l’appui médian A 2 et par leurs distances 
i espectives hi ou ht aux appuis extrêmes A ou A 3 des travées considérées. 

Nous avons donc (fig. 17) 

+ = et x 2 + h„ = L„. 

4.122 Equation générale de Clapeyron. — L’expression générale de 
la formule des trois moments ou équation de Clapeyron s’énonce, avec ces 
notations, par l’égalité suivante (où nous avons numéroté chaque terme 
pour en faciliter la discussion ci-après) 



(1) 

(2) 

(3) 


(4) 


Il 

~V* 4- 

Va — V 2 , 

1 v M, h 

Ax, + V 

Lr 1 

x l h , . , r 


L, + 

l 2 + 

Lx - 

El 

m Al ’ 

(5) 


(6) 



(7) 

(S) 

_j_ M, Y h^ 

- Aæ,+ 

1 V ^ 2 h.., 

Ax 2 + 

M, 

— El 

-Ms ~ o. 

L 2 2 — 1 El 

L El 

L, — El 

V 


Dans cette relation, les limites des sommes (ou intégrations) figurées 
par les signes 2 sont les suivantes 


termjes (3) (4) et (5) : de x,=0 àx\,= L,, c’est-à-dire de A„ à A. (travée 1) 
termes (6) (7) et (8) : de x„=0 à r.,=L,„ c'est-à-dire de A„” à A 3 (travée 2). 


4.1zd Significations géométriques des differents termes. — Les termes 
(1) et (2) tiennent compte des dénivellations relatives des appuis. 

Les sommes figurant aux termes (3) et (6), qui sont, de la forme 

M ËT re P r ® sen ^ ien t ; > respectivement, les moments statiques de la surface 

de la courbe -pjj- par rapport à l’appui extrême de la travée considérée. Dans 

l’exemple de la figure 18, on aurait donc 1 


terme (3) = - 1 - U,d, ; ferme (6)= ~Lû a d z - 
Lx L 2 

l.es sommes figurant aux quatre autres termes (termes (4), (5), (7) 
et (8) ) sont des « paramètres élastiques » propres à chaque travée et indé¬ 
pendants des charges appliquées (qui ne figurent pas sous le signe 2 ). 



4.124 Remarques. — a) Il ne rentre en jeu, dans les termes (1) et (2), 
que les dénivellations relatives des trois appuis A„ A, et A 3 ainsi que nous 
le verrons ci-dessous au paragraphe 4.231. 

b) fies dénivellations étant dues aux réactions, inconnues, des appuis, 


!• — Lés surfaces Q positives sont celles situées du côté de M positif, c’est-à-dire- 
en dessous de la poutre (§ 4.11). 
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on voit que le calcul d’une poutre possédant des appuis déformables devra, 
par cette méthode, s’effectuer par approximations successives. 

4.13 Cas particuliers. 

4.131 Appuis relativement indéniceîables. — Les dénivellations rela¬ 
tives des appuis sont nulles quand ceux-ci restent alignés après deformation. 
Cette circonstance peut se produire dans l’un des trois cas a b e.t e ae la 
figure 19. Dans ces trois cas, Vensemble des termes (1) et (2) de 1 expression 
générale ci-dessus s’annule. 

© 

^ A^/ I A A; 

hr? -- ! 

' A n 


J,707, Apù>A’z A’ s 

y,- 0 h- 0 #=* 






~£07, 

7 ? a à) ‘VsA'z 

y-yg-ft* 0 

Fig. 19. 




L —U - 




La proposition est évidente dans le cas a ou yi — ÿa — \h 0- 
Dans le cas b, où yi = y 2 =y a = y, chacun des termes (1) et (2) s an¬ 
nule également. 

Dans le cas c, on a (triangles semblables, ng. 19) 


V- — Ui 

U 


&ÏLZlJk 

L, 


soit 


JLlTzJLz- , r JL — V . l = o 
L, L 2 - 


Le calcul peut alors s’effectuer directement sans approximations, 1 iner¬ 
tie (le la poutre étant connue. 

4.132 Poutre, homogène (E constant) à inertie constante dans chaque 
travée. — En désignant par I, et L les moments d’inertie de flexion respec¬ 
tifs des sections droites des travées t et 2, l’équation des trois moments 
s’écrit (avec les memes conventions de signes et de limites que celles utili¬ 
sées ci-dessus) 


M, ( 

• Il 

Tè + r ) +M “ 

L 2 

I, 

+ J- V M, h - A3; i 

îi t-i ‘ 

G v 

/( „ Ax s = — 6 E | 

Jk 

— y, , v, — v, \. 

+ I, U - ’ ’ 


L, ' T, ) 


Si les dénivellations relatives ues appui» — - , " 

termes disparaissent et le premier membre de l’équation s égalé donc a zéro. 

4 133 Poutre homogène d’inertie constante, sur appuis jnclcnivela- 
bïes \ _ En multipliant tous les termes du premier membre de 1 expres¬ 
sion précédente par I=T, =I 3 > ^ vient, 

I L,M l +2 M 2 (Lj + L„) + L 2 M;,=— y- V/*i ? b Aæ ‘ — K - A ' 7 ’ 2 ' 

_ - _I 


C’est l’expression particulière la plus utilisée de la formule des 1 rois 
moments. 

-ï utiliserons cette dénomination simplifiée « d’appuis indénivelables » 

■qui tignffle dJe'“plSIrécü.e, appuis possédant dos dénivéllations retaüve* 

milles. 
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4.134 Poutre homogène d’inertie constante, sur appuis indénivclabhs, 
soumise à une charge uniformément répartie. — En désignant par p l’or- 
domiée, constante, de la charge répartie, et en calculant les deux derniers 
termes de l’expression précédente, il vient 


L, M, +2 M 2 (L,+LJ + L a M,=-1- iW + W). 


C’est l’expression particulière la plus simple de la formule (les trois 
moments. 


4.14 Utilisation pratique de la formule des trois moments, pour le 
calcul des poutres droites continues sur appuis. 

4.141 Calcul des moments fléchissants. 

a) Poutre sur trois appuis (fig. 20). — Les moments M t et M, an niveau 
des appuis extrêmes A 1 et A 3 sont connus directement. Ils no dépendent, 
en effet, que dos charges situées sur les porte-ù-faux correspondants, et 
sont donc nuis dans le cas particulier d’une poutre sans porte-à-laux chargés. 
Il ne subsiste qu’une inconnue ài 2 (système hyperstatique du premier degré). 



On détermine les moments in et n 2 en supposant les travées indépen¬ 
dantes (moments nuis en A 1; A 3 et A 3 ). 

Celle détermination peut s’effectuer, par exemple, à l’aide de la statique 
graphique (chap. IV, § 6.) en supposant la poutre coupée en A a (lig. 20) 1 2 . 

Les termes figurant sous les signes 2 des expressions précédentes se cal¬ 
culent, soit algébriquement (cas de charges simples), soit en déterminant les 
valeurs correspondantes de leurs expressions au niveau de sections inter¬ 
médiaires et en effectuant leur sonmie (tableaux), soit encore en planimé- 
trant leurs courbes représentatives. 

La formule des trois moments permet de connaître l’inconnue M : . La 
courbe représentative du moment réel M s’obtient en « redressant » les 
courbes m et n 3) c’est-à-dire en décalant verticalement 2 les ordonnées de 
ces courbes des intervalles compris entre les droiles A- ci M, M» (travée 1) 
ou A- z M : > et M 2 Mj (travée 2). 

Exemple (fig. 20) : A la section S, décaler m-d’une quantité 

cd=ab. 

Voir ci-après, le calcul des réactions aux appuis. 


1. — Notons que les moments et doivent se lire, dans ce cas, à partir des 
lignes de fermeture A„ M 1 et A, jVU 3 (moments nuis en A, et en A.,). 

2. — Cette opération de redressement ne correspond, nullement, à une rotation 
des courbes /t, et //„ autour de M, et M,. Elle peut s’effectuer par la statique gra¬ 
phique à l’aide d’un clécalage convenable des pôles des dynamiques. 
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b) Poutre sur N appuis. — Les moments aux appuis extrêmes sont tou¬ 
jours connus. Il reste N—2 moments inconnus (degré de surabondance 
N—2). On applique la formule des trois moments aux (N—2) poutres sur 
trois appuis obtenues en considérant les différents groupes de trois appuis 
successifs. 

On obtient ainsi (N — 2) équations qui permettent la détermination 
des (N — 2) inconnues. 

L’opération de redressement des courbes de moments esl analogue à 
pelle décrite ci-dessus. 

4.142 Calcul des efforts tranchants cA des réactions nv.r appuis. 

a) Notations. — Considérons, par exemple, le cas de la poutre sur trois 
appuis représentée figure 21. 

Dans le système rendu isostatique, en supprimant la continuité de 
flexion en A 2 , désignons par : 

t l et U les efforts tranchants agissant respectivement dans une section 
courante des travées 1 et 2 ; 
i\ la réaction d’appui en A, ; 
r 2 la réaction d’appui en A., t comprenant : 

r'~ due à la travée 1 et r", duc à la travée 2 : r a = r\+ v"„ 
r 3 la réaction d’appui en A a , 

ces différents offorts étant évalués selon les conventions de signes générales 
données au paragraphe 4.11, c’est-à-dire positifs de haut en bas. 



Réactions 

r | = ab 
r.j — c d 
r, = ef 
R, — ab' 
R.,= c'cT 
Ri - - e'f 


b) Efforts tranchants. — L’adjonction, au système coupé, du moment 
de liaison M a a fait naître des moments supplémentaires AM représentés 
par les triangles A, M a et M s À 3 M a (fig. 21). 

Ces moments supplémentaires de variations linéaires correspondent 
donc à des efforts tranchants correcteurs t\ et £'» constants dans chaque 
travée et tels que ( chap. IX, § 2.1) : 

„ _ AM _/ M,—M, 

* 1 — 7 — _ 

At, L t 

■ ^ _ AM _ M .. —M. , 

' 2_ Air, U 

Les efforts tranchants réels ont donc pour expressions algébriques : 


(travée 1) 
(travée 2). 


travée 1 : 
travée 2 : 


Tx=t,+ 
T„= L + 


M,— M.. 
Li 

M,—M, 


T, 
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Leurs courbes représentatives sont simplement décalées des quantités 
t\ et t'o par rapport aux courbes /, et U (fig. 21). 

a) Réactions d’appui. — Les réactions réelles aux appuis se déduisent 
directement des courbes d’efforts tranchants et ont pour expressions algé¬ 
briques (fig. 20) : 

en A, : H, — + l\ = i\ + --- 1 — 

L, 

en A 2 : R, = i\ — 1\ — 1\ = r., — __ jj.,. —M, 

i L, 

en A, : R, = r, + É' a =r a + -MsIzMi . 

J^2 * 

d) Généralisation. — Il est aisé de généraliser les relations ci-dessus 
au cas d’une poutre sur N appuis en l’assimilant, toujours, à une succession 
de poutres sur trois appuis. 

4.143 Remarque. — Une vérification visuelle rapide des résultats 
obtenus consiste à obtenir une allure concordante entre les courbes d’efforts 
tranchants et de moments fléchissants finales (chap. IX, § 2.132). En parti¬ 
culier, les courbes d’efforts tranchants doivent s’annuler au niveau des 
maxinia de celles des moments fléchissants (point Cfi et 0 2 , fig. 21). 

4.15 Observations générales. — La mélhode de résolution basée sur 
la formule des trois moments est, à conseiller dans les cas simples, c’est-à- 
dire dans ceux donnant lieu aux expressions simplifiées du paragraphe 4.13. 

Dans les cas compliqués (inertie variable, appuis dénivelables), elle, 
conduit à un travail matériel considérable et offre de nombreux risques 
d’erreurs dus, en particulier, aux conventions de signes. 

il est préférable d’utiliser, alors, la méthode générale exposée au para¬ 
graphe 4.2. 

Mous verrons ci-après qu’on peut également l’utiliser pour calculer les 
poutres encastrées et appuyées ou bi-encastrées. Les mêmes observations 
d emploi pratique sont valables pour ces poutres. 

4.2 CALCUL DES POUTRES DROITES CONTINUES SUR APPUIS PAR LA 
METHODE DES DERIVEES DU POTENTIEL INTERNE. 

4.21 Principe de la méthode. — Cette méthode générale constitue une 
application directe des théorèmes de Castiguano ou de Ménabréa énoncés 
au paragraphe 2.5. 

Les inconnues envisagées seront ici les réactions des appuis surabon¬ 
dants. Ces appuis imposent, en effet, des déplacements connus 1 de la pou¬ 
tre au niveau d eux-memes, ce qui permet d’égaler aux valeurs de ces dépla¬ 
cements les dérivées du potentiel interne par rapport aux inconnues. 

4.22 Exposé de la méthode. 

4.221 Données (fig. 22 a). — Nous exposerons brièvement la méthode 
dans le cas d’une poutre sur trois appuis A lf A„ A 3 possédant une inertie 
variable et soumise à un système de charges quelconques, représenté par 
exemple, par la ligne de charge p de la figure 22 a. 

4.222 Système rendu isostatique. — Rendons le système isostatique 


1. Ces déplacements sont nuis dans le cas d’appuis indénivelables et connus, 
par approximations, dans le cas général. 
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en lui supprimant un appui et choisissons, par exemple, l’appui central Aï. 
Il reste la poutre isostatique sur deux appuis A x et À 3 de la ligure 22 b. 

4.223 Efforts agissant sur le système rendu isostatique. — Les efforts, 
dus à la charge extérieure p, se calculent aisément à l’aide des méthodes 
habituelles applicables aux poutres isostatiques (statique graphique, par 
exemple). Désignons par (fig. 22 b ) : 

r, et ?•„ les réactions des appuis A, et A 3> 

l l’effort tranchant et m le moment fléchissant dans une section cou¬ 
rante .quelconque. 



Fto. 22. 


4.224 Efforts -dus à la réaction surabondante. — Désignons par X 1 in¬ 
connue hyperstatique, c’est-à-dire la réaction de 1 appui supprimé A». 

Donnons-nous pour X un sens arbitraire, que 1 on choisira donc de la 
façon la plus commode pour les calculs, c’est-à-dire dans le sens positif des 
charges appliquées, soit ici, de haut en bas' 1 . Appliquons en A_= (fi g. 23 a) 
une force égale à l’unité de mesure des forces et dirigée dans le sens adopte 
pour X. Cette force unitaire produit (sur la poutre rendue isosialique Ai A 8 ) 
des réactions rC et r 3 , un effort tranchant a et un moment a. 

Les efforts dus à X sont X fois supérieurs à ceux-ci, soit 

Xr'j, Xr^.X*' et X«. 



Fig. 23 


4.225 Expressions des efforts réels. 

Réactions : 

en A, :R 1 =r 1 +Xr' I ; en A. : R 2 =X ; en À 3 : R 3 = r 3 + Xr' 3 . 

1 . — ce choix arbitraire dans le sghs positif des charges extérieures facilite les 
caLculs en ce sens qu’il permet d’éliminer les signes. 
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Efforts tranchants et moments fléchissant dans une section courante : 

T=t-pa'X ; M=m + aX 


4.226 Calcul de l’inconnue X. — Nous négligerons toujours le travail 
de cisaillement 1 . 

Le ; potentiel interne 'principal a donc pour expression (§ 2.34) 


V —ML. Ax= X 
— 2 El — 2 


El 


Ax 


on désignant par Ax la longueur d’un élément de poutre et le signe S s’éten¬ 
dant d’une extrémité à l’autre de la poutre (voir remarque ci-après). 

D’après le « formulaire mathématique » ci-dessus (§ 2.562) la dérivée 
de U par rapport à X a pour expression 


dû _ y ma 

dX — El 


Ax -i- X V -- -- - Ax. 

El 




Deux cas sont à envisager, selon que l’appui A 2 est fixe ou mobile, rela¬ 
tivement aux deux autres appuis Ai et A s . 

Premier cas : Appui A. fixe, relativement aux appuis A, et A 3 . 

Ce cas concerne les trois exemples a, b et c de la figure 19 ci-dessus, 
c’est-à-dire trois appuis absolument fixes ou également dénivelables ou 
encore dénivelables de telle façon qu’ils restent alignés. 

Le déplacement absolu de A,, s’il existe (exemples b ou c) ne procure 
aucun travail interne de la poutre. Nous pouvons donc appliquer le théo¬ 
rème de Mena créa relatif aux liaisons immobiles (§ 2.63) et écrire 

X'U == 0 
dX 


d’où l’on tire directement l’expression de l’inconnue X 


x=— 


V - ? -- 

— El 


A je 



Deuxieme cas : Appui ,\ 2 mobile, relativement aux appuis A, et A,. 

Désignons, alors, par y le déplacement relatif de l’appui A» c’est-n-dire 
la projection sur la direction de X de la distance séparant le nouvel aligne¬ 
ment A', A'.., de l’appui dénivelé AL (fig. 24). Remarquons que celle dis¬ 
tance y qui figure le déplacement relatif de la force de liaison X (théorème 
de Gastigliako) doit être comptée positivement dans le sens arbitraire adopté 
pour X. 

Exemples. — Avec notre convention précédente (X positif de haut en 
bas), on obtient 

fi g. 24 a : y négatif, 
flg. 24 b : y positif. 

Il est à remarquer que de toute façon, l’on a, algébriquement. 


y = .'/=— 


y, L„ + ?/, L, 

l, + l 2 


1. — Cette approximation est très justiciabl e dans le cas des poutres longues. 
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, n désignant par : î/,, y 2 et y 3 les dénivellations absolues des appuis A,, A» 
et A a c'êst à-dfre lems déplacements comptés à partir de la posrtron mit. ale 
de la poutre (sens positif dans le sens de X). 

© © 


i 


x > o 


X >0 


■ 

t 



Connaissant le déplacement relatif 1 y, le théorème de Castigliano 
donne directement 

du 


dX 


-V 


soit 

d’où l’on tire l’expression de l’inconnue X 



Cas particuliers. — a) Dans le cas, le plus fréquent, où le module d’élas¬ 
ticité E est constant tout le long de la poutre, on obtient 

E y-y. ^ 


■ Ax 


X = 


V — Ax 

Aj 1 


b) Supposons que la dénivellation y soit une fonction bien dotermmee 
de la réaction inconnue X. Admettons, par exemple, une fonction linéaire 
• s’écrivant 

■y = k X (cas d : un appui sur ressort, par ex,emp>e). 

Nous avons alors 

M -x 

dX 

d’où l’on tire l’expression définitive de X (sans avoir à effectuer des approxi¬ 
mations successives) 

V — Ax- 

x= 


El 


k— V JlL. Ax 

AJ El 

1 . - Comme il a été indiqué plus haut, ce déplacement ne s’obtient, en général, 
qu’à l’aide d’approximations successives. 
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4.227 Détermination des efforts réels. — Les efforts réels T et M 
agissant le long de la poutre continue so calculent directement, au niveau 
de chaque section envisagée, en remplaçant X par sa valeur dans leurs 
expressions données au paragraphe 4.225. Il en est de même des réactions 
réelles aux appuis : ït 1( 11 2 et R s . 

Remarque. — On peut également effectuer un tracé graphique direct 
des courbes T et M (comme pour la méthode des trois moments). 

La courbe M s’obtient par « redressement » de la courbe m à partir des 
« lignes de fermeture » A 2 b et A 3 b (fig. 25). Le point b est obtenu en por¬ 
tant, à partir de A s , un segment AJ> égal à la valeur du moment de liaison 
en ce point (moment dû à X), c’est-à-dire (fig. 23 a) 

A„b=X k » kg . (à, l’échelle des moments). 

Li +L 2 



Fig. 25. 


La courbe T s’obtient par « décalages » do la courbe /., cos décalages 
étant égaux aux efforts tranchants de liaison et' dans chaque travée, soit 
(fig. 23 a et 25). 

cü = X — — .et ce =—X — (à l'échelle des forces). 

L.+L, L,+L s 

Même remarque qu’au paragraphe 4.443 au sujet des allures respectives 
de t et m et de T et M. 

4.23 Disposition pratique des calculs. — Les calculs seront avantageu¬ 
sement disposés dans un seul la Menu du genre de celui ci-dessous qui est 
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relatif à une poutre sur trois appuis c’est-à-dire à une inconnue (exposé ci- 
dessus). Voir également à ce sujet, l’application numérique donnée ci-après. 


<S) 

Z 

— 



1 



Calcul de X 


EFÉORTS 

ai 2 

Ot b- 

\'Uj o 

UUAL lhUii 1 lyuiib 

m 


GRAPHIQUE 

NUMÉRIQUE 

RÉELS 

ës 

E 

I 

El 

a 

rax 

X 2 

' | 

Dix , 

X,, 

x X 

IVT 

i/) 

UJ 

Q 



El 

El 


El 

El 

LV1 

1 


— 


— 

— 


— 




— 

— 1 

2 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 




— 


! 3 













(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

1 < 9 > 



(12) 

(13) 










X =— 

- a/u 












(10) 

(il) 




Remarques. — a) On peut compléter le tableau en y faisant apparaître 
les valeurs de t, a, a'X et T (effort tranchant) et celles des contraintes de 
flexion et de cisaillement ; 

b) Si X est déterminé graphiquement (planimétrage des courbes obte¬ 
nues d’après les valeurs des colonnes (7) et (8)), les colonnes (9) _à (11) dis¬ 
paraissent 1 . Pour le calcul numérique de X, effectuer les produits partiels 
des colonnes (10) et (11) avec les valeurs moyennes des termes des colon¬ 
nes (7) et (8) dans chaque intervalle \x (voir décalage des rangées) ; 

c) Dans le cas, le plus fréquent, où E est constant ( poutre homogène), 
les colonnes (2) et (4) disparaissent et il suffit de calculer les termes : 

2** üî- etc... ; 

I » I 

d) Il n’est pas utile d’envisager des sections sur les porte-à-faux où a 
est nul (fig. 23 a). 

4.24 Généralisation. — La méthode exposée ci-dessus se généralise 
aisément au cas d’une poutre droite continue sur N appuis. 

On pose (N — 2) inconnues X, Y. Z... figurant toujours les réactions 
des appuis surabondants, c’est-à-dire des (X —2) appuis supprimés " pour 
rendre le système isostatique. 

On détermine, comme précédemment, les moments m dus aux charges 
extérieures dans le système rendu isostatique. 

On détermine ensuite les « moments » 3 * a, p. 7... dus à des forces uni¬ 
taires X=l, Y = l, Z=1... appliquées successivement au môme système 
rendu isostatique. 


1 . — Cette méthode est généralement à conseiller par suite de sa précision supé¬ 
rieure et de la vérification graphique des intermédiaires de calcul à laquelle elle 
conduit. 

2. — Le choix de ces appuis est purement arbitraire. On choisira donc, dans cha¬ 
que cas particulier, les plus favorables au calcul. 

3. — Il est évident que les valeurs a p y, ne constituent, en réalité, que des 

paramètres homogènes à des longueurs (et non à des moments). 
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Le potentiel interne principal U (flexion) est de la forme générale don¬ 
née au paragraphe 2.551, avec A=ra et 13 = El. En égalant successivement 
les dérivées partielles de U aux déplacements relatifs respectifs de chaque 
inconnue, on obtient un système de (N — 2) équations d’où l’on tire X, Y, Z... 

11 est à remarquer que cette méthode se généralise également au cas 
des poutres courbes continues sur appuis. 11 suffit d’envisager, au lieu des 
éléments droits tix, des éléments courbes AZ de la fibre moyenne de la pou¬ 
tre et d’opérer les tracés (pour planimétrages) sur le développement de cette 
libre moyenne, porté en abscisses (voir § 5., calcul des arcs). 

4.3 CALCUL DES POUTRES DROITES ENCASTREES ET APPUYEES. 

4.31 Remarques préliminaires. — Nous savons (chap. III, § 4.3) qu’une 
poutre droite encastrée à une extrémité et reposant, en supplément, sur un 
ou plusieurs appuis, simples constitue un système hyperstatique extérieur. 

Le degré de surabondance est égal au nombre total d’appuis simples 
puisque la poutre devient isostatique en supprimant ces appuis. 

Le calcul d’une telle poutre peut s’effectuer de diverses manières. On 
peut, notamment, utiliser les quatre méthodes décrites au paragraphe 2. 
ci-dessus. 

On peut encore utiliser la formule des trois moments. En effet, consi¬ 
dérons une poutre encastrée en A, appuyée en B et C et soumise à une cer¬ 
taine charge p (fig. 26). Prenons les symétriques B' et G' de B et de G et 
envisageons une poutre continue sur cinq appuis C/, B', A, B et C, chargée 
dans la partie fictive C'A par une charge symétrique do colle agissant, sur 
1 autre partie. Par raison de symétrie la déformée en A possédera une tan¬ 
gente horizontale. Nous avons ainsi reproduit fictivement la propriété essen¬ 
tielle de l’encastrement en A et nous pourrons calculer la poutre sur cinq 
appuis a l aide du théorème des trois moments. Les résultats trouvés pour 
les dernières travées correspondent à ceux cherchés. 





CT _■ 1 


- A- -- a*- —----- | 

- ^ _ ~ --"A" 

C' B’ à 

J B C 


'■déformée. 

Fig. 

26. 


Pratiquement, il est plus simple, dans un cas général (1 variable et 
charges quelconques) d’utiliser la méthode des dérivées du potentiel interne 
qui est celle que nous exposerons exclusivement ci-après. Cette méthode 
donnant lieu aux mêmes raisonnements que lors des applications précé¬ 
dentes, nous l’exposerons succinctement en nous limitant au cas d’une pou¬ 
tre possédant un seul appui, en supplément à son encastrement. 

4.32 Exposé de la méthode. — Considérons la poutre encastrée en A 
et appuyée en B sur un appui déformable, ou non, par rapport à A. Cette 
poutre est soumise a une charge quelconque p et possède une inertie I 
variable de façon quelconque (fig. 27 a). 

Pendons le système isostatique, do la façon la plus simple, en supposant 
1 appui B supprimé J . Désignons par X la réaction réelle inconnue en ce 


1 - — 0n pourrait encore le rendre isostatique en assimilant l’encastrement à un 
appui simple (charges normales) ou à une articulation (charges obliques). On poserait 
alors comme inconnue le moment d’encastrement réel en A. 
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point, en la supposant, arbitrairement, du sens des charges appliquées (sim¬ 
plification de signes). Dans le système rendu isostatique, désignons par 
m et I le moment fléchissant et l’effort tranchant dus aux charges 

extérieures (fig. 27 b) ; , , __ , n 

a et a' le moment fléchissant et l’effort, tranchant dus a X = 1 en B 

(fig. 27 c). 






Notons que dans ce cas 1 

a = x et a' = l (entre B et A). 


Expressions des efforts réels 

M =m + aX ; T = 1 4- a'X. 

Expression du potentiel interne principal (flexion) 

u= V Jm±aXl 2 _ 

2 El 


d’où 


dlJ 

(IX 


= V 


17? 2 

ET 


A.r + X N 


El 


Air. 


Cas 1 ; Appui B fixe relativement a A. 

Le théorème de, Mena misa donne directement 


x= — 


v Ax 

£ El 


El 


Ax 


Cas 2 : Appui. B mobile relativement à A. 

Désignons par y la dénivellation relative qui doit être lue ici, à partir 
de la normale en A' à l’encastrement déformé (distance B', B', fig. 28) el 
dans le sens positif adoplé pour N. 


Le théorème de Casttgltaxo donne (§ 4.226) 


[- V 


X = 


m y. 

El 


Ax 


Y^—Ax 

-J ET 


1 . — Les notations générales t et «• ont pour avantages do permettre une expres¬ 
sion générale des résultats, quel que soit le cas envisagé et d’éviter l’indication des 
limites particulières d’intégration. 

P. V allat. — 'Résistance des Matériaux 31 
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Dans le cas particulier où y est une fonction linéaire de X 

y — kX 

on trouve pour X la même expression qu’au paragraphe 4.22(5 dans ce même 
cas particulier. 

Les efforts réels M cl I’ se éalculenl toujours à l'aide de leurs expres¬ 
sions générales indiquées ci-dessus, ou encore à l’aide d'opéraiions graphi¬ 
ques (redressements ou décalages de ni et /) analogues à celles indiquées au 
paragraphe 4.227. 


p z ci* 



X> 0 

1 

-1 

i 

\B 


\ 

B\ 

déformée • f" ^ ^ -C* -— 


B't 




Fig. 28. 


_ L_ 

Fig. 2!). 


Même disposition des calculs que pour une poutre sur trois appuis, cl 
mémo généralisation au cas de plusieurs appuis (4.24). 

4.33 Application dans un cas particulier. — Poutre d’inertie constante, encas¬ 
trée en B et appuyée à l'autre extrémité A sur un appui fixe, soumise à une 
charge uniformément répartie p (fig. 29). 

L'appui A étant, supprimé on a, dans une section S, 

m = p x — =v x — 

2 2 


' D'où la réaction X en B 


X= —- 


V 2 ~ x 
I ' c- dx 


= -- pL 

R ' 


et le moment fléchissant réel M 

M»m+aX=p *- — 4 - P x L= P x 
1 2 8 f 2 

eu particulier, à l'encastrement A (æ=L) 

Ma= &-■ 


,_-LL 

K 


Résultats classiques (Voir Idanche 33, cas 8). 

. 4.4 CALCUL DES POUTRES DROITES A DEUX ENCASTREMENTS. 

4.41 Remarques préliminaires. — Les méthodes exposées ci-après 
contentent, on toute rigueur, des poutres dont les encastrements extrêmes 
ne s’opposent pas à des variations des dimensions longitudinales de ces 
poutres, par suite de leurs flèches de flexion. D’une façon imagée un encas¬ 
trement, au moins, devrait théoriquemenl être réalisé comme l’encastre¬ 
ment B de la figure 30 ’. 


1. — Dans le cas contraire, il existerait des réactions longitudinales opposées en 
A et B et le problème devrait se traiter d’une façon analogue à celui des plaques 
lixées rigidement (chap. XVII, § 4.3). 
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En pratique, si les poutres possèdent une rigidité-de flexion suffisante, 
c’est-à-dire si elles ne constituent pas des « systèmes souples », ces métho¬ 
des restent applicables même avec des encastrements dits « parfaits » (ou 
complets). Notons que c’est le cas de la grande majorité des poutres envi¬ 
sagées industriellement. 

â-, i i ■ i i M 


i 





Fig. 30 . 


Nous conviendrons donc de représenter leurs encastrements selon la 
iode habituelle c’est-à-dirc selon la représentation A de la figure 30. 

'le raeme qu’au paragraphe précédent on peut utiliser, pour résoudre 
Systèmes, les quatre méthodes exposées au paragraphe 2. La formule 
(ois moments ne peut s'utiliser, pratiquement, que dans le cas parti- 
de poutres symétriques et symétriquement chargées. Envisager alors 
poutre équivalente » sur quatre appuis A', A, B et IV selon ligure 31. 


VUPTÎi S riTrn-r, 

! I 1 I I I I I I I I I 


rrrni iHTiTm 



Z' Fig. 31 . 

Nous nous limiterons ci-dessous à l'exposé rapide d'une méthode géné¬ 


rale basée sur le théorème do Gasticliano. 


4.42 Exposé de la méthode.—Considérons la poutre bi-encastree de 
la ligure 32 a d’inertie I, variable d’une façon quelconque et soumise à un 
système de charges (normales) quelconques. 

Rendons celte poutre isostatique en effectuant une section de, coupure 
située au voisinage immédiat de l’appui R, par exemple (Fig. 32 b). 

Les inconnues de liaison existant en cette section comprennent : 


un effort tranchant X J svstème hyperstalique du 2° degré 
un moment fléchissant Y ; 

(l'effort normal est nul, par hypothèse, d après la remarque proliminain 
du paragraphe précédent). 




Fixons-nous toujours, pour ces inconnues, des 
qu'elles donnent lieu à des efforts positifs (fig. 32b'. 


sens arbitraires tels 
Soient, dans le sys- 
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tème isostatique, m le moment fléchissant dû aux charges extérieures seules 
(lig. 32 e), a le moment dû à X = J en B (lig. 33 à) et p le moment du 
à Y = 1 en B (fig. 33 b). 

Nous avons, dans ce cas particulier 

ol=x et j8=l. 

Expression du moment fléchissant réel 

M='m+xX + /?Y. 

Expression du potentiel interne principal (flexion) 

v (m+aX±ffl! Ax 

2 El 

Le « formulaire mathématique » du paragraphe 2.553 nous donne les 
expressions des dérivées partielles de V par rapport à N et h \ 

(A =m, a=x, /8 = 1, B=ET). 

© ® © 

X 




Cas I : Encastrements fixes l'un par rapport à Vautre. — En annulant 
les deux dérivées partielles (théorème de Ménabréa), on obtient le système 
de deux équations suivant : 

V Ax + X V A.r + Y V —Ax =0 ( 1 ) 

— Et — El . —' El 

Y Ar+X V JL- Aj +Y V -i- Ax=0. (2) 

- El — El — El 

Ce système permet, après calcul des cinq « sommes » différentes qui y 
figurent, de déterminer X et Y. 

Cas 2 : Encastrements mobiles l’un par rapport à l’autre. — Cette 
mobilité relative donne lieu (fig. 33 c) à une flèche relative y (positive dans 
le sens de N) et à une rotation relative : 0 - 0 a —0, (positive dans le sens 
de Y). D’après le théorème de Castigliano, on égale, respectivement, les 
premiers membres des équations (1) el (2) ci-dessus à y et à C ce qui permet 
le calcul de X et de Y. 

Les efforts réels se calculent, selon la méthode habituelle, en rempla¬ 
çant Y et Y par leurs valeurs dans les expressions de M et de T, soit 

M=m+xX+Y 
T=t+X. 

On peu), également, procéder graphiquemenl par « redressement » et 
décalages » des courbes t et m. 

Même disposition des calculs en un seul tableau analogue à ceux déjà 


O 
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4.43 Cas particulier. — Considérons une poutre homogène d'inertie 
constante située entre deux encastrements fixes distants de L. 

Le système d’équations ci-dessus devient, en résolvant les intégrations 
indépendantes des forces appliquées 

y 1 'm. x Ax+x + Y 4r =0 

\i ^ 

V 1 ' m Ax + X —— +YL-0. 
lu.. 9 


En résolvant ce système, on obtient, en posant, 

C= v' m Ax et D = \' m x Ax (paramètres propres à chaque cas de 
A ^ charge) : 


X= - 6 r (CL—2 D) 


(réaction d’encastrement en B) 


Y= JA- (3 D—2 CL) (moment d’encastrement en B). 
L 11 


4,44 ApfiJicatioffl. —Poutre droite encastrée à ses deux extrémités A et B 
(tig. 34) et soumise à une charge uniformément répartie. p sur sa longueur L 
(inertie constante et encastrements fixes). 


Expression de m 


m = — p 


x~ 


d'où 


2 dx=~ P 4 - 


On a donc 


c —f -/:* 

D = — -P_. /'■ x* dx =— p -k- 

2 J» 8 


Y=- 


L 2 \ 8 


-o- V L *- p J±-\=-p 


12 


Moment fléchissant total dans une section S d’abscisse x 


M = m + x X + Y=-( x 2 — Lx + . 


Cette variation parabolique présente au milieu C de la poutre un maximum 
qui a pour valeur 




(voir Planche 33, cas 11). 


Aux deux encastrements (x = 0 et x = L) on obtient 

M a =M b = Y = —p ~~ 


soil un moment, deux fois supérieur, en valeur absolue, à celui existant au milieu 
de la portée. 

L'effort tranchant, de variation linéaire, est distribué anti-symétriquement 
de part et d’autre de ce milieu et vaut aux encastrements 


T a = — T B = p 


L 

2 


Remarque. — Ces résultats se retrouvent pour une poulpe continue reposant 
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SUr 11 ' l O ran d nombre d'appuis (N = oo, théoriquement) équidistants et 
une charge uniformément répartie (fig. 35) 


soumise à 



M = —P- g- au niveau do chaque appui, 

I tC, 

T 2 

M = P / au milieu de chaque travée. 


Cette concordance s’explique lotit bien, physiquement, en considérant que, 
par raison de symétrie, la poutre reste horizontale- au niveau des appuis, situés 
loin des bords, qui équivalent ainsi, fictivement, à des encastrements. 

4.5 CAS PARTICULIERS DE POUTRES DROITES 11YPERSTATKQ U ES. 

Nous donnons, Planche 33, un tableau-formulaire résumant les résul¬ 
tats obtenus dans quelques cas particuliers usuels de poutres d mi les hvpers- 
tatiques Ilécliies. 

Tous les cas considérés sont relatifs à des poutres d’inertie constante 
dont les liaisons extérieures (appuis ou encastrements) sont fixes les unes 
par rapport aux autres. 

Lors de l’étude d'une poutre hypersta tique quelconque (c’est-à-dire 
soumise à un système de charges non conforme aux cas particuliers envi¬ 
sagés Planche 33 ou bien d'inertie variable) ces .résultats peuvent servir 
pour un premier calcul de « dégrossissage » de la poutre. Ce calcul préli¬ 
minaire indispensable pour se fixer le dimensionnement (c'est-à-dire l’iner¬ 
tie) entrant en jeu dans les calculs ultérieurs, pourra s’effectuer en utilisant 
le cas particulier do charge le plus voisin du cas considéré. 

Ce tableau complète- celui donné. Planche 17, pour les poutres droites 
isosial iques fléchies. 

4.6 APPLICATION NUMERIQUE. 

Nous donnons, Planche 34, une application numérique concernant le 
calcul d'une poutre droite continue sur trois appuis. Afin d’éviter la reprise 
d.’im calcul d’efforts sur un système rendu isostatique, nous avons considéré 
de- nouveau, le longeron de gouvernail de direction étudi > Planche 7 auquel 
mms avons adjoint un appui supplémentaire B (articulation non bloquée 
solidaire de la dérive). 

Nous nous sommes donné une courbe de variation du monienl <1 inertie 
de flexion 1 du longeron, tenant compte des épaisseurs de profil el du type 
de structure compatible avec la forme en plan figurée Planche 7 et avec 
un calcul préliminaire rapide. *• 

Nous avons traité le problème en considéra ni successivement les appuis 
A, B et. D fixes ou, dénivelahles. La dénivellation forfaitaire envisagée 
correspond à une allure probable de la déformation de la dérive. 
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La résolution a été opérée par la méthode des dérivées «lu potentiel 
interne. Notons que pour utiliser la méthode des trois moments, les mo¬ 
ments |i se liraient sur la courbe m, à partir des lignes de fermeture.ad et bd. 

Remarque. — Afin d'obtenir une concordance avec les méthodes ci- 
dessus, nous avons été conduits à changer quelques notations utilisées 
Planche 7, notamment on ce qui 'concerne h* moment M (.système sur deux 
appuis) qui est devenu m. 

5. _ CALCUL DES ARCS ET DES PORTIQUES PLANS 

HYPER STATIQUE S 

5.1 GÉNÉRALITÉS. 

5.11 Définition. — On appelle « arc » on « poutre en arc » une poutre 
prismatique possédant une ligne moyenne convie. Si cette ligne moyenne 
est contenue dans un même plan, on dit que Ton a affaire à un arc pion 
(6g. 36.'a où le plan de l’arc est celui de la ligure). 

On désigne par « portique » ou « poutre à béquilles » un assemblage de 
membrures rectilignes formant entre, elles des angles rigides (fig. 30 b où 
les angles A et B sont rigides). 

® © 




5.12 Conventions générales. — Les arcs et les portiques étant tribu¬ 
taires 1 de méthodes de calcul identiques, nous conviendrons, pour les rai¬ 
sonnements ci-après, d’englober ces deux catégories de poutres sous la desi 

gnation commune d’arcs. r 

Nous nous limiterons à I ét ude des arcs plans, charges suivant leurs plans 
Île flexion qui seront confondus avec deux des ligures. Kn d’autres termes, 
la réduction des efforts dans une section quelconque ne donnera pus lieu à 
un moment de torsion. 

Par contre, cette réduction d'clïorts fera apparaître, dans le cas général. 
an effort normal N de traction ou de compression (chap. IX, § 4.2 et 
37 «). Les méthodes de calcul usuelles (superposition des effets élasti¬ 
ques) restent applicables aux arcs, malgré cos efforts normaux, contraire¬ 
ment au cas des poutres droites (§ 4.0 ci-dessus). En eflet. les « effets ampli¬ 
ficateurs ou réducteurs » do ces efforts normaux sur les flèches et les moments 
de flexion deviennent négligeables dans le cas des arcs, car ces eflorts pos¬ 
sèdent initialement un bras de,levier d par rapport à une section voisine 
ifig, 37 a) contrairement au cas des poutres droites (fîg. 37 />). La deforma¬ 
tion, de l’arc entraînera une variation relative de d suffisamment laib.le pour 
être négligée. 
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Remarquons que, dans une poutre en arc, il convient d’envisager tou¬ 
jours des sections droites normales à la fibre moyenne (convention generale 
pour toutes les poutres prismatiques). 



Dans toutes les expressions ci-après, la distance M séparant deux sec- 
lions droites sera toujours mesurée sur la libre moyenne. Ce sera donc une 
distance curviligne dans le cas des poutres en arcs (longueur de l’arc abc 
fig. 37 a). 


5.13 Arcs isostatiques. — Il existe trois cas particuliers d’arcs (ou 
portiques) plans isostatiques : 

a) Arc encastré à une extrémité et libre à l’autre (fi". 38 a). Il n’existe 
en effet, aucune difficulté pour la mise en équilibre extérieur ou pour la 
recherche des efforts internes appliqués aux sections droites ; 

/>) Arc à trois articulations : A et B liaisons extérieures et C articulation 
propre à la structure (fig. 38 b). Ce cas particulier a été étudié au chapi¬ 
tre III, paragraphe 5.4 pour sa mise en équilibre extérieur. La construction 
graphique à laquelle nous avions abouti est reproduite figure 38 b. Les 
ellorts internes appliqués aux sections droites se calculent sans difficulté, les 
réactions extérieures étant connues ; 


© © © 



c) Arc sur une articulation fixe et un appui mobile : L’appui mobile 
est schématisé en B (fig. 38 c) par un chariot se déplaçant, sans frottement, 
sur un plan P. La réaction R„ devant être normale à ce plan a donc une 
direction connue, d’où la décomposition des efforts indiquée sur la fig. 38 c 
et par suite, le calcul sans difficulté des efforts internes appliqués aux 
sections droites de l’arc.v 

La connaissance de ces cas particuliers nous servira ci-après pour effec¬ 
tuer la première opération de résolution d’un arc hyperstatique qui consiste 
toujours à rendre cet arc isostatique. 
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5,14 Poussée des arcs. — Nous avons été conduits nu chapitre III, 
paragraphe 4.34, à donner la notion de la « [orcc de poussée » qui s’exerce 
sur les articulations extérieures d’un arc tendant à s’ouvrir sous l’action 
des charges qui lui sont appliquées. On désigne, d’une façon plus générale, 
par poussée d’un arc les actions antagonistes qu’il exerce sur ses liaisons 
extérieures, ces actions pouvant aussi bien tendre a rapprocher qu a écar¬ 
ter ses points de liaison. On conçoit aisément que cette poussée sera jonc¬ 
tion de la déformabilité de l’arc. C’est un phénomène hyperstatique L 


5.15 Utilisation des arcs. — Les arcs sont d’un usage très répandu 
en construction. En maçonnerie, on les rencontre sous^ forme de voûtes 
(églises, ponts do pierre, tunnels, portails, etc...). Les réactions opposées, 
par les arcs-boutants, les tirants, ou l’ensemble de l’édifice, au phénomène 
de poussée, permettent de n’obtenir que des efforts de compression dans 
les différentes sections des voûtes, ce qui est indispensable avec ce mode de 
construction. 

En charpente métallique courante, citons les travées des ponts ou 
viaducs. 

En construction aéronautique, on les rencontre pour certaines nervures 
de becs d’attaque (lig. 39 a : arcs sur deux articulations) certains couples 
de fuselages-coques, notamment de couples de .jonction voilure fuselage 
(lig. 39 b et 39 c). Remarquons que la majorité des couples de fuselages- 
coques constituent plutôt des anneaux ou cadres étudiés au paragraphe sui¬ 
vant. Nous verrons, d’ailleurs, que ces éléments ne constituent, en lait, que 
des cas particuliers d’arcs. 
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5.16 Principes généraux de calcul. — Nous utiliserons ci-après, d’une 
façon générale, la méthode de résolution basée sur les théorèmes de Casti- 
gliano ou de Ménabréa qui permettent une solution particulièrement élé¬ 
gante des problèmes relatifs aux arcs hvperstatiques. 

Nous envisagerons successivement le cas des arcs sur deux articulations, 
des arcs encastrés et articulés et des arcs à deux encastrements. 

Les procédés de résolution s’apparentant étroitement à ceux exposés 
pour les poutres droites, nous n’en donnerons qu’un exposé rapide. 


1 . _ ce phénomène présente une analogie avec la traction exercée sur son enca¬ 
drement par une plaque mince chargée transversalement (chap. XVII). , 
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5.2 CALCUL DES ARCS SUR DEUX ARTICULATIONS 


5.21 Données. —Considérons un arc (ou portique) do forme quelcon¬ 
que, d'inertie variable, possédant à sa, base deux artieidntions A et U lui 
fournissant ses réactions extérieures. Col arc est soumis à un système de for¬ 
ces extérieures quelconques : F,, F., F 3 ... (lig. 40 a). Nous savons (chapi¬ 
tre 111, § 4.84) que ce système esl liyperslalique nu premier degré par suite 
de la poussée, statiquement inconnue, qui s’exerce, d'une façon anlngo- 
. niste, en A et B. 


© 




Remarque. —Celte indétermination peut être mise, graphiquement, en 
évidence. En effet, supposons connue la ligne d’action MN de la résultante F 
des charges extérieures appliquées à l’arc (lig. 40 b). La décomposition de 
cotte résultante peut s’effectuer suivant une infinité de directions concou¬ 
rantes sur MN et passant par A et B : par exemple les directions issues de O' 
ou de O". Remarquons que les réactions ainsi obtenues ont mêmes projec¬ 
tions sur les directions Ar ou B; normales à la base Alt (composantes stati¬ 
quement déterminées). Par contre, leurs projections sur AB diffèrent avec le 
point de départ arbitraire envisagé (tout en conservant une même somme 
algébrique égale, en valeur absolue, à la projection F„ de F sur AB). Ces 
constructions mettent en évidence l'existence d une inconnue de poussée se 
traduisant par deux réactions complémentaires antagonistes s’exerçant en 
A et R suivant la droite joignant ces articulations. 


5.22 Méthode de résolution a) Rendons l'arc isosla tique. Pour cela, 
le moyen le plus simple consiste à remplacer une articulation, B par exem¬ 
ple, par un appui mobile sur la direction AB (fig. 41 a )• L 
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Fie. 11. 


J. — On pourrait, également, supposer Tare articulé en un troisième point situé 
sur sa fibre moyenne entre A etB. On poserait alors, comme inconnue, le moment de 
liaison agissant réellement en ce point. Cette méthode n’est avantageuse que dans Je 
cas d’un arc symétrique et symétriquement chargé (articulé sur l’axe de symétrie). 
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b) Calculons, dans le système rendu isostatique-, les efforts dus aux 
charges extérieures F,, F 2 , F 3 ... seules. Soit rn le moment Jleotiissant, dans 
une'section droite courante S de cote z par rapport à AB (fi g.. 41 a). Dési¬ 
gnons également par t et n l’effort tranchant et 1 ellorl normal ainsi obtenus. 

c) Désignons par X la réaction réelle inconnue agissant en B suivant 
la base AB 1 et dirigeons, arbitrairement, cette inconnue de telle layon 
qu’elle donne lieu à un montent positif dans les différentes sections de l’arc 
(fig. 41 b). Dans le système isostatique, elle s’équilibre par — X en A et 
donne ainsi (isolément) dans la section S : 

un moment fléchissant % X = s X, 

un effort tranchant x' X =—X cos (>, 

un effort normal y" X=Xsin 8. 

d) Expression des efforts réels dans la section droite courante S : 

moment fléchissant M =m + x X = m -t- ?X 

effort t.ranchant T = t + x'X 

effort normal N=n.+ x"X. 

e) Potentiel interne. — On peut toujours négliger, pour les arcs métal¬ 

liques, le travail interne de cisaillement dû aux efforts tranchants T. Si 
l’arc est suffisamment long (ou élancé) on peut, également négliger le tra¬ 
vail dû aux efforts normaux N (voir ci-après § 5.231). 11 reste comme poten¬ 
tiel interne principal, le travail de flexion, dû à M, qui a pour expression, 
dans le cas général (E et 1 variables) • 

U = V -M± zX )l Al 

Zj 2 et 


cette somme s’étendant tout le long de l’arc, de A à B (voir ci-dessus g 5.12 
la définition» do A/). 

f) Calcul de l’inconnue. — Si la distance AB est fixe, ce qui est le cas 
le plus général, on a, en égalant à zéro la dérivée (voir expressions 

précédentes et formulaire mal hématique § 2.552) 


(D 


în la distance AB so modifie d une longueur y sous l’action de X '.lon¬ 
gueur comptée positivement dans le sens de X) égaler la dérivée a y (lliéo 
renie de Castigliano). ce qui donne 



y — V-m-Al 

— El 


X= -- 

V Al 
- El 


(?) 


g) Efforts réels. — ils s’obtiennent toujours en remplaçant X par sa 
valeur dans leurs expressions respectives données ci-dessus. 


5.23 Remarques. 

5.231 Modification due au irarail des efforts normaux. — Dans le cas 
d’un ar.c peu.élancé ou soumis à des efforts normaux importants, il devient 
utile de tenir compte du travail de ces efforts. 

I. — «Jette inconnue comprend « l'effet de poussée » proprement dit et la com¬ 
posante suivant AB, de la résultante F équilibrée réellement en B. 
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On obtient avec les conventions ci-dessus 

U'= V Âük± z XH Al v (n i- y/'X)’- Al 
^ 2 El — 2 ES 

d’où, dans le cas d’une distance AB fixe 

Y'-™ 3 -A/ + V^A/ 
x =--- — -(.5) 

V —At + Y — d/ 

- El ES 

Nous ne reproduirons plus cette modification des résultats dans les sys¬ 
tèmes étudies ci-après. Elle reste toujours d’une forme analogue à celle ci- 
dessus. 

5.282 Influence cle la forme de l are. — L’examen des expressions 
de X, ci-dessus, montre qu’il y figure le paramètre x mesurant la hauteur de 
l’arc c’est-à-dire sa forme dont dépend la poussée. 11 est facile de voir qu’elle 
est d’autant plus élevée que l’arc est plus plat (tous les autres facteurs 
restant inchangés). 

5.233 6'a,s particuliers. — Dans le cas le plus fréquent, où E est cons¬ 
tant tout le long de l’arc (matériau homogène) les expressions (1) et (3), se 
simplifient, par E. 

Si au surplus l’inertie 1 et la section S sont constantes, l’expression (1) 
de. X se simplifie par El et le dénominateur caractérise uniquement un 
« paramètre de forme » de l’arc étudié. 

5.234 Contraintes de flexion. — Nous avons vu au chapitre IX, para¬ 
graphe 4., que les contraintes normales dues à M dans une section droite de 
l’arc devraient, en toute rigueur, se calculer par une formule particulière 
aux poutres courbes. Nous avons également indiqué, à ce moment-là, que 

la formule usuelle n, = —q— restait pratiquement satisfaisante pour des 

\T) 

arcs suffisamment élancés (-^->-10 j ce qui est le cas le plus fréquent. 

5.235 Contraintes dues aux efforts normaux. — Même si les efforts 
normaux ont été négligés pour le calcul de X, il convient toujours d’en 
tenir compte pour la détermination des contraintes de l’arc, cai ils peuvent 
modifier sensiblement les contraintes de flexion pure 1 . Leur superposition 
à cos contraintes s’effectue simplement d’une façon algébrique. 

5.24 Disposition pratique des calculs.— De même que pour les appli¬ 
cations précédentes, les calculs seront avantageusement disposés dans un 
même tableau du genre de celui ci-dessous. Ce tableau correspond au cas 
d’un arc homogène (E constant) à inertie variable. Sa disposition corres¬ 
pond au cas de 1 expression (1) de X (simplifiée par E) et à une détermina- 
tion graphique des intégrales figurant dans cette expression. Construire 
alors les courbes mz et s 2 , par points, en portant en abscisses les termes 
I * 

— comme intervalles entre les repères de chaque section étudiée (ce qui 
évite de diviser par I les termes mz et s 2 ; voir figure 42). Le planimétrage 


1- — Cette conclusion n’est pas en désaccord avec colle qui a conduit à négliger 
le travail des efforts normaux, car les travaux sont proportionnels aux flèches et nous 
savons, qu’à contrainte égale, celles de flexion sont généralement très supérieures à 
celles de traction ou compression pures, principalement pour les poutres longues. 
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de ces courbes donne les valeurs des intégrales cherchées, compte tenu des 
échelles. On en déduit la valeur de X. 



Echelles -• 

-Qj-: 1mm- a mm' 3 
: tmm -= b mm 2 kg 
Ÿ : imm. =cmm 2 
5/= aise A CB (en mm 2 ) 

S? = oireADB (enmm 2 ) 

$ —L A E-* S/ a b kg mm ~ f 
^ -j- â C = Sz ce mm ' 1 


On peut également effectuer directement dans le tableau ces intégra¬ 
tions par .sommes de produits partiels. Calculer alors les termes mz -y et 


s 2 y dans chaque intervalle, en utilisant les valeurs moyennes de mz et 
z‘ correspondant à ces intervalles, et additionner ces termes. 


SECTION 

PARAMÈTRES DE STRUCTURE 

PARAMÈTRES 

DE CHARGES 

EFFORTS RÉELS 

A/. W 

Al 

1 

î 1 

1 

z~ 

m 

mz 

=X 

T ' N 

M ! 

1 




— 

— 

— 

— 

— — 

1 

_ * 

0 



_ 

■ ■ - 

_ 

_ 

— 

— — 

i 

— 1 

3 

- - 









4 









_1 


Remarque. — Le calcul de T et de N peut s’effectuer directement sans 
avoir à déterminer les termes intermédiaires I, n, d, a définis ci-dessus. 
Connaissant X on peut, en effet, déterminer les résultantes partielles pro¬ 
pres à chaque section et les composer (graphiquement) en une parallèle T 
et une normale N à la direction de chaque section. 

* Nous exposerons en détail cette méthode graphique au chapitre XXII 
lors de l'étude des couples de fuselages-coques. Notons que cette méthode 
permet également un calcul rapide des moments m. 

Le tableau ci-dessus peut être complété par les valeurs des contraintes 
correspondantes au niveau de chaque section ou seulement, des « sections 
dangereuses ». 

5.25 Application algébrique à lin portique sur deux articulations. — Dans le 
cas d’un portique, où les intégrations sont linéaires, le calcul peut se conduire 
algébriquement d’une façon simple. 
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Considérons 1 cas particulier représenté figure 43 a : portique sur deux arli 
dilations A et Ü. soumis à une charge uniformément répartie •/» sur la poutre 
horizontale CD d'inertie constante I n , inertie constante des béquilles AC et BD : 1,. 

lie phénomène de poussée est mis en évidence par l'allure de la déformée 
représentée figure 43 a. 

Hentlonâ le système isostatique selon figure 43 b. 


; . *y , | 


a * constante 


g-, - -r-- 

1 ! 

i jLa 

n 

i 

! 1 

=1 

R 


I..... . 



XM VA 


Fig. 43. 


Moment m (dû à p seul, figure 43 b) : 
béquilles AC et BD : m = 0, 
poutre CD : rn= l'Jf- x — pr X -- = {l 

Moment % (dû à X = l, figure 43 c) : 

béquilles AC et, BD : y=z (variation linéaire), 
poutre CD : y-h (moment constant). 

Intégration (expression (1) de X., § 5.22, simplifiée par E). 

.V a niera leur - 

A= V — z Al= V Al= —J- l" - p *- (i - x) h dx 
—~ I -’ 1 T *0 J II ‘é 

ph | Jx*_ _ 1 _ vhl a 

"3 1, 12 ' 3 „ 12 I„ 

(Cette intégration est nulle le long dès béquilles où m=0). 
Dénominateur 

B = y ——A/■ = V Aï=- 2 - r dz+ - 1 - !" h* dx 

Ai I -J I Ii .'ii l o x " 


= AJlL + I,SI - = -4V- (2 /ïI„+.3ZT a ). 

31, 1 B 3 TJ, 

Poussée ,, T 

Y_A_ PJlJx _ 

b" 4 /i (2 h I„+8 l I,) 

soit en posant /i'= -p- d’où I,. = A: I, 

v = _ vJL _ 

4 h (2 h 7 c +3 t) 

Les réactions en A et B sont égales à X, en valeur absolue et dirigées en sens 
inverses (les forces unitaires représentées figune 43 c. 
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Moments fléchissants réels 


M =m+ 7.X 


Mc -Mu-X 7*—-y-s 


PjL 


4 (2 hk + 3 l) 

= PX4-X/,.= -P-iM4—W- 


en C et D 

au milieu de CD 

M .= P f + xu - -f \ 2 2 un +3 l 

5.26 Cas particulier d’arc sur deux articulations isostatiques. — Con¬ 
sidérons (fig. 44) un arc sur deux articulations A et H symétrique, par rap¬ 
port à la normale Os au milieu de AB, cette symétrie s’étendant à la forme 
et aux caractéristiques de résistance des sections. Envisageons un système 
de charges appliquées symétriquement par rapport à Oz et telles qu elles 
admettent une résultante F parallèle « la hase A13 V a 

Par raison de symétrie, les réactions R , et R „ doivent être égales. Leurs 
directions convergent donc en P, point de concours de la ligne d’action de F 
‘et de Os. On en déduit la décomposition d’efforts directe représentée sur la 
figure (problème isosialique). 



11 se produit le même phénomène pour un portique tel que celui de la 
figure 43 chargé parallèlement à la poutre CD. 

5.3 CALCUL DES ARCS ENCASTRES ET ARTICULES. 

Soit un arc plan quelconque encastré en A et articulé en R (lig. 4!> a). 
Nous lui appliquerons toujours la même méthode générale. Rendons le sys¬ 
tème isostatique en supprimant, l'articulation R. 11 reste un arc encastre a 
une extrémité et libre à l’autre (fig. 4îWi). Soit m le moment fléchissant du 
aux charges extérieures, au niveau d’une section courante S de ce système. 

En désignant par X et Z les composantes, suivant AB et normale à AIL 
de la réaction réelle en R nous avons comme expression du moment réel 
en S 1 2 

M=?n+3X+.rZ. 


1 . — Ce’ système de charges se désigne par système antisymétrique (voir ci-après 
§5.421). 

2 . — Adopter, toujours, pour les inconnues X et Z des sens arbitraires donnant 
lieu à des moments positifs. 
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Potentiel interne principal (flexion) 

U = V 4 X + x Z )~ a. 

— 2 El 

d'où d après le théorème de Ménabréa si H est indénivelable (dans le sens 
de X et de Z) par rapport à A 



iïL-o 

et Æ 

= 0 



dX 



o 1 Z 



( formulaire 

mathématique 

» G 

jZ.büB) 

V 

A/ + X 

V 

z 3 

au z y 

zx 

Al = 0 

— 1 

El 


El 


ET 


V 

mx AUX 

V 

zx 

A/ + Z Y 

ï 2 

A/,-0 

— •> 

El 

—«1 

El 


El 



système d’équations permettant le calcul des inconnues et par suite celui 
des efforts réels. 



Si B est mobile relativement à A, on doit égaler respectivement ces deux 
équations aux déplacements cl <\ de B, comptés à. partir de la position 
déformée de A et suivant les sens respectifs de X et. de Z. 

5.4 CALCUL DES ARCS A DEUX ENCASTREMENTS. 

Nous donnerons d’abord un exposé rapide de la méthode générale appli¬ 
cable aux arcs plans bi-encastrés quelconques et nous verrons ensuite les 
simplifications particulièrement intéressantes relatives aux cas particuliers 
d’arcs symétriques. 

5.41 Exposé de la méthode générale de résolution. — Nous applique¬ 
rons toujours les mêmes principes fondamentaux de résolution déjà exposés. 

Soit (fig. 46 a) un arc plan de forme quelconque, d’inertie variable, 
soumis à un système quelconque de charges et encastre à ses deux extré¬ 
mités A et B. 

Pour le rendre isostatique, supprimons un encastrement : B par exem¬ 
ple (fig. 46 b). Soil m le moment fléchissant., dans une section courante S 
de ce système, dû aux charges extérieures seules (équilibrées on A). 

Les inconnues hyperstatiques, ou efforts de liaison en B comprennent., 
dans ce cas général de système plan : 

un effort tranchant X, 
un effort, normal Y, 
un moment fléchissant Z, 

, " rr * '7n 

que nous dirigeons, arbitrairement, selon les indicnlions de la figure 46 b. 
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Désignons par a et P les moments fléchissants agissant en S (système 
coupé) sous les actions respectives de X = 1 et Y=1 appliqués, isolément, 
en B (et équilibrés en A par les réactions correspondantes) 1 . Remarquons 
que Z donne un moment constant tout le long de l’arc et égal à sa valeur 



Le moment fléchissant réel agissant dans la section courante S a pour 


expression 


M=m+ aX + ÔY + Z 


et le potentiel interne principal (flexion) 

r= Y (/n +aX + /i\ -i-Z)~ 
- 2 El 


Si les deux encastrements A et B sont indéformables l’un par rapport à 
l'autre, on obtient un système de trois équations en X, Y et Z en égalant à 
zéro chacune des dérivées partielles de U par rapport à X, Y et Z. Les 
expressions de ces dérivées sont données par le « formulaire mathémati¬ 
que » (§ 2.584) avec A = ni, B = El, x = y, p = x et y = 1 

Si les encastrements sont déformables égaler respectivement : 


o'U 

;'X 

il] 

oY 


au déplacement relatif de B par rapport à A (déformé) mesuré suivant X ; 
au déplacement relatif de B par rapport à A (déformé) mesuré suivant Y ; 



à la rotation relative de B par rapport à A, positive dans le sens de Z. 


Remarque. — Signification géométrique des équations. 

Le système d’équations obtenu, par la méthode générale ci-dessus, dans 
le cas d’encastrements indéformables, peut, en faisant apparaître dans 
chacune d’elles le moment réel M 


M = m u y. X + SY + / = m + yX + xY + Z 

se mettre sous la forme suivante : 

V _M_ y Al=0 (1) 

- El J 

\JL X AI=0 ( 2 ) 

— El 

V-_M_AI=0. (3) 

El 


1. — Les « moments » a et p constituent, en réalité, des « cotes de forme » de 
l’arc mesurées à partir de l’encastrement B : a et jj —x (fig. 46 b). 


P. V ALLAT. 
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Les équations (1) el (2) signifient que les moments sialiques de la sur 
face limitée par la courbe sont nuis par rapport aux axes B;c et Tiy 

Ij l 

(lig. 4(3 b). Elles signifient donc que les déplacements relatifs de A et do B 
(limites d’intégrations) sont également nuis suivant ces directions (voir 
§2.42). ' 

L’équation (3) exprime que la surface, limitée par la courbe ^ est nulle, 

c’est-à-dire (§ 2.41) que la rotaliov relu tire de A el de B est nulle. 

On retrouve ainsi l’équivalence entre la méthode exposée ci-dessus et 

la méthode géométrique de la courbe yy Nous aurions pu établir, de meme, 

cette équivalence dans les autres cas étudiés. T/ utilisai ion des théorèmes de 
Castigijano présente cependant l’avantage de faire apparaître directement 
les équations définissant les inconnues elles-mêmes. 

5.42 Cas particulier d’arcs symétriques. 

5.421 Définitions préliminaires : Systèmes de charges symétriques cl 
anlisymétriques. — Considérons deux points A et A' symétriques par rap¬ 
port à Oy. La figure 47 a représente un système de charges symétrique, par 
rapport à Oy, appliqué en ces deux points 

F y = V'ij ; F.r = — F'r ; M = — M'. 





Fx*Fx 


Système symétrique 


Fig. 47. 


Système entisymétrique 




La, figure 47 b représente un système de charges dit antisymétrique (ou 
symétrique inverse) 


F ij -— F 'y ; Fæ=F'j: ; 


M = M'. 


Propriété. — Un système quelconque de charges appliquées à une si. rue 
tare symétrique peut toujours se. réduire en un système symétrique et un 
système anti-symétrique, par rapport « l’axe de symétrie, de celle structure. 

Cette propriété est démontrée, figure 48, dans le cas particulier de deux 
charges parallèles à O y. 

On a, en effet (fig. 48 b et 48 c) : 

en A : IxfL 4 —F, 

er, A' + =P,. 

D’une façon générale il suffit d’appliquer : 

a) à gauche et à droite : 1/2 (charges de gauche + charges de droite) ; 
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^n.rnt' ifi • Ml f g M § aUche ~ char gos de droite) et, simulta¬ 
nément a droite . 1/2 (charges de dro.te - charges de gaucho), c’est-à-dire 
1 inverse de celles appliquées à gauche (système a ntisv métrique) 



Système rjueJconcyi/o 


Système symêtriyup 
Fig. 48. 


4- 


•Systéme ant/symétrÿue 


Nous pourrons donc toujours, dans le cas d'arcs symétriques, envisager 
meiit^ 810 " 168 dG charges distribués syinétriquemenï et antisymétrique- 


5.422 Arc symétrique soumis à un système symétrique de charries 
-Conférons Parc ABA' symétrique par rapport hyy' (tig 40 a cZ s - 
Bé en A et en A (encastrements de même rigidité) et soumis à un système 
h )metnque de charges extérieures se réduisant, par exemple, aux deux 
résultantes symétriques F et F'. ' 

Effectuons une section de coupure située en B. à Vaplomb de l’axe de 
symétrie. Nous obtenons ainsi deux demi-arcs symétriques isostatiques. 

«nnMr lu 1116 J'\ b m0n , tr0 l allure de ,a d< 'formation de cos deux demi-arcs 
sous 1 action de leurs charges respectives a . On voit que les points B, et lî 

ancien point B) sc sont éloignés l’un de l’autre d’une certaine distance 
horizontale Aæ et que les sections qui leur correspondent, ont tourné l’une 
par rapport a 1 autre d un certain angle AO. Par contre, les points B, et B 
sont restés a la mémo hauteur (pas de décalage relatif A?/) 


Aü 



l. — Il est à remarquer que les cas de calculs considérés en construction aéro¬ 
nautique conduisent, généralement, directement à cette distinction entre ces systèmes 
de charges. . " 

~ Cet B- allure se déduit elle-même de considérations de symétrie : les deux 
déformées doivent rester symétriques. 


r.oo 
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Pour rétablir la continuité entre les deux demi-arcs, il suffira donc de 
leur appliquer, les liaisons internes suivantes : 

un effort normal + X (s’opposant à Arr), 
un moment fléchissant ± Z (s’opposant à AO), 

à l’exclusion d'un effort tranchant Y (qui s’opposerait à A y). 

Nous avons, ainsi, éliminé une inconnue, par rapport au cas général. 
Nous avons, au surplus, la possibilité de traiter le problème en n’envi¬ 
sageant qu’un seul demi-arc, puisque les efforts sur l’autre demi-arc seront 
symétriques. 

Envisageons, par exemple, le demi-arc de gauche AB (fig. 50 a). 

En lui appliquant les méthodes de résolution et les notations habituel¬ 
les, nous obtenons le système de deux équations ci-dessous permettant le 
calcul des inconnues X et Z : 


-LA- AI+XVJ- 

ei A El 


Notons que les intégrations figurant, dans ce système s’étendent entre 
les limites A et B : extrémités du demi-arc considéré. 

Le moment fléchissant réel agissant, sur une section courante S du 
demi-arc considéré se calcule à l’aide de l’expression : 


M = m + 7/X + Z. 






L’effort tranchant T et l'effort normal N peuvent se déterminer, soit 
algébriquement (en écrivant leurs expressions générales en fonction des char¬ 
ges extérieures et de X) ou graphiquement par décompositions graphiques 
des résultantes partielles. 

Sur le demi-arc symétrique A'B nous aurons (fig. 50 b) 1 : 

M'=—M (moments de sens inverses) ; 

T'=T (efforts tranchants de même sens relativement à l’arc) ; 

N’=N (deux tractions ou deux compressions). 

5.423 Arc symétrique soumis ù un système antisymétrique de charges. 
— Considérons le même arc bi-encastré que ci-dessus et supposons, par 
exemple, que le système anti-symétrique de charges appliquées se réduise 
aux deux résultantes Fi et F/ (fig. 51 a). 


1. — Remarquons que les signes indiqués supposent que l’on envisage des sens de 
cheminement symétriques, sur l’un et l’autre demi-arc. 
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Effectuons la même section de coupure située à Vaplomb de l'axe de 

symétrie. . 

La ligure 51 b schématise les déformations des deux demi-arcs sous 
l’action de leurs charges respectives. Nous voyons que les deux bords de la 
section de coupure ont subi seulement un glissement. relatif se traduisant 
par un écartement vertical Ai/, à l’exclusion de tout déplacement relatif tsx 
et de toute rotation relative AO. 



11 suffira donc d’un effort tranchant N pour rétablir la continuité inter¬ 
rompue. 

Nous avons ainsi éliminé deux inconnues : X et Z, par rapport au cas 

général. . 

Le problème pourra encore se traiter sur un seul demi-arc (Ab, pai 
exemple : fig. 52 a) ; les efforts agissant sur l’autre étant antisymétriques. 






Avec les mêmes notations et conventions que ci-dessus, on aboutit à 
î'expression suivante de l’inconnue \ 


Y =— 


Y Al 

— El 


V - x - Al 

-J El 


■en désignant par x le bras de levier de A par rapport a une section courante 
S du demi-arc considéré. 

Le moment M agissant en S se calcule à 1 aide de 1 expression 


M=m + xY. 


On détermine de même 


les efforts T et N (fig. 52 b). 
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Sur le demi-are symétrique nous aurons : 


t-I / (t L act / 01 ! au , iieu de compression, ou vice-versa). 

A,r VT f ^anchauts de sens inverses relativement à l’arc) ; 

AI _AI (moments de môme sens) ; 

a AM Conclusion. . Lu décoin posi lion d’un système quelconque de 
donr 6 m ° n Un 111 ^ ll 1 ( I ue et un système antisymétrique présente 

seul deni[ore an v?| e “ l Celül d © permettre la conduite du calcul sur un 

a f ? l a 'ti ^ t0nS ’ QU au sur P lus ’ 11 ^ toujours matériellement plus 
aise de lesoudre successivement deux systèmes hyporstatiques à deux et 
une inconnue, plutôt qu un seul système à trois inconnues. 

Le calcul des couples de fuselages-coques qui sont, très généralement, 

unc application “ rl " - “**- 

Signalons, enfin, que des simplifications analogues s’appliquent à tous 
les systèmes symétriques (poutres droites encastrées symétriques, par exem- 

5.5 RÉSULTATS PARTICULIERS. 

Bour donnons. Planche 35 (cas i à (>), quelques cas particuliers de porti¬ 
ques et d arcs plans soumis à des systèmes de charges simples. Ces résul¬ 
tats supposent que les points de liaisons extérieures de ces systèmes sont 
mdé ormables les uns par rapport aux autres. Les cas 5 et fi supposent au 
surplus, 1 inertie des arcs constante. 

Los résultats s’obtiennent par les méthodes classiques, en né (ï li°ean[ le 
travail des efforts normaux. 


<». CALCUL DES ANNEAUX ET DES CADRES PLANS 

6.i généralités. 

A 0n désigne par « anneau » une poutre courbe se refermant sur elle- 
et par « cadre », un cas particulier d'anneau composé d’éléments rec¬ 
tilignes. 

... fixons vu, au début de co chapitre, que ces éléments fermés cons- 

I. Huent, d une façon generale, dos systèmes hyper si ali que s intérieurs. 

four leur élude, il nous suffira de les assimiler à des cas particuliers 
<1 arcs ou de portiques s'encastrant sur eux-mêmes. 

Le même que pour les arcs, nous nous limiterons aux cas dos anneaux 
el des cadres plans chargés suivant, leurs plans de flexion. Nous conviendrons 
egalement, pour les raisonnements ci-après, de confondre sous la désignation 
commune d anneaux, ces deux catégories d'éléments fermés, sujets aux 
memes procédés généraux de calculs.' 

Les conventions générales adoptées au paragraphe 5.12, en ce qui con¬ 
cerne la superposition des efforts normaux N aux efforts de flexion M et T. 

I orientai ion des sec!ions droites et la mesure des intervalles M, restent 
applicables aux anneaux. 

Les anneaux sont très répandus en construction aéronautique moderne 
Liions le cas des couples de fuselages-coques (fig. 53 a el h), celui rie cer¬ 
taines nervures de caissons constituées par deux flancs encastrés l’un sur 
I autre (fig. nd c), les couronnes de support-moteur en étoile, elc... 

On utilise des cadres- pour border certaines ouvertures pratiquées dans 
dos éléments travaillants : hublots el portes de cabines étanches, encadre¬ 
ments d’ouvertures dans une âme de longeron nu de caisson (fig. 53 d). 

Notons que certains anneaux peuvent présenter des barres ou poutres 
complémentaires h l’intérieur de leur strnehire principale. C’est, par exein- 
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non 


pie, le cas du couple de fuselage-coque de la ligure ‘13 6. La présence de ces 
éléments augmente le degré de surabondance de ces systèmes, ce qui est. 
mis en évidence par le nombre plus élevé de sections de coupure nécessaires 
pour les rendre isostatiques. Les méthodes, générales exposées ci-après lem 
restent entièrement applicables. 



© 





6.2 METHODE GENERALE DE RESOLUTION. 


Considérons un anneau plan de. forme quelconque soumis à un système 
quelconque de charges extérieures en équilibre (actions et réactions) agis¬ 
sant dans son plan (fig. 34 a). 



Pour rendre ce système isostatique, c’est-à-dire ici pour pouvoir déter¬ 
miner les efforts appliqués à ses sections droites, il suffit d’effectuer une 
section de coupure quelconque. Supposons, par exemple, l’anneau inter¬ 
rompu par la section droite passant par A (fig. 54 a), qui détermine les deux 
« bords )> Ai et A 2 infiniment voisins (fig. 54 b). Supposons le bord Ai libre 
et le bord A- encastré. Nous obtenons ainsi un arc encastré à une extrémité 
et libre à l’autre : système isostatique. Selon notre système habituel de 
notations, désignons par m. I et n le moment fléchissant, l’effort tranchant 
et l’effort normal obtenus, dans ce système isostnlique, sous l’action des 
charges extérieures 1 ffig. 54 h). 

- - • 

1. — Les réactions à l’encastrement fictif A., sont nulles puisque le système dé¬ 
chargés appliquées est, par définition, en équilibré et que les efforts sont nuis au bord 
libre A,. La notion d’encastrement en A„ est donc bien purement fictive. 
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Les inconnues de liaison agissant dans la section de coupure ' com¬ 
prennent, dans ce cas général do système plan (Fig. 54 c ) : 

un effort tranchant X, 
un effort normal Y, 
un moment fléchissant Z. 

Selon notre convention, nous supposerons ces efforts inconnus appli¬ 
qués en Ai (bord libre) et équilibrés en A 2 (bord encastré), cet équilibre 
étant simplement réalisé par des efforts égaux et de sens inverses. Nous diri¬ 
gerons, -arbitrairement, ces inconnues de telle façon qu’elles donnent lieu à 
des moments positifs (sens de m positif) dans les différentes sections (lin 34 b 
et 54 c). 

Désignons, dans la section courante S du système coupé, par : 

-/et (3 les moments fléchissants dus respectivement à X=1 et Y=1 ; 

a) et fi' les efforts tranchants dus respectivement à X = 1 et Y = 1 ; 

-/." et fi" les efforts normaux dus respectivement à X = 1 et Y = 1 

(ces efforts ne constituant, en réalité, que des paramètres de forme). 

Les eflorts réels agissant on S ont pour expressions générales : 

moments fléchissants : M=?/i+aX+/3Y+Z, 
effort tranchant : T = /.+ a'X + /TY, 
effort normal : N=n+ a"X+Æ"Y. 

En ne considérant que le potentiel interne principal de flexion (même 
remarque que pour les arcs : paragraphes 5.22 et 5.231), on aboutit, en 
appliquant le théorème de Mena mu: a -, à un système de trois équations 
défini en égalant à zéro chacune des expressions des dérivées partielles don¬ 
nées au paragraphe 2.554 (avec A=m, B=EI et y = l). Notons que les 
intégrations qui y figurent doivent être évaluées entre les limites A, et A., 
c est-a-dire tout le long de la fibre moyenne de l’anneau. 

Ces équations permettent le calcul de X, Y et. Z et, par substitution de 
leurs valeurs dans les expressions ci-dessus, celui des efforts réels 3 M. T 
et N. 


Ü.3 CAS PARTICULIERS D’ANNEAUX SYMETRIQUES. 

6.dt Symétrie simple. — Dans le cas particulier, 1res fréquent en cons¬ 
truction, d anneaux (ou cadres) possédant un axe de symétrie, on aura 
n\milnge a décomposer le système quelconque de charges appliquées on un 
système symétrique adjoint à un système anlisymétrique (§ 5.42). 

En effectuant les sections de coupure à l’aplomb de l'axe de symétrie, 
nous trouverons, de même que pour les arcs encastrés, au niveau do ces 
sections de coupure : 

deux inconnues (effort normal et moment fléchissant) pour le cas 
de charges symétriques ; 

une inconnue (effort tranchant) pour le cas de charges antisymétriques. 


1- — C’est-à-dire les efforts réels agissant dans cette section. 

2. — Ainsi que nous l’avons indiqué au paragraphe 2.532 les liaisons internes 
X. Y et Z doivent toujours être considérées comme immobiles (relativement au sys¬ 
tème) . 

3- — Le calcul de T et N peut également s’effectuer directement par décomposi¬ 
tions graphiques, ainsi que nous l’avons indiqué pour les arcs (§ 5.24). 
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On traitera le problème sur un demi-anneau en le supposant encastré 
sur l’autre moitié. Les efforts agissant sur cet autre demi-anneau seront 
évalués en tenant compte des règles exposées aux paragraphes 5.422 et, 
5.423. 


Exemples. — Le calcul des couples de fuselages-coques constitue une 
application directe do ces propriétés. 

La figure 33 montre le système rendu isostatique et les inconnues à 
envisager pour le couple avec une traverse intermédiaire représenté fnruro 
53 b. y 



4 inconnues 

Fig. 55. 


2 inconnues 



La ligure 56 illustre le,cas d'un couple analogue possédant au surplus 
des montants EF (et symétrique) articulés sur la traverse et le couple. 

Notons que, dans le cas de ces figures, les coefficients des inconnues 
appliquées en 15 sont nuis pour la partie AD (ce qui revient pratiquement 
à limiter les intégrations où rentrent ces valeurs aux parties BDC). De 
môme, les coefficients des inconnues Y et V' (efforts axiaux dans le mon¬ 
tant) n’intéressent que la partie EDF (lig. 56) 1 . 

' Nous étudierons au chapitre XN11 les sollicitations extérieures appli¬ 
quées aux'couples de fuselage et nous donnerons, à ce moment-là des 
méthodes graphiques particulières aux systèmes de charges tangentielles 
qu’ils reçoivent. Nous effectuerons également une application numérique 
dans un cas de charges symétriques. 

fi.32 Symétrie double.— Certains anneaux, ou cadres, présentent une 
symétrie de structure double (anneaux circulaires elliptiques ovales, etc... 
ou cadres carrés, rectangulaires, etc...). Si les charges appliquées peuvent - 
cire réduites en charges doublement symétriques ou doublement antisymé¬ 
triques, il suffit alors d’envisager seulement, pour lo calcul, un quart du 
système. 


1. — Il est toujours plus aisé, pratiquement, de poser les équations générales, 
sans indiquer les limites des intégrales, mais en faisant apparaître des coefficients 
généraux |j. y... qui ont. automatiquement, des valeurs milles on dehors de ces 
limites si l'on considère ces coefficients comme des efforts dus à chaque inconnue 
unitaire. 
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La figure 57 représente un de ces cas parîiculiers. Nous y avons figuré 
les sens respectifs des efforts internes finaux' au niveau de quatre serti'mis 
symétriques, ces sens étant ceux que l’on obtient en cheminant de A ou A 
vers B ou B'. 

Charges cxt'I 5 bi-symetncjues _ Charges extérieures Ju.untisymètncjues- 



Z inconnues 4 mcon-t' 

Fig. 57. 


6.4 APPLICATION : CALCUL DES ENCADREMENTS A DOUBLE 
SYMETRIE. 

6.41 Encadrements simples. —Nous donnons Planche 35 (cas 7 à J I), 
quelques résultats algébriques concernant des cadres rectangulaires ou des 
anneaux circulaires plans à inertie constante, soumis à des systèmes de 
charges particulières, symétriques ou antisymétriques. 

Ces résultats sont essentiellement applicables au calcul des encadre¬ 
ments d’ouvertures dans les parois minces (bordure d’une ouverture impor¬ 
tant© dans une aine de longeron, hublots ou trappes de cabines, etc...). 

Notons qu’ils sont obtenus en admettant que l’encadrement assure, à 
lui seul, le passage de part et d’autre de l’ouverture, des sollicitations appli¬ 
quées à la paroi. Dans cette hypothèse, les éléments voisins de l'ouverture 
uo subissent aucune perturbation par suite de lu présence de celle-ci. Nous 
avions traité l’hypothèse contraire au chapitre IX, paragraphe 7.5, (ce cas 
concernait des ouvertures non bordées ou à bordures sans rigidité). Les 
résultats de la planche 35 supposent donc des bordures infiniment rigides. 
Ils conduisent, en lait, à des limites supérieures des efforts appliqués aux 
bordures 1 . 

6.42 Cas particulier d’encadrement renforcé. 

6.421 (.'aïeul algébrique. — Dans le cas d’ouverilires importantes 
ménagées dans des parois fortement chargées (trous d’homme dans une Ame 
de caisson de voilure, par exemple), on est très rapidement conduit à des 
dimensions considérables pour des encadremenls simples, tels que ceux ci- 
dessus. 

Une solution intéressante consiste alors à adjoindre à lViicadmimnl 
un système do diagonales ('démontables) lui procurant des liaisons surabon¬ 
dantes. 

Nous donnons Planche 36, le calcul algébrique d’un encadrement circu- 


1. — n est cependant à conseiller de « tenir à rupture » ce efforts appliqués, dans 
le cas d’ouvertures ménagées dans dos éléments vitraux tels que des âmes de longeron, 
par exemple. 
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hiire renforcé par deux diagonales (disposées h 45") articulées sur le cadre. 
Ce calcul concerne un ouverture pratiquée dans une paroi soumise à un 
cisaillement pur (flux d’intensité t). 

Nous nous sommes limités à reproduire les bases du calcul et les résul¬ 
tats algébriques obtenus dans les trois cas suivants : 

cas 1 : bordure simple sans diagonale (pour comparaison) ' ; 
ras 2 : compte non tenu de la déformabilité axiale des diagonales ; 
ras 3 : compte tenu de la déformabilité axiale des diagonales. 

Le diagramme figurant sur la planche montre la comparaison entre les 
cas i et 2; On voit que la présence des diagonales a pour effet, de soulager 
considérablement la flexion de l'encadrement. 

6.422 Application numérique. 

a) Données. 

4 I 

Ame de caisson de voilure d épaisseur c = 4 mm (durai AU4G), soumise à une 
contrainte de cisaillement: t = 12 kg/mm 2 (évaluée au coefficient, de calcul à la 
rupture). 

Flux de cisaillement : 

~ = 12 • 4=48 kg/mm. 

Section droite résistante de / 'encadrement. 

| I i ( échelle d. ) 



4- 1- e = 4 

H 


Renfo rts 

emboutis 


- 12 J kl '2 .. £ 


)\ V/ \ riv ets 

Ï 7/ >J’ 


\ S, . 

3 SU üv - ^ - 3.2 

S/A 


* «'i 

•s . « 


Caractéristiques de /<j section. 

Section totale S= 848 

txx’ = 43/600 mmf ' • 

!~y/xx‘ = 7490 mmi (cote âmej 

iJéjy v / = 13380 mm 1 (cote ouverture) 

I ad , 

Chôment stdfitfue elemenfoire a Cl’Êt Ér. 

(pur rapport J ctrx'J 

W _ 6480 mm 3 


— 2 . 0 . -J L_20_ 

Ouverture 

(diamètre utile = 387,6 mm) 


Fig. 58. 


1. — Ces résultats sont conformes à ceux de la planche 35, cas 11 (décalage 
0=45'>). 
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Bordure d'ouverture (trou d'homme) de rayon, compté sur l’axe neutre : 

R =225 mm. (fig. 58). 

h) Efforts du cas 2. 

On obtient, pour les sections situées au niveau des attaches des diagonales 
(sections dangereuses du cadre, voir diagramme planche 37) 

3VI=0,084 t R 1 2 =0,084 • 48 -225 2 =204000 mmkg ; 

N = 0,416 t R=0,4Ï6 • 48 ■ 225=4500 kg (compression) ; 

T = 0,584 r R = 0,584 ■ 48 • 225=6300 kg. 

\ Efforts dans les diagonales 

Y = i| 1,1168 t R =->1,168 • 48 • 225= -g 12600 kg (compression ou traction), 
r) Dimensionnement des éléments. 

I) après les efforts ci-dessus, nous adopterons une section droite courante clu 
cadre, selon figure 58 1 

Pour les diagonales , nous adopterons deux tubes ronds en acier 20 CP4 
(R = 100 kg/mm 2 ., voir Planche 11), D=40, e=2, S =239 mm 2 . 

d) Application du cas 3. 

Coefficient de rigidité 

ET=7000 • 431600=30,25 ■ 10 8 kg/mm 2 ; 

R 2 E'S=225- • 20000 • 239=2420 • 10 kg/nmi 2 ; 

d'où K = ~ >25 = 0,0125 ; 2 K = 0,025. 

2420 

L’examen des expressions de X et de Y des cas 2 et 3 (Planche 36) montre 
que les valeurs de ces inconnues sont insensiblement modifiées par le terme K, 
dans le présent cas particulier Nous pouvons donc conserver les valeurs 
d’efforts du cas 2. 


c) Contraintes maxima du cadre. 

Dans la « section dangereuse » située à « = 45 0 l’on obtient (voir fig. 58) : 
Contraintes de flexion : 

côté âme : =27,2 kg/mm 2 (compression), 

côté ouverture : — 4nn --=—15,2 kg/mm 2 (traction). 

13380 

Contrainte de compression due à Jx : 

j4500_ = 5 5 kg/mm 2 . 

818 


Contrainte normale maximum (côté âme) : 

27,2 + 5,5=32,7 kg/mm 9 . 


Contrainte de cisaillement, maximum (âme en hb') 


T JW 
I • e 


6300 • 6480 
431600 • 4 


=23,6 kg/nnn 2 . 


1. —■ Nous avons compté, dans cette section, une « bande d’âme intéressée » de 
largeur égale à 12 c (à partir du rivetage). Voir calcul des largeurs équivalentes, cha¬ 
pitre XIX. 

2. — Il en est toujours de même lorsque le dimensionnement du cadre et dos 

diagonales est réalisé sensiblement d’égale résistance. 
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/) Vérification des diagonales au flambage. 

S =239 mm 2 , 1 = 4320 mm 4 , /> = 4,25 mm. 

Longueur libre au flambage (en admettant des articulations en O et sur le 
cacîre) : 

L = 190 mm, élancement : À= —^-=44,5 

4,25 

Flambage local : n co =94 kg/mm 2 (Planche 28, avec ?i co ='100 et 0=9,5) 
Flambage général : n C( =67 kg/mrn 2 
Contrainte de compression : 

-î^-=52,8 kg/mm 2 < 67. 

239 


7. CALCUL DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES 

EN TORSION 


7.1 GÉNÉRALITÉS. 

Nous n’avons envisagé, au cours des paragraphes précédents,. que des 
systèmes hypcrstatiques subissant des efforts axiaux (systèmes triangulés) 
ou des efforts de flexion (poutres droites, arcs et anneaux plans). Il existe 
également des systèmes hyperstatiques soumis à des moments de torsion. 
C'est, par exemple, le cas des poutres, arcs ou anneaux, non plans ou bien 
de ces mêmes systèmes plans mais soumis à des charges déportées. 

D’une façon générale, on peut dire que les travaux (ou déformations) 
de torsion ne sont jamais négligeables, contrairement à ceux provenant des 
efforts tranchants et, éventuellement, des efforts normaux. 11 y a donc tou¬ 
jours lieu de tenir compte des moments de torsion pour le calcul des incon¬ 
nues des systèmes hyperstatiques soumis à ces efforts, en complément a 
d’autres sollicitations. 

Nous nous limiterons ci-après à l’exposé de deux cas particuliers simples 
où la torsion agit, soit exclusivement (§ 7.2), soit comme mode de travail 
principal (§ 7.3). 


7.2 TORSION D’UNE BARRE ENCASTREE A SES DEUX EXTREMITES. 

boit une barre AD de section variable soumise a un moment de torsion 
pur M, appliqué en C et prenant réaction à ses deux extrémités A, et D 
(fig. 59). 

Les moments M u et M ta intéressant les parties AC et CB sont tels que 
l’on ait 

M t = M tl + M ta - (D 

a) Si les encastrements A et B ne subissent aucune rotation relative, 
il suffit d’écrire, en complément, que les angles de torsion des parties AC 
et CB sont égaux entre eux, soit, dans le cas général 

M ‘>5' 2" >r AL (2) 

Remarque. — Dans le cas particulier d’une barre d’inertie constante 1„, 
on obtient 

Mil Li =M t!! L ? 

d’où M t ,=M t -^ 2 - et M f2 = Mt-^- 

L L. 

(moments inversement proportionnels aux longueurs de chaque partie). 
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/>) l’encastrement A' acquiert une certaine rotation relative 0 [me¬ 
surée dans le sens de M) par rapport à B, on écrira 

0 + M (l V " - 1 — Al = M t , V " _L- Al ( 2' ) 

" a G f n “' r GI o 


Les équations (1) et (2) ou (1) et (2') permettent la. solution du pro¬ 
blème. 



7.3 EQUILIBRE D’UNE COMMANDE DOUBLE DE GOUVERNE. 

7.31 Données. — Un commande souvent line gouverne longue (volet 
de courbure par exemple) au niveau de deux articulations A et M, par deux- 
bielles PQ et MN solidaires d un meme arbre de commande CD (lig. 50 n). 
Si 1 ossature de la gouverne est continue en torsion entre A et B, le problème 
est hyperstatique. On ignore, en effet, la participation de chaque commande 
à la transmission du moment général g appliqué. 

7.32 Méthode de résolution. — Rendons le système isostatique (en 
torsion) en supposant, par exemple, le tube coupé an niveau de la com¬ 
mande C. La réaction de torsion de la gouverne s’effoefue alors uniquement 
en D. 

Désignons par m, le moment de torsion dans une section courante de 
la gouverne, calculé en tenant compte des porte-à-faux et dos « moments 
de transport » des réactions d’appui en A et B (fig. CO b) 

Le moment de torsion total à équilibrer par la commande en B est 
mesuré par le décalage r=b a b l de la courbe m L . 11 donne lieu au moment 
!i dans le tube de commande, avec 

• 

p = — = rapport des bras de levier des mécanismes de commande 
>’■ (en B ou en A). 

Soit X le moment do torsion de liaison agissant dans la section do cou¬ 
pure. Les moments de torsion réels ont pour expressions : 

Arbre (partie CD) : /* l =X, 

Gouverne (partie AB) : —p X. 

D'où les travaux internes de torsion : 

— Arbre (partie CD de longueur L,, de moment l’inertie polaire !„ et 
'de module d’élasticité transversal Cl,) 


1 — Ces moments de transport se traduisent par deux décalages a, et b , b de 
la courbe m, (en supposant la gouverne équilibrée en F). 



— Gouverne (partie AB de longueur I. 2l de constante de torsion .1 et de 
module d’élasticité transversal G 2 ) 


On peut, en général, négliger les travaux de compression des bielles 
et les, travaux de flexion des leviers. Cependant, si les appuis G et U sont 
déportés il y a lieu de tenir compte du travail de flexion de l'arbre CD 
En négligeant ce dernier travail, le potentiel interne (torsion pure) du sys¬ 
tème s’écrit 

n= 


(‘après le théorème de Mknabüéa s 


*L-x -k_ i» V 1-4 -"- 1 2 Ax + rxv’;-^=o 

(IX G,ï„ —„ G, J —G.,T 


1. — Le travail de flexion de la gouverne, indépendant de X. n’est pas à consi¬ 
dérer, de même que les travaux de torsion des porte-à-faux. 

2 . — Cette équation revient à poser que les angles de torsion de l’arbre et de la 
gouverne sont compatibles. 
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d’où 


x= 


,V L - 


m t 

G r l_ 


Ax 


- L -i- + /> * v'-- - A ^- 

GJo GjJ 


7.33 Application numérique. 

7.331 Données. 

Fixons-nous les caractéristiques suivantes (fig. 61) : 



Gouverne à profil constant dans la partie AB 


-T — 


4 L2- _ 4 • 640* • 10* 


A / 


900 230 

1 2,5 


= 1651 • 10* mm’. 


(Voir Chapitre XIII, § 4.21). 

G. = 2700 kg/mm 2 (tôles de duralumin AU4G) 

G 2 J =4460 • 10 7 kg/mm 2 : 

Arbre : tube acier 20CD4, D=50, e=2 

T 0 = 173800 mm 4 , G, =8000 kg/inm* 

G.J = 4400 • 10 7 kg - mm 2 
Longueurs : L 1 = L a =3000 mm. 

Efforts appliqués : Envisageons une variation linéaire de m t dans l’inter¬ 
valle AB (fig. 60 b) 1 avec : 

en A : ni, A =A «. = 10 mkg ; en B : m n , = lï b, =100 mkg, 
d’où, dans une section d’abscisse x mm à partir de A 


m, = 10000 + 


_90000 

3000 


x = 10 3 (10 + 0,03 a:) mmkg,. 


Réaction de torsion totale de la gouverne : r = 105 mkg (valeur arbitraire 
correspondant au décalage b 2 b 3 , fig. 60 b). 

Rapport des bras de levier de la commande au braquage considéré : 

P=2 (le tube tourne 2 fois plus vite que la gouverne). 

Réaction de torsion totale en G 

g= =52,5 mkg. 


1. — On obtient une telle variation linéaire dans le cas d’une gouverne à profon¬ 
deur constante soumise à une charge aérodynamique constante. 
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1.332 Calcul de X. — Le moment de torsion X agissant dans la partie CD 
de 1 arbre a pour valeur 


X = 


,-*:IOOO 

2 / i P+Q» 03 x iO - 1 dx 
J „ 4460 • 10 7 _ 

_3000_ _4 • 300 0 

138,9 • W 4460 • 10 7 


= 0,449 [ 10 g+ 0,015 a 3 ]” 00 
21,6 + 2,69 


X = -rf~- = 3050 mmkg=3,05 mkg. 

Le moment de commande total p s’équilibre donc dans les proportions sui¬ 
vantes : 

en B : J>2, 5 — 3,05 - 0,94 = 01%, 

52,5 


en A : 


• -ML =() ,06 = 6 %. 


Cette disproportion serait encore accrue si l’arbre subissait une flexion non 
négligeable par suite des réactions des bielles 1 . 

7.333 Moments de. torsion agissant sur la gouverne. — Ils n’obtiennent en 
flg^tn!) ^ m ° ments de la travée d’une quantité constante (a 2 a 3 = b, b A , 

—p X = —5,25 mkg. 


8. ANNEXE AU CALCUL DES SYSTÈMES HYPER STATIQUE S : 

Utilisation du théorème de Castigliano pour le calcul des flèches et des 

rotations des poutres isostatiques ou hyperstatiques. 

8.1 FLECHE EN UN POINT D'UNE POUTRE ISOSTATIQUE. 

Nous avons donné, sans démonstration, au chapitre X, paragraphe 4., 
une mélhode pratique permettant de détenuiuer la flèche en un point donné 
et suivant une direction arbitraire, d’une poutre isostatique fléchie soumise 
à un système quelconque de charges. 

Rappelons, brièvement, que cette méthode consiste à appliquer, au 
point, considéré et suivant la direction envisagée, une force auxiliaire cp=i 
et à écrire que la flèche cherchée y est donnée par l’expression 


V 

^ El 

en désignant, dans une même section, par : NI le moment fléchissant dû aux 
charges extérieures et par m le moment dû à la force auxiliaire unitaire 
(voir chap. X, fig. 9). 

La démonstration de cette propriété s’effectue très rapidement h l’aide 
du théorème de Castigliano. 

hn effet, avec les mêmes notations que ci-'dessus, le moment fléchissant 
total, dû aux charges extérieures et à la force <r a pour expression 5 

M =M-f m a 


— Remarquons, au surplus, que nous avons adopté un arbre de dimensions 
considérables vis-à-vis de la charge qu’il a à supporter, puisque sa contrainte de torsion 
ne vaut que 0,11 kg/mm- dans la partie CD. Cette application fait ressortir l’ineffica¬ 
cité pratique de la commande A. 

-■ Cette expression suppose la force c de valeur quelconque (son moment est. 
9 fois supérieur à celui dû à ? = 1 ). 

P. Vaixat. — Résistance des Matériaux 
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d'où un potentiel interne de flexion 

U= Y -M— Ai=\M+niït ai 
-> 2 El — 2 El 

La dérivée do U par rapport à cp s’écrit (formulaire mathématique para¬ 
graphe 2.552 avec A=M, B = EI, a=m et X=cp) 


dll = v 
cl? 


M ni 
El 


ai+v y 


m- 

EI 


AL 


D’après le théorème de Castigliano, cette dérivée représente le dépla¬ 
cement de cp dû à la déformation de la poutre sous l’action combinée des 
charges extérieures et de cp. 

Si cp tend vers zéro, il reste, à la limite, le premier terme du second 
membre qui figure donc le déplacement de la poutre, dans le sens de cp sous 
l’action des charges extérieures seules, c’est-à-dire la flèche y cherchée : 



Mai 

El 


AL 


Nous avons déjà indiqué que cette méthode s’appliquait à toutes les 
poutres isostatiques, droites ou courbes. 


8.2 FLECHE EN UN POINT D’UNE POUTRE HYPERSTATIQUE. 


8.21 Méthode. — La démonstration ci-dessus s’applique également, 
sans restriction, aux poutres hyperslaliques fléchies droites ou courbes. 

La seule difficulté d’application réside dans la détermination du mo¬ 
ment unitaire m (dû à cp = l) qui constitue, elle-même, un problème hypers- 
tatique. 

Ce problème se résout à l’aide des méthodes générales que nous avons 
exposées, mais pratiquement, ces méthodes se trouvent simplifiées du fuit 
de la simplicité du système des charges extérieures qui ne comprend que 
la seule force unitaire cp = 1. 

Dans le cas des poutres rectilignes à inertie constante , on pourra utiliser 
directement les résultats algébriques donnés Planche 33 : cas 1, 7 et 10 (pou¬ 
tre sur trois appuis, poutre encastrée et appuyée et poutre bi-encastrée sou¬ 
mises à une force concentrée unique). 


8.22 Remarques. 

8.221 Tracé de la déformée d’une poutre rectiligne. — On peut éga¬ 
lement, dans le cas des poutres rectilignes, utiliser les méthodes graphiques 
exposées au chapitre X, paragraphe 3., pour construire la fibre moyenne 
déformée. On opérera alors à partir de la courbe M réelle appliquée aii sys¬ 
tème considéré et. l’allure de la déformée constituera une vérification gra¬ 
phique de l’exactitude de cette courbe. (On doit, en effet, trouver des’flè¬ 
ches milles au niveau des appuis, ou des déformées tangentes à la direction 
primitive de la poutre au niveau des encastrements.) 

8.222 Signification géométrique des expressions des inconnues. — 
Dans le cas d’un système hyperstatique a une seule inconnue X immobile, 
nous avons trouvé une expression générale de la forme 


V J ma L 

— El 


Al 


à El 


Al 


\ = 
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«désignant ici le moment dû à X = 1 (notation équivalente à m clans l’ex¬ 
pression ci-dessus de la flèche y) et m désignant le moment dû aux charges 
extérieures dans le système rendu isosla tique (notai ion équivalente à M dans 
l’expression ci-dessus). 


f)U • T 

Le numérateur : X’-—— a/ représente donc le déplacement, suivant X, 


- Kl 


et sous l’action des forces extérieures du système rendu isoslatique. 


Le dénominateur : V —*- M représente le déplacement, suivant X, de 

ce même système sous l’action isolée d’uîie force X=l. 

L’expression ci-dessus pouvant s’écrire 


xïik+iw 


Al = 0 


exprime donc bien une condition de déplacement nul. On établirait, de 
même, la signification géométrique des équations des systèmes à plusieurs 
inconnues fixes ou mobiles. 


8.3 ROTATION EN UN POINT D’UNE POUTRE QUELCONQUE. 

La méthode ci-dessus permet également le calcul d’une rotation en un 
point donné d’une poutre quelconque. 

11 suffit, en effet, d’appliquer, au lieu d’une force <p = 1, un moment 
.li=l, au point considéré et dans le sens cherché. On obtient (même démons¬ 
tration et notations qu’au paragraphe 8.1) 

0= V JË. Al (angle en radians). 


8.4 CALCUL ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS DES DÉFORMÉES. 

En appliquant la force unitaire en un point d abscisse variable x ser¬ 
vant de parti mètre, on obtient une équation donnant la flèche y à 1 abscisse 
x, c’est-à-dire l’équation de la déformée. Cette méthode constitue l’une des 
applications les plus remarquables du théorème de Castigliano. 



QUATRIÈME PARTIE 


APPLICATIONS PARTICULIÈRES 
DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 
EN CONSTRUCTION AÉRONAUTIQUE 



Les quatre chapitres groupés dans cette quatrième partie constituent, 
en quelque sorte, l'objet principal de cet ouvrage. 

Nous avons souvent fait appel, dans leur exposé, à des articles parus 
dans diverses publications étrangères citées en référence. 

Ces documents se trouvent d'ailleurs remarquablement centralisés et 
condensés dans le « Précis à’aérotechnique » publié par VAssociation des 
anciens élèves de l’Ecole nationale supérieure de VAéronautique. 





CHAPITRE XIX 


PROCÉDÉS DE CALCULS PARTICULIERS 
AUX CONSTRUCTIONS EN TOLE MINCE 


INTRODUCTION 


Les méthodes de calcul qui y sont exposées reposent, en effet, esscnt 
sur des phénomènes d’instabilité qui apparaissent sur les éléments mit 

x ,1 ^ * ^11n s,;n ^ <* n .1 f /I c 1 /> i / »• c» #\1 o J fon/Iont fi ffiii'ft t 


Le présent chapitre pourrait encore s’intituler, d’une façon plus scientifique 
« Flambage des plaques minces. » 

.utiellement 
î noos sou- 

aui U.CP yy/tD/t/c/z/tumoo c«/ i,m/o iuou » to vjui ._«»_**. —-- - 11 * 1 * ,JVU 

mis à des sollicitations agissant dans leurs plans 1 et tendant à faire travailler 
totalement ou partiellement, ces éléments en compression. 

Ces phénomènes d’instabilité, ou flambage, affectent ici l’allure particulière 
de plissements (ou cloquages). Leur observation directe est, généralement, très 
aisée. Elle peut, par exemple, être mise en évidence par l’allure qu’affecte une 
feuille de papier maintenue le long d’un bord AB et 
sollicitée tangentiellement au bord opposé CD (fig.l). 

On peut encore dire que les plaques minces pré¬ 
sentent un sens de rigidité très prépondérant et donc 
un « mode de travail privilégié » qui est celui de la 
traction. Toute sollicitation tendra donc, après avoir 
produit une instabilité de la plaque, à engendrer 
une série de vagues sollicitées principalement en 
traction. 

Ce raisonnement montre clairement que la charge 
critique, à laquelle correspond l’apparition de ces 
plissements, ne constitue pas une charge limite de 
résistance. L’élément considéré peut, au contraire, 
continuer à encaisser des charges très supérieures et 
reprendre son état initial après suppression de ces 
charges. Citons, par exemple, le cas de certaines 
structures de fuselages-coques où ; au cours d’un essai 
statique, les plissements du revêtement apparais¬ 
sent vers le coefficient 1,5 ou 2 alors que la rupture 
ne se produit qu’au coefficient 10 ou 12. 

Néanmoins, il est indispensable de connaître la 
nouvelle répartition des efforts internes, consécutive 
au phénomène de plissement, afin de concevoir une 
construction adaptée à ce nouveau mode de travail. 

Les études ci-après comprendront donc toujours la détermination d’une con¬ 
trainte critique de plissement, suivie d’un procédé de calcul apres apparition de 
ccs plissements. C’est ce deuxième point, le plus imporlant industriellement, qui 
nous a conduit, finalement, à adopter le litre général du présent chapitre. 



Fig. l. 


1 . — Nous avons traité, au chapitre XVII. le calcul des plaques chargées trans¬ 
versalement, c’est-à-dire normalement à leurs plans. 
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I. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LE FLAMBAGE 

DES PLAQUES 

1.1 REMARQUE PRÉLIMINAIRE. 

Les théories exposées ci-après concernent, essentiellement des plaques 
métalliques, c’est-à-dire des tôles minces : revêtement d’ailes ou do fuse¬ 
lages, âmes de longerons, semelles de caissons, poutres composées, etc... 

Signalons qu’il existe cependant des phénomènes d’instabilité analo¬ 
gues pour les constructions en bois où les parois minces sont réalisées par 
des contreplaqués. La connaissance douteuse de leurs caractéristiques de 
résistance (module d’élasticité en particulier) et. l’hétérogénéité de leur com¬ 
position rend très délicate l’application à ces éléments, des résultats ci-après. 

1.2 DEFINITION ET NOTATIONS. 

La définition générale des plaques a été donnée au chapitre XVII, para¬ 
graphe 1 . 1 , par opposition à celle des poutres. 

Nous aurons à envisager des plaques planes on des plaques courbes, 
en nous limitant toutefois, dans cette dernière catégorie, aux plaques pos¬ 
sédant une surface cylindrique (génératrices rectilignes et parallèles). 

La théorie générale distingue, au surplus, les plaques isotropes et les 
plaques orthotropes. Les premières sont celles qui possèdent dos caracté¬ 
ristiques de stabilité analogues suivant deux directions perpendiculaires 
tangentes à la surface de la plaque (panneau rectangulaire de tôle d’épais¬ 
seur constante, par exemple). Les plaques orthotropes possèdent, au con¬ 
traire, un sens de stabilité très prépondérant. Elles comprennent essentiel¬ 
lement les tôles ondulées ou striées. Nous nous limiterons à l’étude des 
plaques isotropes. 

Nous désignerons par c l’épaisseur des tôles constituant les plaques, 
cette épaisseur étant constante pour une même plaque. 

Nous envisagerons toujours des plaques rectangulaires. Les notations 
concernant les dimensions de ces rectangles seront précisées dans chaque 
cas particulier. 

1.3 SOLLICITATIONS ENVISAGÉES. 

Les sollicitations donnant lieu au flambage (ou plissement) des pla¬ 
ques peuvent comprendre les « états plans » suivants : 
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a) Compression simple (lig. 2 a) sollicitant deux côtés opposés de la 
plaque ; 

/») Compression double (lig. 2 b) : deux compressions sollicitant simul¬ 
tanément chaque groupe de deux côtés opposés 1 ; 

ç) flexion pure (lig. 2 c ) où l’instabilité est due aux parties compri¬ 
mées ; 

d) Cisaillement pur (lig.. 2 d) : nous verrons qu’un tel état de sollicita¬ 
tion engendre une compression ; 

e) Combinaison de ces différentes sollicitations. 

1.4 BASES DE LA THÉORIE. 

(Jn conçoit aisément que la théorie du flambage des plaques soit plus 
complexe que celle des poutres. 

En effet, les plaques étant généralement assujetties à des liaisons exté¬ 
rieures (guidages ou encastrements) sur leurs quatre côtés, l’influence de 
ces liaisons affecte une forme plus compliquée que celle des liaisons extrê¬ 
mes des poutres comprimées. 

Cette théorie est, généralement, conduite en utilisant les propriétés du 
potentiel interne de déformation de la plaque : on se donne, pour cela, une 
allure do déformation, suggérée par l’expérience, et l’on écrit que le poten¬ 
tiel interne de flexion correspondant (qui tend à redresser la plaque) est 
égal au travail interne développé par la charge critique de plissement. 
Cette équation traduit donc un « état d’équilibre indifférent » caractéris¬ 
tique de tout phénomène d’instabilité ou flambage (voir chap. XVI). Le 
type de déformation envisagé est, lui-même, explicité en fonction des carac¬ 
téristiques géométriques de la plaque et il se détermine de telle façon que 
l'énergie qui lui correspond soit minimum. 

Notons, qu’au surplus, il y a lieu, comme pour le calcul des plaques 
chargées transversalement, de tenir compte du coefficient de Poisson qui 
traduit 1 influence de la continuité de la plaque (chap. XVII, § 1.5). 

Les développements mathématiques auxquels'elle conduit, excluent du 
cadre de notre exposé la reproduction de cette théorie. Nous nous limite¬ 
rons donc à indiquer les résultats pratiques que l’on obtient, en accompa¬ 
gnant ceux-ci de raisonnements physiques. 

1.5 FORME GÉNÉRALE DES RÉSULTATS. 

bous verrons, ci-après que, d’une façon générale, la contrainte criti¬ 
que, c’est-à-dire celle donnant lieu à l’apparition des plissements, affecte la 
forme t 


\ b ) 


Dans cette expression : 

E désigne le module d’élasticité longitudinal considéré habituellement 
dans les. calculs (module d’élasticité d’origine : E = 7.000 kg/mm 2 pour le 
duralumin, par exemple ; voir remarque ci-après § 1.61). 

b désigne l’une des dimensions de la surface de la plaque rectangu¬ 
laire, cette dimension étant précisée dans chaque cas particulier. 

K est un coefficient, sans dimension , variable avec le type de sollicita¬ 
tion, les caractéristiques géométriques et le mode de guidage des bords du 
panneau considéré. Les valeurs de ce coefficient seront explicitées dans cha- 


1- — On peut encore concevoir le cas où l’une dè ces compressions est remplacée 
par une traction. Nous grouperons ces deux états (compression double et compression 
et traction) sous la même désignation de « sollicitation par des contraintes normales 
uniformes, perpendiculaires entre elles ». 
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Ifue cas particulier, en utilisant généralement des diagrammes représenta¬ 
tifs de leurs variations. 

1.6 REMARQUES IMPORTANTES. 


l.Gl Limites de validité des résultats. Ainsi que le bref exposé ci- 
dessus permet do le concevoir, la théorie du flambage des plaques traduit 
un équilibre élastique. Ses _ résultats ne sont donc valables, avec les nota¬ 
tions ci-dessus, qu’en période de proportionnalité des matériaux (chap. 
XVi, § 2.52). On convient, malgré tout, de les utiliser pratiquement jusqu’à 
la limite élastique conventionnelle 1 . 

Signalons qu au-dessus do cette limite, il conviendrait de remplacer 
E par E r : module réduit de flambage défini au chapitre XVI, paragraphe 
3.1 u. 


1.62 Influence du « coefficient de Poisson ». — Les coefficients K, 

indiqués ci-après, tiennent directement compte du coefficient de Poisson, 

c est-a-dire du facteur - j - ' ^ qui affecte les résultats de la théorie des 

poutres appliqués aux plaques (chap. XVII, § 1.5). 

Ces coellicients théoriques sont établis pour 

o-=0,3, soit -— =1,1 

1 — a 2 

ce qui correspond au cas des alliages légers à base d’aluminium (AU4G, 
AU4C1) pour lesquels on utilise, le plus fréquemment, les résultats ci- 
après 2 . 

Si a est différent de 0,3, il co'nvient de multiplier K par 

P = _ 1 _- 

1,1 (1—C T 2 ) 1—0-“ 

Exemple. — Pour les aciers où o est généralement pris égal à 0,25 


P = =0,971. 

0,9375 


1.53 Influence des liaisons marginales. — Les coefficients K sont 
établis, par le calcul, dans des « conditions théoriques idéales » de liaisons 
extérieures affectant les côtés des plaques. Nous désignerons par côté guidé 
ou articulé un côté soumis à des liaisons extérieures autorisant entièrement 
une rotation de ce bord autour de son arête, mais lui imposant, par contre, 
de rester rectiligne (flèche nulle). On peut réaliser expérimentalement ce 
type de guidage à l’aide d’un montage du genre de celui de la figure 3 a. 




Fig. 3. 



1. — C'est-à-dire pour des contraintes réelles inférieures à cette limite convention¬ 
nelle. Le calcul peut cependant être conduit avec des charges de calcul dites « à la 
rupture » qui font apparaître des contraintes supérieures. Ne voir alors, dans cette 
opération, qu’un simple jeu de coefficients. ‘ 

2. — Cette valeur n’est acceptable qu’en période élastique. En période plastique,, 
elle tend vers c = 0,5 (plasticité pure). On admet également n = 0,3 pour les alliages- 
ultra légers à base de magnésium (en période élastique). 
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Nous désignerons par côté encastré un côté soumis à dos liaisons exté¬ 
rieures imposant une direction fixe de la plaque à son origine (rotation 
nulle ea supplément à la condition de flèche nulle (voir lig. 3 b). _ 

En fait, les panneaux entrant réellement dans les constructions sont 
soumis à des liaisons provenant de la présence de leurs cléments de bor¬ 
dure, tels que raidisseurs, semelles, montants, etc... '. . ... , 

L’influence de ces éléments dépend essentiellement de leur rigidité en 

torsion, toujours délicate à évaluer h . 

11 appartient, en pratique, au bon sens ou plus simplement a la pru¬ 
dence de chaque utilisateur d'adopter le type de liaison qui parait le plus 
conforme au cas réel envisagé. 

Nous avons, dans'ce sens, fait apparaître dans quelques cas particu¬ 
liers, des coefficients correspondant à des conditions dites de « semi-encas¬ 
trements » des côtés. Ces coefficients ont été obtenus en effectuant simple¬ 
ment la moyenne arithmétique entre ceux qui correspondent aux conditions 
idéales ci-dessus. Us ne correspondent, pratiquement, à aucune définition 
physique précise et constituent plutôt un « moyen terme qui satislait a 
la fois à un sentiment de prudence et à un souci de légèreté. 

Nous donnerons, dans chaque cas particulier, quelques conseils pra¬ 
tiques au sujet du choix de ces « conditions aux limites ». 


1.64 flambage théorique et flambage réel. —De même que pour les 
poutres, les contraintes critiques déterminées théoriquement diffèrent tou¬ 
jours sensiblement de celles constatées expérimentalement. Cette différence 
provient, en dehors de l’influence des conditions de guidage exposées ci- 
dessus, des imper je étions pratiques des tôles (défaut de planéité, manque 
d’homogénéité, etc...). Ces imperfections ont pour résultat de diminuer la 
contrainte critique de plissement et les valeurs calculées restent, comme 
pour les poutres, des limites supérieures. Cette considération accroît la 
nécessité d’une certaine prudence dans le choix des coefficients K. 


1.65 Etat d’utilisation. — La formule générale indiquée au paragra¬ 
phe 1.5 montre que la seule caractéristique mécanique des matériaux qui 
entre en jeu dans le calcul des contraintes critiques est leur module d’élas¬ 
ticité E. _ 

Or, nous savons que tout au moins en période élastique, cette carac¬ 
téristique n’est pratiquement pas influencée par Y état d’utilisation do ces 
matériaux (traitements thermiques, par exemple). Cet état influe, par con¬ 
tre, en période plastique (valeur de E r ) ainsi que nous l’avons signalé au 

chapitre XVI, paragraphe 3.18. . 

Pour les tôles minces, où l’instabilité se manifeste ordinairement en 
période élastique, il est donc superflu, du point de vue de leur stabilité, de 
les traiter thermiquement. 


1.66 Comparaison entre les différents métaux. — Considérons deux 
plaques rectangulaires de mêmes dimensions a et b (dimensions des rec¬ 
tangles), soumises aux mêmes conditions de guidage (même coefficient K), 
réalisées : 


1° En métal 1 : module d’élasticité F.,, densité d v épaisseur e, 
2° _ 2 : — — E 2 , — <L>, — e a . 


1 . Dans une structure, un panneau est délimité, en théorie, par des éléments 

qui assurent à la tôle mince une flèche nulle, normalement à son plan. En pratique, 
tous les raidisseurs de tôle possèdent une rigidité relative en flexion suffisante, pour 
que l’on puisse admettre qu’ils jouent ce rôle. 

2 . _cette rigidité est, en effet, elle-même fonction des conditions de fixation de 

ces éléments et elle devrait être évaluée en tenant compte de la présence de la tôle. 
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Leurs contraintes critiqves sont dans le rapport, 


k = Jh n k 
n . 11 L 


e, d 1 -=e 2 d 2 

On a donc, à poids égal 


KE, ( 

Aj 

_ E, e, 2 

K E„ / 


2 E 2 e* 

1 

d 

b ) 


soit 


_ e u = d. 2 . 


E, 


k= _ dr 
E = dp E 3 ' 


E 


dp 


d x 


Le rapport ^ constitue donc un indice de comparaison entre les con¬ 


traintes critiques à poids égal des différents métaux. 

Le tableau ci-dessous donne la valeur de cet indice pour les trois types 
Pi mcipaux d alliages métalliques utilisés on construction aéronautique 


DÉSIGNATION 

E 

kg/nim 2 

d 

K 

(V- 

Aciers . 

20000 

7,8 

329 

| 

Alliages légers (à base d’aluminium) . 

7000. 

2,8 

893 

Alliages ultra-légers (à base de magnésium) 

4500 

1,8 

1389 


Ce tableau lait ressortir un très net avantage en faveur des alliages 
légers et ultra-légers. Il est donc plus intéressant, du point de vue de leur 
stabilité, d. utiliser des alliages de faible densité dans les constructions en 
tôles minces. 

Remarques. — a) 11 conviendrait, au surplus, d’affecter l’indice relatif 
aux aciers du coefficient correcteur p= 0,971 établi ci-dessus (g 1.02) ce qui 
accroît encore légèrement l’avantage indiqué. 

b ) En supposant que la théorie précédente s’applique également aux 
contreplaqués, on trouverait, dans le cas d’efforts orientés parallèlement à 

lems libres extérieures, des valeurs de - ^. - encore pl us élevées que pour les 

alliages légers et ultra-légers, ce qui est assez conforme aux résultats expé¬ 
rimentaux A poids égal, les constructions minces en bois paraissent donc, 
a priori, plus stables que les constructions minces métalliques. 

1.7 PLAN D’ÉTUDE. 

Nous; insistons sur le fait, déjà signalé ci-dessus (§ 0.), que la contrainte 
critique de flambage des plaques minces ne correspond aucunement à une 
résistance limite de ces éléments, mais seulement à un chanqement (théo¬ 
riquement brutal) de leur mode de travail. 

L’objet essentiel de notre exposé sera donc d’étudier ce nouveau mode 
de travail et les procédés de calcul qui lui correspondent. 

Cette considération justifie le plan d’étude adopté ci-après où nous 
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envisagerons successivement : le travail des tôles minces en compression, 
en flexion et en cisaillement purs. Nous ferons suivre cet exposé du calcul 
théorique d’une poutre à âme mince fléchie où se superposent ces différents 
modes de travaux, ce calcul théorique se trouvant complété par une appli¬ 
cation numérique. 


2. TRAVAIL DES TOLES MINCES EN COMPRESSION 

2.1 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES ISOTROPES, SOUMISES A UNE 
COMPRESSION SIMPLE. 

2.11 Notations (Gg. 4 a). — Eu supplément aux notations générales 
définies au paragraphe 1.2, nous désignerons par : 

a la dimension de la plaque parallèle à l’effort de compression, c’est- 
à-dire la distance entre les côtés chargés ; 

b la dimension de la plaque perpendiculaire à l’effort de compression, 
c’est-à-dire la longueur des côtés chargés. 

Nous conviendrons d’autre part, de désigner par : 
bords, les côtés non chargés AC et BD de dimension a ; 
extrémités, les côtés chargés AB et CD de dimension b. 

Le rapport —— qualifie Vallongement de la plaque. 



I extrémité 1 



extrémité i 

tmr 


a c 



Fin. 4. 


2.12 Conditions expérimentales. — Les plaques considérées sont, sup¬ 
posées bordées par des glissières réalisées de telle sorte qu’elles puissent 
produire soit une articulation simple ou guidage (fig. B a), soit un encas¬ 
trement (fig. 3 b). Les glissières situées sur les bords des plaques ne sont 
pas sollicitées directement par l’effort de compression qui est appliqué, par 
l’intermédiaire des glissières situées sur les extrémités, à l’aide d’une 
machine de compression par exemple 1 (schéma de principe de la figure 4 b). 


1. Le guidage des extrémités peut être obtenu par simple appui ou encastre¬ 
ment sur les plateaux dressés de la machine d'essai. Les glissières latérales peuvent 
être réalisées par des tubes fendus (tubes de guidage). Voir fig. 4 b. 
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luioisiAHui jjnb matériaux Qhap. „\IX 

n d î 0itCS d6 f la > plaque> parallè,es à ses extrémités, sont donc 
mémentrépartie pllSSemeilt ’ a 1,110 con/îmn/e dc compression pure, unii'or- 

n c = — F — . 
b ■ c 

-J-. 13 , A1,u , re des Plissements. — On constate, pour une valeur de r, 

fuernenri > 1 ’ a PP ariti “' Vondulations transversales 

(peipendiculaiies a h) affectant 1 allure schématisée par la figure 4 c. 

^,hlJ i0mb J-r de ? ndl ? lations varie avec Vallonnement de la plaque et 
J ec sas conditions de bordure. On constate qu’une plaque de grand allon¬ 
gement hambe en une série de demi-ondes ayant une amplitude sensible 
ment égalé à la d.mension 6 (elle se divise donc en une succession de car- 


' i> 2 *^ Fori J lu J® générale. — La contrainte critique n ea qui corresuorui 
a 1 apparition de 1 instabilité de la plaque est donnée par la formule géné 
raie du paragraphe 1.5 qui s’écrit ici U 6 §tne 


1 « f „ = K c II 



\ b ) 


2.15 Détermination du coefficient K e . —Le coefficient K se détermine 
théoriquement, a 1 aide de la méthode générale dont le principe a été exposé 
succinctement an paragraphe 1.4. Le nombre m de dmni-onduktlons Lent 

interne mTnimum. aCCeSS ” re et 86 détermine P«r la condition de potentiel 
On constate que, dans des conditions identiques de guidage, le coeffi¬ 
cient K c est une fonction de rallongement ~~ de la plaque. 

Nous donnons, Planche 37 (diagramme n° 1) les courbes Ihénricme* (U 
variation de ce coefficient, dans les différents cas ssemetdêTcôtés 

et suivant les conventions générales exposées au paragraphe 1.6 

2.16 Remarques. 

riqurVde variatton^de r" “ L ' a ," Ure sinuea5e des courbes théo- 

dli ondntaHons ‘ “ pl,ql,e Par le bernent du nombre m de 

On a, par exemple, dans le cas de la courbe (S) (4 côtés articulés) : 


ni — 1 entra - a - =0 
b 

m =2 entra - — = «/ 


et JL = ^=1,414, 
fi = \ /2 ei y =\/6=2,448, 


m = 3 entre — 


b = V /6 et y = \/l8=4,?4 etc... 


2.102 Cas particulier des bords libres r» Qne , „ i 
comportent^ comme des poutres de hauteur a, de*ïornem d 

mum I _ ^ et, de section S = eb, soit donc, de rayon de giration mini- 
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raum : a 


a 


= y/'-|ÿ- <d (.1 élancement équivalent, (chap. XVI, § 2.3) : 


= a — . Ou u donc : 
P 


extrémités articulées .(«=!) : À 2 = 


12 a 2 


extrémités encastrées (a= 1 \ '• A a = — . 

\ 2 I e 2 

La contrainte critique est donnée (en période élastique) par la formule 
d" Lu le a, sous réserve de remplacer E par IT — LIE (§ 1.62 et chap. XVII, 
§ 1.5), soit 

--E' 
n co : — 

p2 

extrémités articulées : n co = 0,905 E —-, 


extrémités encastrées : n Co = 3,620 E 


Les équations de Iv c sont donc, dans ce cas particulier : 
K c =0,905 J" (extrémités articulées), 

K c =3,620|—j" (extrémités encastrées). 


Elles sont respectivement traduites par les courbes (1) et (4) de la 
Planche 37 (diagramme 1). 


2.163 Influence des dimensions clés plaques. — La hauteur a (les pla¬ 
ques n’apparaît pas clairement dans la formule donnant n c0 , contrairement 
aux formules do flambage des poutres où celte, dimension entre au carré au 
dénominateur. 

Cette dimension a n’influe donc que dans la valeur du coefficient K c 
( fonction de i. 

V b J 

Or, l’examen des courbes (5) à (8), Planche 37, qui correspondent aux 
cas pratiques d’utilisation des plaques (c’est-à-dire «aux cas où leurs quatre 
côtés sont soumis à des guidages) montre que K c reste sensiblement cons¬ 


tant, dès que ~~ devient supérieur à 1 (plaque carrée) 1 . 11 s’en suit que 
la dimension b influe seule, dans ce cas, sur la valeur de n co . Par contre, 


I( e croît rapidement quand devient inférieur à 1. On en déduit que la 

petite dimension des plaques est toujours celle qui joue un rôle prépondé¬ 
rant,. Une plaque d’allongement infini possède, pratiquement, la même con¬ 
trainte critique qu’une plaque carrée de même dimension h. 

Ce résultat est absolument contraire n celui obtenu pour les poutres celte 
contradiction provenant de la grande influence des guidages latéraux des 
plaques. 


1. — La courbe (8) (4 côtés encastrés) fait, toutefois, exception à cette règle, mais 
nous savons que, dans les cas pratiques, on aura fort peu à l’utiliser. Pour des allon¬ 
gements a supérieurs à la limite de l’abaque adopter pour K c les valeurs asymptoti¬ 
ques indiquées sur l’abaque. 
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2.164 Formule simplifiée. — A défaut de l’abaque de la Planche 57, on 
pourra toujours calculer défavorablement la contrainte critique d’un pan¬ 
neau soumis à des liaisons sur ses quatre côtés en lui appliquant le coeffi¬ 
cient K c =3,64 (qui correspond aux asymptotes des cas 5 et 0), d’où 

n C0 = 3,64 E (-Aj 2 

soit, dans.le cas du duralumin 

n co =25000 . 

2.105 Condition de validité. En supplément aux conditions géné¬ 
rales exposées au paragraphe 1.0, les valeurs de K c supposent que la dila¬ 
tation transversale des plaques est libre de s’opérer (loi de Poisson). Notons 
que l’on admet cette hypothèse pour la plupart des panneaux entrant dans 
les constructions usuelles. Dans le cas contraire, il y a lieu d’adopter les 
valeurs du paragraphe 2.2 ci-après. 


2.17 Applications numériques. 


2.171 Panneau plan de fuselaye-coque. 


Tôle AU4G. e = l mm (revêtement de la coque) ; b =200 mm (écartement 
entre les lisses) ; a = 400 mm (distance enlre les couples). La compression du 
pannetau considéré provient de la flexion générale du fuselage (parties compri- 

Supposons que les lisses présentent une très faible rigidité en torsion (raidis- 
seurs ouverts, par exemple) ; nous admettons alors que les bords sont articulés. 

Si les couples sont reliés rigidement an revêtement, par plusieurs rangées de 
rivets, on peut admettre que les extrémités sont encastrées. 


La courbe (6), planche 37, qui 


correspond à ce cas, donne, pour —= 

b 


Ann 

- 2 ( 1(1 


_o • 


d'où 


K c = 4,4 


'Lu = 4,4 • 7000 (“200“)" = °’ 77 k8 ' /mm2 - 


Cette application montre que, pour des panneaux de dimensions usuelles, 1rs 
tôles minces présentent toujours des contraintes critiques très faibles . 

Ttemarque. — Avec h = 100 mm (nombre de lisses double) nous obtiendrons : 

n r „= 2,9 kg/mm 2 

qui constitue encore une valeur relativement faible, bien que cette dimension b soit 
peu usuelle. 


2.172 Panneau de caisson de voilure. 

Tôle AU4G. e=5 mm (tôlei de semelle) ; 0 = 150 mm (espacement des rai- 
disseurs) ; a = 500 mm (distance entre nervures), 

d’où JL =3,33. 

b 

Avec la même convention que ci-dessus, on a (courbe 6) : K,.=3,64 
d'où 

= 3,64 • 7000 — f =28,2 kg/mm 2 . ' 

\ 150 / 

On voit que, contrairement aux tôles minces de revêtement, les tôles épaisses 
des structures travaillantes peuvent atteindre des taux critiques élevés. 


1. — Notons que cette valeur est, en réalité, fictive, car elle dépasse la limite de 
proportionnalité du métal considéré, à moins que celui-ci ne soit préalablement écroui. 
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2.2 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES ISOTROPES SOUMISES A DEUX 
CONTRAINTES NORMALES UNIFORMES PERPENDICULAIRES ENTRE 
ELLES. 

La théorie du flambage de ces plaques aboutit à des résultats simples 
dans les trois cas particuliers étudiés successivement ci-après : 

2.21 Plaques de grand allongement. 


2.211 Conditions. — Les résultats concernent pratiquement, avec une 
bonne approximation, les plaques rectangulaires dont l’allongement a/b est 
supérieur à 2. Ces plaques sont soumises simultanément à une compression 
uniforme n cl s'exerçant sur les petits côtés (de dimension b ) et à une com¬ 
pression. n c2 , ou traction n t2 , uniforme, s’exerçant sur les grands côtés (de 
dimension a) (voir fig. 5 a et 5 b). Dans le cas d’une compression n c2 , il y 
a lieu, toutefois, que celle-ci soit suffisamment faible pour que le flambage 
se produise suivant n cl , c’est-à-dire pour que le plissement s’opère parallè¬ 
lement aux petits côtés. 


© 
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2.212 Contrainte critiqiie. — La contrainte de compression n cl , don¬ 
nant lieu à l’instabilité de la plaque, est encore donnée par l’expression 
générale 

(»*,)« = K% 


2.213 Coefficient K c \ — Le coefficient, K/ dépend : 

71 71 o 

a) du rapport : <x= — — . ou — — existant entre les contraintes appli- 

n c\ n cl 

quées, 

b) de l’état de guidage des bords de la plaque. 

Nous donnons, Planche 37, ( diagramme n" 2) les courbes de variation 
de K' c en fonction de a, dans les deux cas Limites théoriques : quatre côtés 
articulés et quatre côtés encastrés. 

Nous en avons déduit, selon les indications données au paragraphe 1.63, 
une courbe correspondant à des conditions dites de « semi-encastrement » 
(extrémités assimilables à des articulations et bords assimilables à des 
encastrements, ou vice-versa, par exemple). 


P. VAU.AT. 
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Remarques — a) Les contraintes doivent être affectées de signes pour 
e calcul de a (+ en compression et — en traction, par exemple). Comme 
•Wmn 1 tou,ours . uno compression, les valeurs positives de a correspondent 

' u ™ c °mpiession n c2 (fig. o a) et les valeurs négatives de « à une traction 
•Hz v.ng. o O). 

r . ^? ur a = 0. c est-à-dire pour n c2 = 0, on retrouve bien K'=3 64 
&5î l ° M) ? U (, enc r tr °ments) qui sont les valeurs asympto- 

qwes des courbes (b) et (8) du diagramme 1 de la même planche (compres¬ 
sion simple, allongement infini). k 1 

c) L’allure des courbes K' c montre qu’une compression n c2 abaisse le 
taux.critique correspondant à n el (effet distabilisateur) tandis qu’une trac¬ 
tion n l2 l augmente , au contraire, très rapidement (effet stabilisateur ). 

• Kc croît d une façon sensiblement linéaire, ce 

qm permet d extrapoler , raisonnablement, le diagramme pour des valeurs 
de « inleneures à -- 1 (limite des résultats donnés par l’abaque) 

OT1 „ L cquation de la droite correspondant aux conditions moyennes (semi- 
encastrement) a pour expression 

K',.=4,2—8 a 

(voir application numérique ci-après § 2.24). 

p;L?,Ll XPli ??- S0UVen î le coefficient K' c en fonction des contractions 

" et “ rfes côtés a * b " mes smt relife <=™- 


tg _ n c „ —p- n c 


«c.—o- n 


soit 


c 2 


i, 


a—tr 


avec o = coefficient de Poisson. 

L’abaque est établi avec o = 0,3 (§ 1.62). 

Le cas particulier où n e2 = 0 correspond à =—a =—0,3, c’est- 

à-dire a celui où les bords de la plaque sont libres de se dilater ; condition 
enoncee ci-dessus au paragraphe 2.16b. 

pour^ 6 cas des bords fixés rigidement est obtenu poür i a = 0, c’est-à-dire 

1 - 0,3 a=0 d’où 2 = 0.33. 

« ’ 

On obtient, dans ce cas, d’après le diagramme 2 de la planche 37 
K'c =2,1 (côtés articulés) cf K' c =4,6 (côtés encastrés) 

K^i d r S n VaI j Ur ! n ? ttement inférieures à celles obtenues dans le cas des 
bonis libies de toute contrainte (diagramme 1) qui sont 

K' c =3,64- et K c =6,35. . 

A Ce résultat s'explique physiquement en considérant que le fait d’em- 
pecber la dilatation des bords engendre une compression transversale qui 
amorce le flambage. 1 


2.22 ^ Cas particulier de deux sollicitations égales. — Dans le cas par¬ 
ticulier ou un panneau rectangulaire est soumis simultanément à deux com¬ 
pressions uniformes égales et perpendiculaires (fig. b c), 

n c , =n C2 = n e 

la contrainte critique est donnée par l’expression du paragraphe 2.14, avec 
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un coefficient K" c défini, très sensiblement, par l’équation suivante, dans le 
cas des quatre côtés articulés 

K '^°' 9 Hi)ï- 

On a donc 

[(i) v (ijî 

2.23 Cas particulier d’une plaque carrée encastrée, soumise à deux 
compressions uniformes égales et perpendiculaires. — La contrainte criti¬ 
que est donnée par l’expression 

ns* =4,8 E j-*-) 1 2 3 

avec b = côté du carré. 


2.24 Application numérique. — Le cas d’un panneau soumis simultanément à 
deux compressions perpendiculaires est rare en construction aéronautique. Tl 
correspondrait, par exemple, à la stabilité d’un élément de paroi d’une enveloppe 
soumise à une pression extérieure (cas des coques cle sous-marins). 

Le cas d’une compression et d’une traction perpendiculaires se produit, par 
contre, pour les panneaux de revêtement d'un fuselage-coque étanche soumis à une 
pression intérieure (appareils stratosphériques, par exemple). 

2.241 Données (fig. 6). — Considérons un panneau de grand allongement, 
appartenant à une paroi de fuselage-coque étanche d’un rayon R = 2,500 m sou¬ 
mis à une pression intérieure p =0,4 kg/cm 2 1 . Distance entre lisses : î> = 150 mm ; 
épaisseur du revêtement e = l,25 mm ; matière : duralumin AU4G (,E = 7000 kg/mm 2 ). 

Admettons, pour cette application, que la paroi considérée se comporte 
comme celle d’une enveloppe cylindrique mince (non raidie) 2 , c’est-à-dire que le 
panneau soit soumis sous l’action de p aux deux contraintes de traction définies 
au chapitre VI, § 5.41 soit (fig. 6 a) : 


longitudinalement (gens des lisses) 


= =/ * kg/mm 2 

c 


transversalement (sens des couples) : n f2 



= 8 kg/mm 2 . 





n u 


\\\ \AV\ 



X n (: 


i 11 un 

n Ct 


n t, 



Déterminons la contrainte de compression admissible, dans le sens longitu¬ 
dinal, avant plissement du revêtement 

Nous désignerons par x cette valeur cherchée, exprimée en kg/mm*. 


1. — Cette pression effective correspondrait, par exemple, à une altitude de vol de 
8.000 m avec pression à 2.500 m rétablie à l'intérieur du fuselage. 

2. — On trouvera au chapitre XXII, § 9. une méthode de calcul plus approfondie 
des parois raidies. 

3. — Cette compression longitudinale provient de la flexion générale du fuselage 
(charges sur empennages, par exemple) dans les parties comprimées par cette flexion. 




532 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


-— --lUXllXJlUL/lUA Ghap. XIX 

sera^ ' 4 ' Calcul de x ' ~ La contrainte fie compression résultante longitudinale 

n Cl =x — n tl —x—?k. 

Par suite de l’importance relative considérable de R vis-à-vis de b nous assi- 
ta 13 ° clu'^para'graphe* 2 I 2 I ' S ' l '°^ à Une plac/uc plane - Nous utiliserons donc les résul- 


Le coefficient a a pour expression 


8 

x — 4 


I! doit lui correspondre une valeur de K' c (planche 37 (2), telle que 

( n c I )o = K' c E[|-\ 2 =n C| 

soit 

K' c • 7000 f . _ v _ 4 

d'où ' 150 ' 

=2,06 [x — 4). 

Adoptons pour K' e> les conditions dites de « semi-encastrement » (afin de 
tenir compte de la continuité du revêtement et de la rigidité propre des lisses et 
ues couples) et utilisons l’équation établie au paragraphe 2.213 (remarque d) 


K' c =4,2 — 82 — 4,2+' 


Nous avons donc 


d'où l’on tire 


x — 4 


4,2+ — 1 P* =2,06 (x — 4) 
ç — 4 


£ = 10,7 kg/mm 3 . 

2.243 Remarques. — a) A cette valeur correspond un rapport : * =— -JL 

6 7 

=—1,195 Ce point se situe bien sur la partie linéaire (prolongée) de la courbe 
de variation de K' c figurée planche 37, ce .qui justifie le procédé de calcul utilisé l . 

0 ) La contrainte critique de compression simple correspondant au même pan¬ 
neau a pour valeur, en adoptant par homogénéité, 

K c = =4,995 

&Trés e ) nkei leS ValeUrS d6S P anneaux de grand allongement articulés et 

n c » =4,995 • 7000 ( J=2,42 kg/mm*. 


„„ Pa , p - r , ésai } ce , de la Pression intérieure dans un fuselage-coque étanche a donc 
riio T Stabilisateur t res favorable sur les parties comprimées par la flexion géné¬ 
rale. Leur instabilité n apparaît, en effet, dans le cas particulier envisagé que 
pour un moment fléchissant 4,4 fois supérieur au cas du vol sans pression’inté- 
chap?tre V XXU b&SSe altltude )' Nous reviendrons sur cette question particulière au 


,J1^ MBAGE DES PLAQUES COURBES ISOTROPES SOUMISES A UNE 
COMPRESSION UNIFORME. 

2.31 Remarques préliminaires. — On conçoit physiquement qu’un 
panneau possédant une courbure cylindrique offre, pour des sollicitations 
compi ession jjaralldes a ses génératrices, une stabilité supérieure à celle 

riP î;!' ,7rfVr n L le C3S aon , trair e« j 1 aurait lieu, soit d’établir une équation approchée 

(paraboie par exemple), soit de procéder pfr 
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d'une plaque plaüe de mêmes dimensions. (Exemple d’une feuille de papier 
galbée, fig. 7 a.) 

La courbure des panneaux, normalement à la direction de la compres¬ 
sion appliquée, exerce donc, sur ces panneaux, une influence stabilisatrice. 

Ce phénomène a fait l’objet de nombreuses études théoriques ou expé¬ 
rimentales qui conduisent à des résultats assez, voisins. 

Nous nous limiterons à la reproduction d'une formule due à Lund- 
quist qui traduit les résultats de recherches exposées dans le « rapport 
N. A. C. A. n° 473 ». 




• 2.32 Formule.— L’expression do cette formule, qui diffère de la 

forme générale rencontrée pour les plaques planes, est la suivante 


P \1,« 

n r „ = 3 E ( 

ti 


avec e = épaisseur de la plaque et R = rayon de courbure moyen de cette 

Pla, Cette formule s’établit en faisant apparaître l’amplitude des ondes de 
plissement théoriques obtenues sur des cylindres de révotatran à parois 
minces (fig. 7 b). Cotto amplitude est definie par la demi-longueur d onde 


X 

o 


/ïte. 


0,91 V 

Conditions d’utilisation. - L’auteur précise que 
contrainte critique n co n’est valable que si la par oi cy m n \ * /• p j_ 

est stabilisée par des cloisons transversales espacées de trois a cinq de. 

longueurs d’ondes théoriques, soit 

3 i <I< 6 T' 


2 33 \baque. — L’usage de ces lormules est facilité par un abaque 
■pratique donné Planche 38. Cet abaque est établi pour les tôles de duralu- 
min (E =7.000 kg/mm 2 et a =0.3). 


2.34 Application numérique. — Considérons un bec (> 'nVm'd^rai’lo 

licité en compression par les efforts de flexion agissant dans le plan de 1 aile 
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pitreXX et n fi| V 8) lt (S6nS ^ so,liciiation exis<ant généralement en vol, voir cha- 

^ Pr ° fll) 6St R = 200 ” m ‘ daM ta P ar ‘ 

i5, 8 ig& s ^ p a o ^-dSroU H ;sfiB. une contrainle ae compression 



La demi-longueur d’onde théorique ayant pour valeur — =55 mm, les ner¬ 
vures devront être espacées, au maximum, de 

1=5 x 55 =275 mm 

SS. 1 ' «vêtement travaille, sans plissement aux taux «„ dans la partie 


Ttnitt UM t-A 01 "’ APRËS PLISSEMENT PAR COMPRESSION, DES CONSTRUC 
IIONS EN TOLE MINCE RAIDIE. 

eues, a\ec la tôle, par 1 effort de compression uniformément réparti exercé 
par exemple, par les plateaux d'une machine d’essai. 1 ' 

tôle correspond °f w 1° solIicitati + on simultanée des raidisseurs et de lr 
v ,ll! p d fous les cas pratiques d’utilisation des tôles mince* 
semelles de caisson, revêtement de fuselage-coque, etc 

Nous nous placerons, par exemple, dans le cas d’nn panneau nia.. 
quatre raidisseurs également espacés (fig. 9 a). P 

2.42 Répartition des contraintes. 

2 ’ï" 2 { Avf, r>! plissement de la tôle. — Au début de l’essai cW 

fAinleV" 08 <:hargeS no P rodlli ^nt pas d’instabilité de la tôle "la con- 
0 compression se. répartit uniformément sur l’ensemble du pan- 
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neau, et l’on a 

F 

Uct —Hcr — —-, ç 

en désignant par : 

n ct et S ( la contrainte de compression et la section de la tôle, 
n rr et S r la contrainte de compression et la section des raidisseurs. 

On a donc affaire à un ensemble, homogène, dont la contrainte se repré¬ 
sente, par exemple, par la droite (1) du diagramme de la figure 0 b. 



2.422 Après plissement de la lôle. — Pour une certaine charge F„ 
telle que 

= n cr = ——= ii co 

les plaques délimitées par les raidisseurs deviennent instables et des plis¬ 
sements s’amorcent. Cette contrainte correspond à la contrainte critique de 
chaque plaque de largeur b, compte tenu de ses conditions de liaisons mar¬ 
ginales (rigidité en torsion des raidisseurs, en particulier). La déformation 
d’ensemble affecte généralement l’allure schématisée par la figure 9 c 
(coupe transversale au milieu du panneau). Le diagramme des contraintes 
est encore linéaire (droite (2), lig. 9 b). 

Si la charge F continue à croître, on constate (en disposant des tonso- 
inètres on différents points de la tôle et des raidisseurs) que la contrainte 
de la tôle affecte l’allure sinueuse de la courbe (3) de la figure 9 b. 

l.a tôle ne supporte toujours, approximativement, que sa contrainte 
critique n co au milieu des intervalles b, mais cette contrainte croît rapide¬ 
ment pour atteindre, au niveau des raidisseurs , une, valeur très sensible¬ 
ment égale à la contrainte ?i çr de ces raidisseurs Cette allure s’explique 
par suite de la liaison intime raidisseurs-tôle qui impose, à ces deux 
éléments, les mêmes raccourcissements relatifs au niveau des génératrices 
rectilignes créées par les raidisseurs. . . 

Le panneau constitue donc, du point de vue de la transmission de ses 
charges appliquées, un ensemble hétérogène. 

2.43 Définition de la « largeur équivalente ». — Après plissement, la 
lôle continue donc à encaisser une certaine fraction de la charge F. mesu- 


1 ._ on obtiendrait rigoureusement le taux n rr si la dilatation élastique de la tôle 

était nulle dans le sens transversal. 
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vmgS W°o n'n™ ^ tÔk mn Ct ° ette Char « 6 «* mesurée par l'aire cur- 

* ™r|“r, CUrvnis , ne P ar cel,c d’un recUnnU, de hauteur 

"" IV riiîn ■ 1 2 - tomur tlu « rectangle équivalent » ainsi obtenu 

Zawci/i pS/Tdï ^ï S1 . d f? n,e b se désî g ne Par « largeur équivalente » (ou 
S HgnerSon 8 mtereSSee par un rai : Iisseur de V°h et d'autiJde 

La largeur équivalente est donc la largeur fictive d’une bande de 

“ ™*"* <« 9«« le «ifeJl el Lpponanna mLch 
déré) “ e a//eciee ' géométriquement, à ce midiseeur (du côté consi- 



On voit que .cette notion permet d’assimiler le panneau à un « ensem¬ 
ble homogène fictif » (lig. 10 b), la seule valeur de contrainte à considérer 
étant, désormais, celle des raidisseurs, qui est définie par 


n r r = 


F 


S't + Sr 


désignant la surface de tôle correspondant aux largeurs équivalentes. 
La valeur limite de cette contrainte, qui correspond à la contrainte critique 
de flambage des raidisseurs, est celle qui conditionne finalement la résis¬ 
tance du panneau en compression. 

2.44 Etude expérimentale de la largeur équivalente. — Des essais 
systématiques ont permis de constater que le rapport 

JL _ largeur équi valente de chaque c ô té d’u n r aidissent- 
b intervalle entre raidisseurs 

est une fonction d’un autre rapport sans dimension 

ttro contrainte rés-he des raidisseurs 1 ' _ 

' n '-- contrainte critique de la tôle ' (^Â > 

La figure 11 représente la courbe moyenne, obtenue expérimentale¬ 
ment, en portant en abscisses la racine carrée de ce second rapport 1 . 

2.4b Formules usuelles donnant la largeur équivalente. — Les résul¬ 
tats experimentaux ci-dessus ont été traduits par diverses formules d’un 


uni rfsuito T Q J G rapport c/b n ’ atteint pas exactement 0,5 quand ri., 

qui résulté de « leflet de Poisson » signalé dans la note précédente. 


en’ 


ce 
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emploi plus ou moins pratique. Nous donnons ci-dessous les deux plus 
répandues. 

2.451 Formula de Karman. — Cette formule assimile la courbo expe¬ 
rimentale de la figure 11 a une fonction du second degré ayant pour équa¬ 
tion 

(-£-V =0,25 • 

\ b ) n„ 


Elle se traduit, selon les coordonnées de la figure 11, par une droite de 
pente 0,3. On en déduit une première expression générale de la formule de 
Karman : 


c=0,5 




Elle s’applique aussi bien aux panneaux courbes qu’aux panneaux 
plans (soumis à une ou deux compressions). Elle nécessite la détermination 
préalable do leurs taux critiques n c0 (§ 2.1 à 2.3). 

Expression simplifiée. — Dans le cas des panneaux plans soumis à une 
seule compression, la formule ci-dessus se simplifie, en explicitant la valeur 
de la contrainte critique : 

H **-K-*(-§-)'• 
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Elle devient, en effet 


c=°,5 e v / Kc -E_ 


uù ne figure plus la largeur b des panneaux. 

En adoptant pour l\ c la valeur défavorable K c = 3,04 (§ 2.104), on 
obtient sensiblement 

c = 0,95 c . / E 

V n LT 
- - 

E'est l’expression simplifiée classique de la formule de Karman. 

Remarques. — a) Cette formule peut également s’établir directement 
de la maniéré suivante : 

Supposons qu’il existe deux raidisseurs fictifs à l'extrémité de chaque S 
largeur équivalente c (de part et d autre d’un raidisseur réel), et écrivons 
que la contrainte critique n' c0 du panneau fictif, ainsi délimité, est égale à 
la contrainte réelle n cr du raidisseur, nous obtenons, avec K c = 3,64 

n'co =3,64 E ( ) " = n> r 


c = e \ =0,95 c v H 

> 4 n„ \ n C i 


b) On exprime quelquefois la formule simplifiée de Karman avec un 
coelficient égal à 1,26 (au lieu de 0,95). Cette expression s’obtient quand on 
suppose les bords des panneaux parfaitement, encastrés au niveau des rai¬ 
disseurs, c’est-à-dire quand on adopte K C =G,35 au lieu de 3,64 (voir Plan* 
che 37). Notons que cette hypothèse n’est valable que dans le cas de forts 
raidisseurs de sections fermées présentant une très grande rigidité en tor- 
sion. Ce cas se rencontre peu fréquemment en pratique et le coefficient 0,95 
est à conseiller d’une manière générale. 

2.1.52 Formule de Marquerre. — Cette formule assimile la courbe 
expérimentale à une fonction du troisième degré en Elle s’exprime par 
la relation 

r =0,5 b v -2hüL. . 
v n„ 

Sa courbe représentatrice est également tracée figure 11. 

On voit, qu’elle traduit mieux les résultats expérimentaux que la for¬ 
mule de Karman, pour les faibles valeurs de cfb (tôles minces ou raidisseurs 
espacés). Elle ne se prête pas à une simplification analogue à celle.de la for¬ 
mule de Karman. 

2.46 Remarques au sujet de la largeur équivalente. 

2.461 Procédé de calcul correct. Ou voit que, même en utilisant 
expression simplifiée de la formule de Karman, il est nécessaire de con¬ 
naître le taux de travail n cr du raidisseur pour calculer la largeur équiva¬ 
lente. 

Or, pour une charge de compression totale, F à supporter par un pan¬ 
neau, ce taux de travail est donné par 


S' t + S r 


(§ 2.43) 
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ut la « section équivalente » de tôle Ü' t dépend elle-même de 1 inconnue : 
largeur équivalente. 

Conclusion : Un calcul exact doit., dans le cas général, être conduit pur 
approximations successives. 

On se donne, à priori , une contrainte n cr , d’où une valeur de c à 
laquelle correspond une nouvelle valeur de n cr , etc... (Généralement, deux 
approximations judicieuses suffisent pour encadrer la solution.) Notons 
cependant que, dans certains cas simples, le problème peut être directe¬ 
ment mis en équation, surtout si l’on utilise la formule de Karman qui ne 
conduit qu’à des équations du second degré. 

2.462 Procédé de calcul rapide. — Pour un calcul de première approxi¬ 
mation, on pourra se contenter de la méthode rapide et défavorable ci- 
après : 

On admet, pour le calcul de c, une valeur de n„ égale à la contrainte 
maximum admissible pour le raidisseur (conditionnée par le flambage local 
ou général). 

En adoptant ainsi, pour les profilés laminés en AU4G un taux n cr égal 
a 28 kg/mm 2 , on trouve à l’aide de la formule simplifiée de Karman (pan¬ 
neaux plans) 

c=0,95 e 4 / 7000 

V 28 

soit, : 

c=15 c, | 

C'est l'approximation bien connue et le plus souvent utilisée. 

Remarquons que, pour les profilés en tôle pliée AU4G où n cr est rare¬ 
ment supérieur à 22 kg/mm 2 , on trouve, dans les mêmes conditions 

c =17 e. 

2.463 Cas particuliers. — Nous insistons sur le fait que .la largeur équi¬ 
valente c doit être comptée à partir de la ligne de fixation raidisseur-lôle et 
de part et d’autre de cette ligne (quand la tôle est continue). 
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faire intervenir dans les calculs. Ou voit qu’un assemblage tel que celui de 
la figure 12 d où l’on a : d < 2c constitue un véritable profilé fermé avec la 
tôle de revêtement. 

Quand les raidisseurs d’une structure sont suffisamment serrés ou . 
quand l’épaisseur e est suffisamment forte, on peut obtenir 

2 c = b, ou même 2 c>b. 

Dans le premier cas, cela signifie que n c0 = n cr et dans le deuxième 
que n c0 >n„. Dans ces deux cas, l’ensemble tôle-raidisseur constitue un 
corps homogène en compression (fig. 13). 



Fig. 13. 


Le poids minimum d’une construction en tôle épaisse (semelle de cais¬ 
son do voilure, par exemple) est généralement obtenu pour 2 c = b (pas de 
tôle fictivement perdue). On recherchera donc ce résultat. 


Exemple 
On admettra 


tôle e=5, ?i cr =28 kg/mm 2 . 

b = 2 c =30 e = 150 mm. 


Remarquons, enfin, que si l’on utilise la formule de Marguerite, la lar¬ 
geur b des panneaux ne disparaît pas quand on explicite n co dans cette for¬ 
mule. On trouvera donc, pour un même ensemble possédant des raidis¬ 
seurs inégalement espacés, des largeurs équivalentes différentes de chaque 
côté de ces raidisseurs. On obtient le même résultat avec la formule de Kar¬ 
man si les conditions aux limites de chaque panneau partiel sont différentes 
(c’est-à-dire si le coefficient K c n’est pas le môme). 


2.47 Liaison des raidisseurs à la tôle. 

2.471 Condition à réaliser. — Pour que la contrainte d’un panneau 
raidi soit limitée uniquement par la contrainte admissible pour les raidis¬ 
seurs (flambage local ou général) il faut que la tôle n'ait pas tendance ù 
flamber prématurément entre deux points de fixation (fig. 14). 

La distance entre ces points (espacement P des rivets) doit donc être 
telle que la contrainte admissible au flambage de la bande de tôle équiva¬ 
lente soit au moins égale à n cr = taux de travail du raidisseur. 

2.472 Formule de Uowi.and. — Cette formule se déduit directement 
de la formule d’Euler. On doit avoir (chap. XVI, § 2.3) 


soit, à la limite 




«,v =n cr . 


Avec 1= élancement équivalent de la bande de tôle de largeur 2c 


A = 0,5 -5- 
f> 
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car on peut considérer (fig. 14) la bande de tôle comme étant encastrée au 
niveau de chaque rivet (tangente à la déformée verticale). 


I 



Fig. 14. 


On a donc 

A 2 = -î— avec p 2 = 

4 p~ S 

soit 

|2= 2 c e 3 

P 12 . 2 c e 


(rectangle de largeur 2c et d’épaisseur e). 


d’où 


p — 


A 2 = 


12 

3 P 2 
«2 


On doit donc avoir, à la limite 


ll r r — 


~ 2 E c 2 
~ 3 P 2 


soit 


P e = 1,814 e 


>/3 


v * 


V n,r 


La condition de non flambage s’exprime donc par l’inégalité 


P < 1,814 e 


\f' 


C’est la formule de Howland qui donne la limite supérieure du pas de 
rivetage, en fonction de la contrainte n cr du raidisseur et du module d’élas¬ 
ticité E de la tôle. 


Remarques. — On voit, en comparant cette expression à la formule 
simplifiée de Karman donnée ci-dessus pour la détermination de la largeur 
équivalente c que l’on a 


P 


in a x 


1,814 

0,95 


c = l,91 


c. 
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Application numérique. 


Tôle AU4G 


e=l,6 
P...ax = 1,814 


n CT —12 kg/mm 1 2 


1,0 


\ 


70üu 

12 


- = 70 mm. 


rivetage S Lpé"iSTÎa f ° rm ’ lle d0ime ' dans ce cas - ™ P** 

d'n æ^Xplni 2^ eum & la limiU de vrovortionnàlilé < 

mule Dnnr C rr diti0 t C0I ! duit ’ pratiquement, à limiter l’emploi de cette for- 
en duralumin Cüntramtes n " inferieures à 14 kg/mm 2 dans le cas des tôles 

2A13 Utilisation de la théorie du module réduit. — La théorie du 
module réduit de flambage (chap. XYI, § 3.1) permet d’utiliser la formule 

mollMrf deïa de la limite de proportionnalité. Il suffit d’y remplacer 
e module d elnstinte d origine E par le module réduit E r correspondant au 
taux n sr considéré. 

nu ™énque. _ Utilisons les courbes données au chapitr 
ligure 10 a (alliage leger genre AU4G1) dans ie s conditions suivantes : 


XVI, 


e = 1,6 mm 


n cr =25 kg/mm 2 


noÆSP en II ^ 


d’où 


E,. = 5100 kg/mm 2 


P ni,ix—1.814 . 1,6 


5100 ,, , 

= 41,4 mm. 


2.i-74 Abaque de Newell. — En l’absence des courbes caractéristiques 
X l:, /q la JÎ I e J} létal 111 i IS ^ 0n Pourra employer un abaque reproduit Plam 
chej$9 u a -Newell . Lot abaque est établi pour les tôles de duralumin 
V ) en raccordant à la courbe d 'Euler, (formule de How- 

i c ? es fl , onnees P a . r la formule de Jonitson (chap. XYI, 8 3.22) pour 
c i erentes valeurs de limite élastique, considérées ici comme contraintes 
niaxiniQ, 

Application numérique. — Dans les mêmes conditions que ci-dessus, soit 
e =L6 et, n cr =25 kg/mm 2 

on trouve en adoptant n c =28 kg/mm 2 (limite élastique conventionnelle) 

E mas =81 mm. 

L’abaque semble donc donner des résultats désavantageux. 

2.475 Remarque — Pour certaines constructions en tôle épaisse on 
lorientent raidie (semelles de caisson de voilure, par exemple), on arrive à 
des valeurs de n c avoisinant la contrainte admissible h rupture en compres¬ 
sion simple (iUr-30 à ,35 kg/mm 2 pour le duralumin). L’expérience montre 
alors que le pas P doit, etre de l’ordre de 12 à 15 c pour les tôles do duralu- 


1. Référence : Journal of the Aéronautical Sciences, avril 1937. 

2 . — U existe également des abaques analogues basés sur la formule de Kankine. 
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min 1 eL que l’on a intérêt, au surplus, à quinconcer les rivets de fixation 
île deux raidisseurs voisins, de façon à contrarier la formation de plis per¬ 
pendiculaires au sens de l’effort appliqué. 

2.475 Diamètre des rivets. — 11 n’existe pas, à notre connaissance, de 
règle précise permettant la détermination du diamètre des rivets. On les 
dimensionne d’habitude en fonction des épaisseurs à serrer 

Exemples 

tôles de 5 +5 rivets de 6,4 

» 3,2+3,2 » 5 

». 1,6+1 » 3,2. 


3. TRAVAIL DES TOLES MINCES EN FLEXION 

3.1 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

Nous n’exposerons, ci-dessous, que l’étude du phénomène de plissement 
lui-même, c’est-à-dire la recherche des commîmes critiques, cette étude ser¬ 
vant essentiellement d’intermédiaire pour celles à suivre. 

Les panneaux fléchis sont, en effet, généralement soumis simultané¬ 
ment à un cisaillement provenant de la transmission d’un effort tranchant. 
L’influence de ce cisaillement devient alors prépondérante pour l’étude de 
la tenue des constructions après plissement. Nous traiterons ce problème 
dans un cas particulier, au paragraphe 6. 


3.2 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES ISOTROPES SOUMISES A UN 
MOMENT FLECHISSANT PUR. 

L’état de sollicitation est schématisé par la figure 15 a qui précise éga¬ 
lement les notations utilisées. ^ . 

Cet état peut, par exemple, être réalisé expérimentalement à l’aide d un 
montage analogue à celui représenté par la figure 15 b. 




Fig. 15. 



1 . — Kn utilisant les courbes du chapitre XVI, fig. 10, on trouve, pour n c ,. — 


113 kg/mnP 


E,.=2250 d’où 


P„,ax=-l.S14 



=15 e. 
33 
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Pour une certaine valeur de moment fléchissant, les régions de la pla-' 
que comprimées par ce moment deviennent instables. 11 se produit un pUs- 
seme.nl dont l’allure est schématisée figure 15 b. 

On désigne par contrainte critique de flexion n, 0 la contrainte maximum 
existant au niveau des bords de la plaque, quand celle-ci devient instable. 

Plie est donnée par l’expression générale 

La variation théorique de K ; en fonction de l’allongement afb des pan¬ 
neaux est donnée Planche 41, diagramme 1, dans 1e. cas particulier des pla¬ 
ques articulées sur leurs quatre côtés. 

Remarque. — L’examen de cette courbe montre que l’on peut, prati¬ 
quement, dans le cas particulier des panneaux articulés, adopter pour K, sa 
valeur asymptotique 

K/=21,6. 

On voit que ce coefficient est, environ, six fois plus élevé que celui cor¬ 
respondant aux mêmes plaques soumises à une compression pure 
(K C =3,G4). Cet accroissement traduit Vinfluence stabilisatrice des parties 
tendues sur les parties comprimées. 

Par analogie, on adopte souvent, pour des plaques encastrées sur leurs 
quatre côtés, 

K f =6,35x6=38,2. 

Pour les cas usuels (aines cîe longerons, par exemple), on pourra adop¬ 
ter la valeur moyenne 

K/=30. 


3.3 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES ISOTROPES SOUMISES A UNE 
COMBINAISON DE FLEXION ET DE COMPRESSION PURES. 

L’état de sollicitation est représenté par la figure 15 c. 

L’instabilité se produit, du côté surcomprimé par la flexion, pour une 
contrainte résultante maximum fou contrainte critique) 

n ro =n f +n c 

donnée par l’expression générale 

Nous donnons, Planche 41, diagramme 2, les courbes théoriques de 
variation du coefficient K',, dans le cas de plaques articulées sur leurs quatre 
côtés. Ces courbes correspondent à différentes valeurs des allongements afb 
et sont, tracées en fonction du rapport 

ni _ contrainte résultante du côté tendu pa r la flexion 
n'r contrainte résultante du côté comprimé par la flexion 

On retrouve les coefficients théoriques de flexion pure et de compres¬ 
sion pure aux deux extrémités de ce diagramme, v 

Notons que 1a, courbe af b = 1,5 pourra, pratiquement, être utilisée pour 
tous les allongements supérieurs à cette valeur. 

3.4 FLAMBAGE DES PLAQUES COURBES ISOTROPES SOUMISES A UNE 
FLEXION PURE. 

De même qu’en compression pure, la courbure des panneaux a une 
influence favorable sur leur stabilité en flexion pure. 
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D'après la publication américaine A. N. C. 5, on peut admettre pour n lu 
des valeurs supérieures d’environ 50 % aux valeurs de n C( déterminées, selon 
le paragraphe 2.3, pour les memes plaques. Prendre alors comme dimen¬ 
sion h la largeur développée de ces plaques. 


4. TRAVAIL DES TOLES MINCES EN CISAILLEMENT: 

CHAMP DE TENSIONS DIAGONALES 

4.1 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

Nous ne traiterons, dans ce paragraphe, que le cas théorique d'un pan¬ 
neau de tôle mince bordé, sollicité initialement en cisaillement -pur (effort, 
tranchant, ou torsion). 

Le phénomène plus complexe, mais plus généralement, réalisé, qui est 
celui de superposition d’efforts de flexion au cisaillement, sera étudié aux 
paragraphes 5 et 6. 

Comme pour la compression, nous examinerons successivement : 

a) Le. phénomène d’instabilité lui-même (plissement ) qui prend ici le 
nom de champ de tensions diagonales (§ 4.2 à 4.4). 

b) Le mode de travail après plissement et plus spécialement les sur- 
sollicitations, c’est-à-dire les efforts supplémentaires qui en découlent. 
(§ 4.5). 

4.2 EXPERIENCES DE DEFINITION LH' PHENOMENE D'INSTABILITE 
EN CISAILLEMENT. 

4.21 Montages d’essai. 

4.211 Moulages en cadre (lig. 10). — On peut réaliser une sollicita¬ 
tion en cisaillement pur d’un panneau plan en le montant dans un cadre 
articulé à ses quatre sommets ABOD, et on soumettant ce cadre à un effort 
de traction dirige suivant l'une de scs diagonales. 

Le cadre (composé d’éléments suffisamment rigides pour être consi¬ 
dérés comme indéformables en traction) est. relié à la tôle d’essai par une 
série de rivets ou boulons très rapprochés. 

La tôle n’est pas solidaire directement des axes B et G (ce qui se réa¬ 
lise, par exemple, par un trou dans la tôle de diamètre supérieur à celui 
de l’axe). 

Le cadre peut être carré (fia;. 10 a) ou rectangulaire (lig. JO b). 

Par suite de la réalisation du montage, l’effort appliqué F et la réac¬ 
tion — F doivenl se décomposer en deux efforts F, el F» agissant, sur les 
côtés du cadre et sollicitant la tôle par ses fixations sur ces côtés. 

On peut admettre que les fixations situées sur un côté sont également 
chargées, ce qui revient, à In limite, à solliciter choque côté par une charge 
uniformément répartie par unité de longueur. Montrons que celle charge 
que nous désignerons par t est constante sur les quatre côtés. 

Dans le cas du carré la proposition est évidente. 

Dans le cas du rectangle on a ffig. 10 b) : 
côtés BD et AC 


cotés AB cl CD 


P. Vaixat. — Résistance des Matériaux. 


R, 

b 
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Or. la similitude du triangle des forces et: du triangle A MC donne pré¬ 
cisément 1 

JL - JL 




Fui. 16. 

La force par unité de longueur r = T , = r 2 représente Vintensité du flux 
(ou écoulement) de cisaillement appliqué à la plaque de tôle considérée 

La contrainte de cisaillement est donnée par 

t= ~ avec e = épaisseur de la tôle. 

Remarques. — a) On démontre aisément qu’il n’existe que du cisaüle- 
menl par dans les panneaux. Il suffit, en effet, d’envisager une section quel¬ 
conque AA situee à l’abscisse x dans un panneau rectangulaire (fig. 16 c). 
par exemple. Considérons le système de forces appliquées aux trois côtés 

AH TT ,v . Gt BN sitllés au-dessus de cette section. On voit immédiatement 
que 1 eltort normal est nul. 

Le moment fléchissant vaut 

M = m* des forces sur AL + né des forces sur AM et BN (couple). 

M=-& • X — rX • b=0. 

Il reste un effort tranchant constant : T = xb. 

b) La démonstration précédente t, = x-, — x montre donc, une fois de 
plus, le principe de réciprocité et d'égalité des cisaillements loiiLdludinaux 
et transversaux. 

c) Les figures précédentes illustrent ce que l’on appelle un étal de 
cisaillement pur qui se représenté toujours par quatre lignes do flèches 
formant, un système de deux couples égaux et antagonistes (chap. Y1TÏ. 

S 2.2). 

4.212 Montage _ en torsion (fig. 17). — Un autre moulage, aussi cor¬ 
rect niais plus difficile a réaliser, consiste à solliciter «ni torsion une succes¬ 
sion de panneaux formant un cylindre. L’équilibre d’un panneau s’établit 
de la même façon. On trouve toujours un flux de cisaillement d’intensité t 
constante sur tout le périmètre du panneau (voir Torsion des corps creux h 
parois minces, chap. XTIT, § 4.13). Le panneau est donc également sollicité, 
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initialement, en cisaillement pur. (Jet essai permet, en outre, d essa) ei de> 
panneaux courbes. 




4.22 Observations d’essai. — Au début do l’essai, tousse passe nor¬ 
malement, comme pour des pièces prismatiques ordinaires. c 

un appareil (comparateur par exemple), permettant de mesu ei 
ment de la diagonale BC des cadres, ce qui permet de calcule, l angU de 
(/lifsentent j, on constate que cet angle croit linéairement avec la chaigt, 
c’est-à-dire avec la contrainte de cisaillement l (voir üg. le;. 

Puis, pour une certaine valeur : /„ de la contrainte t, on constate que a 
courbe s’incurve assez brutalement et qu’il se forme sur la.tôle une sc 
de plis parallèles inclinés, environ, à 45° sur les cotes du cadre. Les o • 
observations sont faites avec le montage en torsion ,, . 

La contrainte l 0 , correspondant a ce changement d état, s appelle — 
Irainle critique de cisaillement et le phénomène de 

prend le nom de champ de tensions diagonales ou, plus simplement, de hac 
lion diagonale 1 . 

4.3 EXPLICATION THEORIQUE, IMAGEE, DU PHENOMENE DE PLIS¬ 
SEMENT. 

4.31 Etat de sollicitation élémentaire avant plissement. — Isolons un 
petit élément carré abcd (fi g. 10 a) dans l’un des panneaux dl essai les.cotes 
de cet, élément étant parallèles à ceux du cadre (voir position do 1 oleme 
(11 g. 16 c). 

A„ début de l’essai, cet élément est sollicité uniquement par quatre 
contraintes tangonticUes t égales et se faisant équilibre (état ^ nsadlemen^ 
pur). On sait, que la déformation on cisaillement se fera suivant, a b cd si 1 on 
suppose, par exemple, le côté ah fixe (chap. A ITT, g •-)-, 

On voit immédiatement, que la diagonale bc lend a s allongea cl /a dn- 
fjovale ad à se raccourcir. On eu déduit donc qu’elles sont respectivomen 

temh o7» SStflmMm pfcyrfm* W*«Mte d’uno propriété entoile 
d„ cisaillement pur. démontrée en élasticité, qui peut se représenter n.ns. : 
à fon considère un élément découpé à 45" -par rapport au premier (par exem- 


, _ insistons de mm, «or le Mt «•«» contrainte critioùe ne çorreeSMjd 
nas à une limite do résistance, mais seulement à un changement de mode de trava l. 
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facespa r Ui'alre\^nlmin^ cet élément est sollicité sur ses quatre 
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Fig. 20. 

tiïiinte normale (liiigéa^eiWrartten^sùrT'M l" llile ' l ï"'unc seule con- 
. ‘ioe, cette nouvelle contrainte n' doit êtrew” * M v (% - 19 0- On conçoit 
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n est facile de l 0 vérifier eu combinant *1 m ° m( i 6 f 1 ; 0n ohfl(1 » f In figure 20 « 
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par l'apparition de contraintes de traction dirigées normale ment aux qua¬ 
tre côtés de la. plaque. 

4.33 Etat de sollicitation réel, après plissement. — En réalité, on 
peut admettre raisonnablement, qu après plissement, la tôle continue à 
transmettre par cisaillement pur sa contrainte critique t 0 . Cette hypothèse 
est, en eiïet, en accord avec les théories du flambage par compression, où 
les éléments flambés réagissent élastiqucment avec un effort égal h leur 
charge critique (équilibre indifférent, sous cette charge, voir chap. XVI, 
§ 2.1) b 

11 en résulte l'état de sollicitation réel , après plissement, représenté par 
la figure 21 où nous avons adopté les notations 

t, = «—«b et n t] —n t — t 0 . 



cisaillement pur Irachon diagonale pure 

(tauxcriUqiw) (supplément) 

Fig. 21. 



état réel apres 
plissement 


4.34 Conclusions. 

4.341 Quand une plaque isotrope, soumise a un état de cisaillement 
pur, atteint sa limite de stabilité, il apparaît un « champ de plissement » 
dont l’orientation est égale à 45° par rapport à la direction de l’effort tran¬ 
chant 

4.342 La plaque ne subit qu'une contrainte de traction pure, appelée 
« contrainte de traction diagonale », suivant la direction de ces plis. 

4.343 La plaque subit, eu outre, des contraintes de traction suivant les 
quatre directions normales à son encadrement (lig. 20 a). Cet encadrement 
est donc sollicité, par réaction, vers le centre de la plaque. C’est pourquoi 
l’on dit qu’une plaque mince bordée soumise à un état de traction diagonale 
« tire sur ses bordures ». Nous démontrerons d’ailleurs, plus géométrique¬ 
ment, cette propriété essentielle ail paragraphe 4.5 ci-après. 

4.35 Remarque. — On désigne encore, quelquefois, le mode de travail 
en traction diagonale, par « travail en diagonale tendue ». Celte désignation 
revient h assimiler la triangulation fournie par une plaque, à son encadre- 


1. — Dans le cas du cisaillement, la compression correspondante est celle orientée 
à 45° par rapport à t et elle a pour valeur n c = t. 

2. — En réalité, la rigidité des éléments de bordure fait que cet angle se trouve 
modifié au voisinage immédiat de ces éléments, les plis ayant tendance a s orienter 
normalement à l’encadrement. 
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ment à un système de deux diagonales souples. La diagonale comprimée se 
détend et seule la diagonale tendue transmet l’effort appliqué h 


4A CONTRAINTE CRITIQUE DE CISAILLEMENT. 

4.41 Plaques rectangulaires isotropes planes. 

4.4J 1 Formule. — Le phénomène d instabilité apparaît, en cisaille¬ 
ment pur, quand la contrainte l atteint une valeur critique t„ qui s’exprime 
sous la forme générale donnée au paragraphe 1.5, soit 



Dans cette formule, b désigne la plus petite des deux dimensions du 
plan de.la plaque rectangulaire. 

4A\2 ' Coefficient iv, — Le coefficient K s sc détermine théoriquement, 
selon la méthode exposée succinctement au paragraphe 1.4. 

11 dépend, pour un même matériau, de l'allongement a/b des plaques et 
de leurs conditions de guidages. 

Diagramme. — Nous donnons Planche 40 ( diagramme t), les courbes 
do variation de K, en fonction de l’inverse : bja de l’allongement 2 et pour 
les deux conditions théoriques extrêmes : quatre côtés articulés et quatre 
côtés encastrés. 

On remarquera que les valeurs de K s sont nettement plus élevées que 
celles correspondant à la compression pure. Cet accroissement est dû à 
« l influence stabilisatrice » des tractions qui accompagnent le cisaillement. 

Formule pratique. — La formule simple suivante, qui se traduit par 
la droite (5) indiquée sur le diagramme 1 de la Planche 40, peut, être utilisée, 
pratiquement, pour la plupart des cas usuels 


K*=5+6 


4.41 ;j Abaque. — Nous donnons, Planche 40 (diagramme 2), un aba¬ 
que établi en utilisant la formule pratique ci-dessus, donnant la valeur de 
Iv Cet abaque permet la détermination directe de la contrainte critique l 
en fonction des dimensions des panneaux. 11 est établi pour des plaques en 
duralumin (E = 7.000 kg/mur, a = 0,3). Son usage est indiqué sur la 
Planche 40. 


I ’ eraarc P iera O 116 les graduations logarithmiques correspondent à 
ecbeUe supérieure (carrés) de la règle à calculs de poche (longuem 
Igo ram), ce qui facilitera les interpolations. 


4.41w Démarqués. — L’allure des courbes donnant K s et t 0 , Plan¬ 
che 40, montre que la contrainte critique dépend relativement peu de l’al¬ 
longement des plaques. Elle est par contre, très sensible à la grandeur de 
leur plus petite dimension. 


L Si l'on suppose, cependant, que ces diagonales possèdent une- certaine ten¬ 
sion initiale, on sait (Ch. VI, § 3.3) qu’une part de l’effort sera absorbée pour déten- 
(ü-e la diagonale comprimée avant de tendre l’autre. On .peut, physiquement, assimiler 
la contrainte t a a 1 influence de cette tension initiale. 

petitfcôté ^ paramètre ne varie c l ue de 0 à 1 puisque b est, par définition, le plus 
3. — Référence : Précis d’aérotechnique, feuille Rd 1-6. 
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Exemple : Un panneau de fuselage-coque de petite dimension b = 150. mm 
(intervalle entre les lisses) et d’épaisseur e=l mm, admet les contraintes critiques 
suivantes, selon l’espacement a entre les couples (valeurs d'après abaque plan¬ 
che 40) : • 

1) a=300 mm : — =0,5 t c = 2,5 kg/mm* 

a 

2) a= 500 mm : JL =0,3 /„= 2,1 kg/mm 2 

a 

3) a=oe (couples non reliés au revêtement) : —— =0 ; t 0 = 1,55 kg/mm 2 . 

CX\ 


Dans cette dernière solution on retrouve la même stabilité que dans la solu¬ 
tion 1) en serrant les lisses à un pas : 0 = 118 mm au lieu de 150 mm. Cette dispo¬ 
sition peut, parfois, être avantageuse. 

4.42 Plaques isotropes de courbure cylindrique. — De meme qu’en 
compression ou en tiexion, la courbure des plaques exerce une « influence 
stabilisatrice » sensible sur leurs caractéristiques de flambage en cisaille¬ 
ment pur. 

4.421 Flambage par cisaillement d'un tube circulaire mince. — Le 
cisaillement, constant, est obtenu par une sollicitation en torsion (tig. 22 a). 

D’après Halle este ht et. Wagner \ la contrainte critique est donnée 
par _ _ 

^K-.E(ff + o,lEX 

avec 

K',=5 dans le cas des extrémités appuyées, 

K' s =!),l dans le cas des extrémités encastrées, 

1= longueur, et R = rayon du tube. 



Cette formule a été vérifiée pour R/e compris entre 250 et 4000 et pour 
1/R compris entre 0,25 et 5. 

Remarquons que le premier ter 


me de la formule : K, © -y 


représente, 


très sensiblement, la contrainte critique de la plaque plane obtenue par 




développement du lubc (petiio dimension / et coefficient K, voisin des coel- 
ficients K, donnés ci-dessus dans le cas des plaques de grand allongement). 
Le second terme représente / action stabilisatrice de la courbure. 


1 . 


Référence : Luftfahrtforschung du 20-9-1936. 





RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


r 5 


532 


Chap. MX 


4.422 Flambage, par cisaillement, d'une paroi, cylindrique. — D'après 
JiiBNER , in confiai rite critique csl donnée par 

|U=^\^ + (Ç 

avec /'„ = contrainte critique de cisaillement de la plaque plane obtenue 
„ par développement de la paroi (§ 4.41 et fig. 22 b) ; 

I o—contrainte critique de cisaillement du tube circulaire de même 
rayon R (§ 4.421). 

Application numérique. — Supposons que le panneau de l'uselnae- 

16 CaS ° Ù a ~ m (solution 2)‘possédé 

Nous avons : t' 0 =2, 1 kg/mm 2 (§ 4.414). 
our calculer t" 0 , adoptons pour K' s la valeur moyenne 

K/= - i - » 1+5 - =7,05 

iC 

il vient, avec l = a= 500 mm (§ 4.421) 


d'où 


V' —7,05 7000 (-A q +0,1 • 7000 =0,197 + 0,466=0,663 kg/inm* 


/„ —1,05+^ 0,66S J + 1,05 2 = 1,05 +1,24=2,29 kg/nnn-. 


4.5 ETUDE THEORIQUE D’UN PANNEAU PLAN ISOLÉ, APRÈS 
ETABLISSEMENT D'UN CHAMP DE TRACTION DIAGONALE. 

La théorie exposée ci-après, sous forme de simples démonstrations géo¬ 
métriques, est, généralement, connue sous le nom de « théorie des champs 
de traction ». 1 

Signalons que 6 cette théorie peut se conduire, d’une manière part.iculiè- 
iement elegante, en utilisant la représentai ion géométrique des contraintes 
autour d un point, connue sous le nom de « cercle de Mon h ». 

4.51 Notations et analogie physique. — Considérons un panneau rec¬ 
tangulaire A HCI) (fig. 23 a) soumis à une sollicitation en cisaillement 
engendrant une contrainte : t>t 0 ; c’est-à-dire un flux de cisaillement (force 
par unité de longueur du périmètre) 


7 > T 0 avec r= ~L et r 0 = Je 

e c 


roncï.T fr immédiatement, dans un cas général, nous désigne- 
angle, forme par la direction des plis avec F encadrement, cet 
an e Ie étant mesure selon 1 indication de la figure 23 b 2 . 

Lu cisaillement pur nous aurons donc : p - 43°. Nous indiauerons 

pour chaque résultat les simplifications correspondantes des formules. 

, Nous sav ? ns > qu'après établissement du plissement, la tôle ne subit 
qu une contrainte de traction pure suivant la direction des plis. Nous pour- 
I^donc usumler cette tôle à une succession de bandes sans raideur Frans- 

ïnSest rSgjr 9 {% 3 a)> ann,08U< * 4 des «'•- ôtant 


L Référence : Cahier aérotechnique, n» 47 . 
cisaiUe^e^mnue'^la'va^’de ’“ * fleXi ° n ’ QUÎ accom ^^ généralement, le 


♦ 
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Lo rôle de ces bandes sera de transmettre le supplément de sollicitai ton 
(au delà de la valeur critique) 

t, = t—SOit r l =r — T„ 

donnant; lieu à l’état de traction diagonale pure (§ 4.33). 



4.32 Contrainte de traction de la tôle. — Isolons la bande de tôle 
mnpq et supposons, pour simplifier les notations, qu’elle intercepte sur le 
côté BD un segment mn de longueur égale à l’unité (1 min par exemple, 
lig. 23 b). Cette bande reçoit doue, en traction diagonale pure, une force 
tangentielle 

Tj =r To — tt e. 

Par hypothèse, elle ne peut opposer à cet effort qu’une réaction, dirigée 
suivant son orientation. Il faut donc qu'un autre élément fournisse une 
autre direction de réaction. Ce ne peut être que l encadrement, giace a sa 
rigidité en flexion. Nous obtenons ainsi la décomposition de forces indiquée 
sur la figure 23 b : 

force /,= —b— suivant la direction de la bande, 
cos fi 

force f 2 =r 1 tg fi normalement au côté BD. 

La section droite de la bande envisagée a pour valeur 
s = mrï? • e=îü • e ■ sin fi=e sin fi. 

La contrainte de traction est donc 

= ./l = _Il_ 

1 s c sin /3 cos fi 

Or, 

h =tj et sin fi cos fi= S * n ' donc 
e * 

_ 2 t, _9 t l„ _ 

M sin 2 fi ~ sin 2 fi 

C’est l’expression de la contrainte de traction diagonale jnire, duc au 
supplément de contrainte b au delà de la contrainte critique. Notons que 
pour f> = 43°, on obtient (sin 1)0° = l) 

7ltl =2b=2 (t—U). 
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A cette contrainte, il convient d’ajouter la contrainte de traction due à 
la superposition de l'état critique de cisaillement pur (lie. 21 a) nui est sen¬ 
siblement égale à l 0 3 . 

Ou a donc, suivant Ja direction des plis, une contrainte, de traction totale 
de la tôle, connue sous le nom de contrainte île traction diagonale, ayant: 
pour valeur approchée (défavorable) 


n tl = L.+ 2 — t-éulo — 
sin 2 fi 


Pour p = 45" on obtient (valeur exacte) 


n,—2 t — t 0 . 


La contrainte de traction diagonale est, dans ce cas, égale au double de 
la contrainte totale, apparente, de cisaillement, diminué de la contrainte 
critique de cisaillement du panneau. 

4.53 Sollicitations supplémentaires des bordures. 

4.531 Efforts appliqués. 

a) Côtés verticaux AC et BD. — D après ce que nous venons de voir, le 
coté BD est soumis a une succession de forces normales uniformément répar¬ 
ties f 2 le sollicitant vers l intérieur du panneau. Ces forces ont pour valeur, 
par unité de longueur , 


1-2 = T i tg fi 

soit., en désignant par t 0 le flux de cisaillement critique : t 0 — /„ e, 

| fz = {?~T o) tg P | et pour 0=45° jj / 2 = r — r 0 . 

On démontre aisément que le côté AC est soumis à la môme sollicita- 
lion din^ve symétriquement, c’est-à-dire vers Vintérieur du panneau. 

b) Côtes horizontaux AB et CD. — : A l’aide d’une décomposition de 
forces analogues à celle effectuée ci-dessus ( fi g. 23 b), on démontre que les 
côtés AB et CD sont également soumis à des sollicitations uniformément 
reparties, orientées vers l’intérieur du panneau et ayant pour intensité, par 
unité de longueur 


f s = (v~r n ) cotg fi 


et. pour /3 = 45° 



4.332 Conséquences. — Avant l’établissement, du champ de traction, 
le panneau était soumis au système de sollicitations représenté, ligure 24 a. 
Après plissement, les bordures sont, en supplément, sollicitées vers l'inté¬ 
rieur du panneau par les systèmes de force réparties / 3 et f 3 (fig. 24 b). 

Il est essentiel de bien remarquer que ces « sursollicitâtions » des bor¬ 
dures forment, par elles-mêmes, un système en équilibre. Sous leur action. 
les éléments de bordure tendent à s’infléchir vers le centre du panneau, en 
prenant mutuellement réaction les uns sur les autres (fig. 24 c). 


1 - — Cette contrainte n’est rigoureusement égale à t 0 que dans le cas où |j = 40-' 
(cisaillement pur). Mais nous verrons ci-après que <• s’écarte peu de cette valeur. 
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Il en résulte une compression et, une flexion supplémentaires de ces 
éléments, évaluées ci-après. 


V 



Fig. 24. 


4.533 Compression des bordures. 

a) Côtés verticaux AC et BD (de dimension b). Ils fournissent appui 
aux côtés horizontaux de dimension a, d’où un effort de compression 



b) Côtés horizontaux AB et CD (de dimension a) 



Ces compressions se superposent à celles existant, éventuellement, par 
suite de la mise en charge du panneau (transport des forces t). 

4.534 Flexion des bordures. — Au milieu des éléments de bordure, 
supposés articulés aux quaire angles du panneau, l’on obtient les moments 
fléchissants maxirna suivants : 


Côtés verticaux (dimension b) 



Côtés horizontaux (dimension a) 



<-> > 
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4.Ü4 Remarque. — La théorie des champs de traction est souvent pré¬ 
sentée en admettant que la tôle travaille exclusivement en traction diugo- 
nale après plissement, c'est-à-dire en supposant nuis les termes /„ ou 
t u des formules ci-dessus 

Cette approximation (dclayorahle) n’est acceptable que si la contrainte 
cnliquo /„ est très laible vis-à-vis de la contrainte de cisaillement réelle 
d utilisation. Or, en pratique, avec les dimensions usuelles, la correction 
présentée ci-dessus ne peut être négligée. 


4.G DEFORMABILITE EN CISAILLEMENT, APRES PLISSEMENT. 

L’allure de la courbe expérimentale, donnée ci-dessus ligure 18, met 
en e\ idence lin accroissement de la déformabilité des panneaux sol I ici lés un 
cisaillement, apres apparition de leur instabilité. 

Le phénomène a été étudié expérimentalement par Wagner et Laiide 2 . 
basant apparaître un module d’élasticité transversal cornaé (/, après 
plissement, on constate que le rapport 


G' _ module corrigé 
G module initial 

décroît très rapidement quand la contrainte /. devient supérieure à l u . 

, Le rapport^se stabilise ensuite vers une valeur moyenne, sensiblement, 
•‘gale a o = 0,7, quand la contrainte réelle devient supérieure à cinq fois 
la contrainte critique. 

On pourra en pratique, adopter cette valeur dans les calculs de défor¬ 
mation après plissement. 


5. TRAVAIL DES TOLES MINCES SOUMISES SIMULTANÉ¬ 
MENT A DES SOLLICITATIONS NORMALES ET TANGEN- 
TIELLES AGISSANT DANS LEURS PLANS 


5.0 REMARQUE PRELIMINAIRE. 

rehîi^i sont ’ en l }l ' a bque, rarement sollicités en cisaillement pur. 

rTÎml general, accompagne d une flexion (cas des âmes de longerons) ou 

d une compression OU tvacl.ion (c.U S ripe nanimonv fin fiionlnmin . _;L. t 


. ■t'i—^ " i-iiaïup ub pnssement » omique que i on englobe encore 

mi'éeq 1 nnïTi-m “i faction diagonale ». Les sollicitations complémentaires appli- 

facon Snéroip ??;uflr' 1C f 86 détemiirient selon la méthode exposée d’ûne 

iaçon généiale (/3 different de 45°) au paragraphe 4.5 

lui mémo à0 "\ ci ?P r f’ à rétude phénomène de flambage 

nf iîm io ’l O a - a re( i hfirche des contraintes critiques et à la détermi¬ 
nation de 1 angle fl forme par les vagues de plissement. 


5.1 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES RECTANGULAIRES, SOUMISES 
A DES SOLLICITATIONS NORMALES ET TANGENTIELLES UNIFORMES. 

5.11 Condition de stabilité. — Les résultats que nous exposons ci- 
apres sont extraits d’une étude théorique et expérimental© due à Wagner :i . 


ù WAGî^R C eSt S ° US œUe f ° rme qu ’ est '“-ésentée la théorie de base due principalement 

2.— Référence : Luftfahrtforschung, vol. 13, n° 8, du 20-8-1936. Traduction- 
Cahier aerotechnique, n° 12. • 

nique, m R $ érence : Luftfahrtforschung du 6-11-35. Traduction: Cahier aérotech- 
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Ils concernent des plaques rectangulaires de grand allongemen t fen pra¬ 
tique a/b > 2,5) soumises aux conditions de liaisons marginales idéales, 
suivantes : quatre côtés articulés ou quatre côtés encastrés. 

Dans le cas général (lig. 25 a), la plaque es! soumise à un cisaillement 
produisant une contrainte / et à deux sollicitations perpendiculaires diri¬ 
gées en traction ou compression donnant lieu, respectivement,, a une con¬ 
trainte normale uniforme n x dirigée dans le sens longitudina et a une con¬ 
trainte normale uniforme n„ dirigée dans le sens Iran sversal Les rosuliais 
ci-après supposent ces dernières contraintes .positives en Iraclmii. _ 

Un <us particulier, très fréquent, .dans les applications, est celui ou 
= 0 (lig. 25 b). 

La condition de stabilité s'exprime par 


t > l'„ 


r„=K e(-î- 


r>x n% —]\tô 


Fig. 25. 


lv étant un coefficient, tributaire des contraintes u. r et n u . dont les 
expressions sont données Planche 42 pour les deux cas de fixations men¬ 
tionnés ci-dessus. 

La Planche 42 donne un abaque à point s alicjnés permettant un usage 
commode de ces formules qui seraient d’une utilisation “umenque malai¬ 
sée Le critère de stabilité considéré est donc la continuité de c ai 
lement t qui accompagne les contraintes normales n, et n Dams te ws 
particulier de la ligure 25 b, la droite d'alignement devra abou¬ 
tir aux graduations de droite correspondant a njm — v. 

Remarque. — H est délicat de préconiser une règle ù suivre dans un cas 
de fixations pratiques d’un panneau (fixations intermediaires entre une 
articulation et un encastrement parfait). Dans le meme espn t qu au pma; 
«ranhe 1 03 on peut conseiller, pour un panneau nppai tenant a une . 
tare continuel pari et d'autre de ce panneau, d'adopter la moyenne arith¬ 
métique des deux valeurs lues sur l’abaque. 

5.12 Application numérique. 

5.121 Données. — Considérons, de nouveau, le panneau de fuselage- 
coque étanche envisagé au paragraphe 2.24, soit 

^-1,25 mm, h = 150 mm . F.=7.000 kg/mnr 


(=7.000 (A^V =0,480 kg/mm-. 
\ 150 / 


1 . _ Le calcul de cet abaque est dû à M. F. Komtamk. ingénieur 


à la R.NX’A.S.E. 
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. Stabilité sans pression intérieure. _Dans ce en. n _ n 

■ ebt dü aux eûorts généraux de flexion de Ja coque 1 ' n * 

-Si xr 1,4 ks/mm ’ (va,eur 

SülL n x /m= — 1,4/0,486=—-2,86. 

I-’abaque donne (alignement n u /m=0 avec njm) : 


En adoptant 


panneau articulé : K = 1,85 
panneau encastré : K=5,65. 

K = 0,5 (1,85 + 5,65) =3,75 
£'o= 3,75 ■ 0,486= 1,82 lig/mm 2 . 


On trouve (al%nemm t r a nategwi tu^cl-dlslua^™ 1 ”’ SOit : n ^ m = U ' i - 

panneau articulé : K = 10,7, 
panneau encastré : K =21,1. 

En adoptant K=0,5 (19,7-+21,1) =20,4 

on a donc 

£ o=20,4 • 0,486 = 9,9 kg/mm 2 . 

i« ^a.a ! fe aix a,iijSc £+• «* 

ntl=4 ^ mm2 et rc, 2 = w„=8 kg/mm 2 
d ’ 0U n,/»i = 16,5. 

cas o,’ü r fa“': la criti ^ 6 de cisaillement q „ e dans le 

panneau articulé (alignement njm = 18,5 ; k - = 1>8 5) . 

v x /m =~9 ; 

panneau encastré (alignement nj m = 18,5 ; K = 5,65) • 

n.Jm.=~ 8,6. 

Valeur moyenne : —8,8. d’où (tf . o.«6—4,8 Ig/nu*. 

° n “ 

—4,3—4=—8,3 lcg/mm 2 . 

IisatSe^rdérabl^âMo n^ 8 n "'' me P^g. 2.24) l'influence stnl.i- 
d'nno co^uo (la contra in /e Km', 0 ” ! nU ' nnm ' ™ '«• mailles comprimée» 
pins forte dans l’exemple considéré)' 1 ” com P rcS8,on devient environ 0 fois 

-mpl^on p P „r:: dilata 

s* 
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précédent. C'est d’ailleurs ce que nous avons fait, implicitement, dans la 
précédente application numérique. 

Pour dos courbures plus importantes, nous reproduisons ci-dessous des 
formules dues à Wagner et Dallehstedt 1 qui sont relatives à des plaques 
cylindriques do grand allongement, sollicitées longitudinalement en trac¬ 
tion ou compression (c’est-à-dire sur les côtés galbés), en supplément à un 
cisaillement. Le schéma de principe est donc analogue h celui de la fig. 21» b 
(avec la dimension b galbée). 

En posant : 

_ n x contrainte normale appliquée _ 

- n co ~ contrainte critique en compression pure 

v _ t__ __ contrainte tangentielle appliquée 

/„ contrainte critique en cisaillement pur 

la condition de stabilité s’exprime par : 

a) si u > a (compression + cisaillement) : 

V « Yl — u ; 

b) si u < o (traction + cisaillement) : 
v < 1 — 0,5 u. 

5.3 FLAMBAGE DES PLAQUES PLANES RECTANGULAIRES, COMPRI¬ 
MÉES, FLECHIES ET CISAILLEES. 

La condition de stabilité est traduite par l’abaque ci-dessous (fig. 2o bis) 
extrait de la publication américaine A.N.C.5. 

Cet abaque fait apparaître les trois rapports : 

_ _ _ contrainte de cis aillement_ 

t n contrainte critique en cisaillement pur 

o_ nf_ _ _ conlrainte maximum de flexion _ 

n ln contrainte maximum critique en flexion pure 

_ _?iç_ _ contrainte de compression (uniforme) 
y ~ ~~ contrainte critique en compression pure 

Connaissant, deux de ces rapports on en déduit le troisième qui donne 
ainsi la sollicitation correspondante admissible sans plissement. 

Cas 'particulier. — Un cas particulier, très fréquent, est. celui où n, = 0: 
plaque soumise à un cisaillement et à une flexion pure (sans eflort normalV 
On utilisera alors la courbe y=0 qui est un arc de cercle d’équation. 

7 ? + ( 3 -= \ 

Application numérique 

Soit une âme de longeron de dimensions : 

h -?00 mm. (hauteur entre semelles) ; 
rf=?00 mm. (distance entre montants) ; 
c=2.5 mm. 

en duralumin (F, = 7000 kg/mm 2 ). 

En flexion pure, le côté chargé étant la. dimension h on a, d’après le para¬ 
graphe 3.2 : 

7i/ o =30 • 7000 f =14,6 kg/mm 2 . 


1. — Référence : "Luftfahrtforschung du 20-9-1936. 

2. — Nous donnerons ci-anrès (§ 6-73) une autre application numérique, présentée 
sous une forme d’utilisation plus directe. 
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planehe C « ai - IIeineJ,t ^ petile dimensiün étilllt d > on a, d'après l’abaque de la 

t 0 = 9,9 kg/mm 2 . 

Envisageons une contrainte maximum de flexion (au niveau des semelles) : 

n /=10 kg/mm 3 


d'où : 


^ W = 0 ' 751 


Le plissement aura lieu pour une contrainte de cisaillement I, telle que : 


soit : 


*=—— = 0,66 (abaque) 
‘(1 

I =0,00 0,0=6,54 kg/mm 2 . 



5.4 


CARACTERISTIQUES DU PHENOMENE DE PLISSEMENT. 


Ainsi que nous l’avons indiqué ci-dessus, l'instabilité sc manifeste par 
un champ de plissements obliques. 

L allure de ces plissements s’étudie lliéoriqiieinenl; (à l'aide du cercle 
de -Momr) et expérimentalement. 

On constate que les plis conservenl, vers le milieu des panneaux, une 
orientation voisine de 4S°. Ils tendent, par contre, à s’infléchir tangent iel- 
lement aux membrures tendues et perpendiculairement aux membrures 
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comprimées par les sollicitations normales exercées avec le cisaillement. 

La figure 26 a représente l’allure théorique (les plis obtenus pour une 
sollicitation en flexion + cisaillement. 

En fait, cette allure se trouve influencée par les conditions locales pro¬ 
pres à chaque cas particulier. 



Fie. 26. 


Règles pratiques en flexion -f cisaillement. — On a établi, expérimen¬ 
talement., les règles suivantes qui réduisent le problème à celui de « plis 
linéaires équivalents » inclinés d’un angle p par rapport aux côtés où 
s’exerce la sollicitation en flexion L 

En désignant par l et h les deux dimensions du panneau (fig. 26 b) on 

obtient 

a) si i<h p ss 45° 

b) si l> 2 h l'ongle fs est défini par la relation théorique : 



en désignant par n s la contrainte maximum de flexion et par t la contrainte 
de cisaillement. 

c ) si h<l< 2 h, on peut admettre une variation linéaire de p entre 4o° 
et la valeur p 0 trouvée par la formule ci-dessus pour Z=2/t . 

On a donc (voir iig. 26 b) 

£=45° — (45o — 


Remarques. 

En pratique, le cas 6) est peu fréquent et l’on obtient rarement, dans 
■q cas, un angle p inférieur h - = 22°00' qui correspond à un rapport 


2— = I =2-^- 
n n a 

on'désignant®par t„ et n a les contraintes normale et tangentielle admissibles. 

L’angle p varie donc, pratiquement, entre 22°30' et 45°. Remarquons 
que la valeur p = 46° introduit de telles simplifications dans les calculs 
qu’on l’adopte souvent, d’une façon générale, pour tous les calculs de 
dimensionnement. 


1 _ tidfërence : Calcul théorique et pratique des constructions en tôle mince, pai 

.1. Dupin (E. N. S. A., juillet-août 1937). 
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De nombreuses théories, en particulier celles de Wagner sont ron- 
uites en utilisant exclusivement cotte valeur fi = 4b° 


6. CALCUL PRATIQUE D’UN LONGERON MÉTALLIQUE 
A AME MINCE APRÈS INSTABILITÉ DE L’AME 

ü.O REMARQUES PRELIMINAIRES. 


eipaleg telhforiés'cMessu? *** minCes con ‘ üt ™ Vune des appl«i!Bo»» prln- 

générales de la'flïSon'îlï T T été a P po . rtées » lors de cette étude, aux'théories 
mène d%tàbmté ^ 3 P ° UtreS ’ S0,,t dUes eT1 raa i e ™ partie à ce phéno- 

qui découlent' du^llsseinent ^ Chiffrer pmüquement les « «‘«sollicitations ,, 

iiP„ S > r ;; al0 ' ,S , ' que Cet ! e gestion a fait l’objet de nombreuses études donnant 
'lieu A des calculs matériels plus ou moins complexes 

tées »ar S LÎuD? 0 efwîr5î; ? e ?. UC0U J ) * Ppuyé sar Ies résultats d’expériences exécu- 

complémenlaires corraspondanf àTa ftéoKfc® 

îÆM rigidilés ] -las éèu voisinage 

^sLrdetr 8 * en “• qu ’ en —‘ 

laiton X ' C 0 î"i’ nï POrté - SUr A d ° s tô,es de très faible épaisseur (tôles de 

se fl i ’ î > soumises a des conditions de fixation idéales et pré¬ 

sentant d.s contraintes critiques très faibles (f o <0,5 kg/mm 2 ) Le rapport fit 

52" daDt à c f« ^ais est, par suite, considérablement J sunérLur à ceux 
I o construction usuelle. Nous ne reproduirons donc pas ces résultats 

La méthode que nous proposons est conforme à celle préconisée par le 

dèssus au paragraphe 4 5 ° aCCOrd aVCC les P rinci P es 'boriques exposés ci- 

appÆo^tSÆ'ë ^pST***’ "° US effeCtU8r “ S * au 6.7. une 

mia C mm,I nt /i h ° d , e Se S'éuéraüse aisément aux différents types de construction en 
“ «* P “ eXemPl6) ’ aînSi *“ 


(fl DONNEES DU PROBLEME (fig. 27). 

. ril'‘ (), ) 1S1 i ( ! t ' ,0n ^ un 1 !? ng . eron composé de deux semelles concentrées AB 
FF GH kl” 0 <ime d ’ epa,ssem * mince e > raidie par des montants, tels que 

Pour nous placer dans un cas usuel, nous supposerons que les semelles 
convergent longitudinalement, sous un angle «, cet angle étant suffi sam- 
menl liuble pour que 1 on puisse confondre sa mesure, en radians, avec sa 
tangente et pour que l’on puisse, pratiquement, assimiler les panneaux 
a ame a des rectangles (cas d’un longeron d’aile, par exemple). Nous suppo¬ 
serons egalement, lame non ajourée. 

Dans une section courante, située au milieu rîo l’un des panneaux de 
largeur l (intervalle entre montants), nous désignerons par : 

M le moment fléchissant ) , , , .. . , , 

T l’effort tranchant total 1 evnlués au coefficient de calcul à la rupture 


1. — Référence : Luftfahrtforschung du 20-8-1936. Traduction 
nique, n° 42. 

2. — Référence : Note n» 26 S. T. Aé/E. G. du 20-2-1944. 


Cahier aérotcch- 
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h la hauteur apparente de Lame (distance entre ses fixations aux 
semelles) ; 

h' la distance entre les centres de gravité des semelles (hauteur équi¬ 
valente de lame, voir cliap. IX, § 3.7Î3 et 7.3). 

L’effort tranchant rcduil T' agissant en cette section est donné, avec 
les conventions de signes indiquées sur la figure 27. par expression 


t'=T— -M-tg 7 

(cliap. IX, § 3.84 et 7.32). 



6.2 RÉPARTITION DES CONTRAINTES DE L’AME, DANS LES SECTIONS 
DROITES DU LONGERON. 

6.21 Avant plissement de l’âme. — I. ensemble de la poutre (âme et 
semelles) forme alors un corps homogène auquel on peut appliquer inté¬ 
gralement les formules de la flexion plane. 

Un élément d’âme situé à une distance z de l’axe neutre (fig. 28 a) est 
donc soumis à : 


\ï 

une contrainte normale (flexion) z, 


T' W 

une contrainte tangentielle (cisaillement) t = ~~ë 

avec, dans la section droite considérée : 


1=moment d’inertie de l'ensemble semelles-âme, 

W = moment statique, par rapport à l’axe neutre, de la partie de section 
située d’un même côté de l’élément envisagé. 


Les contraintes normales de Vainc sont donc réparties selon la lig. 28 b. 
Lame supporte une partie du moment fléchissant, car les forces correspon¬ 
dant à cette distribution engendrent un moment par rapport à l’axe neutre. 

La répartition des contraintes langcntiellcs se fait, selon l’allure repré¬ 
sentée, également, figure 28 h. Nous avons vu au chapitre IX, §§ 3.73 et 
7.31, qu’on peut, en pratique, confondre la courbe correspondante avec 
la droite moyenne donnée par 1 


c’est-à-dire admettre 


f=^- 

h’e 

un flux de cisaillement, constant : t = 


T' 

—rr avec 
h 


h'= 


hauteur 'équivalente de l’âme (distance entre les centres de gravité dos 
semelles, voir cliap. IX, § 7.2). 


1 . — L’uniformité de cette répartition n’est, dans ce cas, qu’une simple hypothèse 
simplificatrice. 
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6.22 Instabilité de l’âme. — A un certain « coefficient de charge » la 
combinaison des contraintes n et 1 donne lieu à une instabilité de lïimc qui 
se manifeste par un plissement, oblique incliné d’un angle p (§ 5. : pan¬ 
neau de dimensions / et h). 

Nous conviendrons de désigner par t' 0 la valeur particulière de / qui 
correspond à cet état critique, sous charges combinées. A cette valeur cor¬ 
respond un flux critique : t' 0 = // 0 • e (voir Application numérique. § 6.711). 




(ê> 
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1, 
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X 


J!L 
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6.20 Après plissement de l’âme. —Au delà de la charge critique, les 
bords du panneau sont soumis à un flux uni formé ment réparti d'intensité 

r= X- 
h' ' . 

lie plus, Taine ne subit, dans une même section, qu’une contrainte 
normale constante ., dirigée en traction ci ayant pour valeur 

n= X =(/— 1\) tg ,8 

(voir § 4.531) ’. 

Nous obtenons donc un diagramme de contraintes normales selon la 
ligure 28 c. Ces contraintes étant toutes orientées dans le même sens (trac¬ 
tion), elles ne peuvent donc pas équilibrer de moment,. 

6.24 Conclusion. — Après instabilité , l’âme ne participe plus, effecti¬ 
vement, à la transmission du moment fléchissant. On doit donc calculer 
l’inertie de la poutre en négligeant la section de l’âme. 

6.20 Remarques. — a) Cette conclusion s’accorde avec l’hypothèse 
simplificatrice conseillée au chapitre IX, § 7., pour le calcul de I. 

b) En fait, nue partie de Taine se trouve stabilisée au voisinage des 
semelles. On pourra donc, néanmoins, intéresser une certaine bande (l’âme 
au niveau de celles-ci. On admet généralement que leur largeur est égale à 
la « largeur équivalente » des tôles minces comprimées (§ 2.45), soit, 
d’après Karman 

c = 0,95 ck 1 2 ' — ■ 

X n f 


1 . — Les forces qui correspondent à cette contrainte engendrent la sollicitation 
uniforme /, des bordures. 

2 . — on pourra pratiquement, en première approximation, adopter c — 15 e. 
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11 est évident que dans le cas de semelles importantes, là section sup¬ 
plémentaire ainsi déterminée reste négligeable, en pratique, pour 
de l’inertie de l’ensemble des sections du longeron. 

c) Les méthodes de calcul exposées au chapitre IX, paragraphe - 7., o^- 
tent donc valables, pour la détermination des contraintes dues aux tll 
généraux. 11 nous reste à évaluer les contraintes complementaires «lues . 
phénomène de plissement. 

6.3 CALCUL DE LA TOLE D’AME. 

Pour vérifier la tôle d’âme, il y a lieu de tenir compte de J 
ment de résistance dû aux trous de rivets. Nous désignerons pai P le 
delrtage cf pal d le diamètre des rivets de la liaison âme-semelles (qm 
crée d’une façon générale, un affaiblissement supérieur a la liaison âme 
montai™ Dans le cas d/mne liaison par soudure électrique par points, on 
prendra pour les tôles d'AU4L 

d= 0,6 d' 

avec d'= diamètre du point (voir chap. Vlll, § *>.4). 

Condition de cisaillement , - De même qu’avant plissement il convient 
de vérifier la condition de cisaillement donnée par 

avec t=-^ 

en désignant par l. la contrainte do cisaillement pur admissible (égale à 
0 8 n a , avec n a =contrainte de traction adnnssib c). 

Condition de traction. - La contrainte de traction diagonale n, (trous 
non déduits) est donnée par la formule du paragraphe 4.52, soit, dans le 

cas général _ 

Nous admettons que l’affaiblissement de la tôle est mesuré par le rap- 
port (fig. 29) 

ne P cos /3 —d _ j_ d - . a , 

d gç — P COS fî P cos P yÇ I ^ 

On devra donc vérifier la condition | \ I 

A xK M. ,_ ATS**" 1 *!* 

; VT 

soit, dans le cas d’un angle fi = 45° X \ 


Fig. 29. 


v. — - 

Remarque. — D’apres les résultats expérimentaux de «t Wagneb 

il convient d’observer une certaine prudence pour le dimensionnement 
l’âme qui peut en réalité, supporter des contraintes plus élevées que les 
contraintes théoriques, notamment aux angles des panneaux. 

11 semble que, pour les valeurs usuelles de jr (soit environ 2 à 4), il 

convienne de se réserver une marge de sécurité de l’ordre de 20 % (voir 
Application numérique, S b.7b). 
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6.4 CALCUL DU RIVETAGE AME-SEMELLES. 

Posément, les rivets ne son! soumis qu’à des efforts dirigés 
parallèlement aux semelles (dûs au glissement longitudinal de flexion). Avec 
1 approximation admise ci-dessus, en ce qui concerne le taux de cisaille¬ 
ment moyen de l’Ame (§ 6.21), ils assurent donc la transmission d’un effort: 

___T^ 

h' 

par unité de longueur du rivetage. C’est ce que nous avions indiqué au cha¬ 
pitre IX. paragraphe 8.3. 



Fig. 30. 


Après plissement , nous avons vu que la tôle « tire sur ses bordures ». 
On obtient le long des semelles, qui matérialisent les bordure AB et CD du 
panneau étudié au paragraphe 4.531, un effort par unité de longueur 

A = ( r — r'o) cotg p (avec r\=t\ e). 

Les rivets sont sollicités par la résultan le f r de r et de /,, soit (fig. 30) 

tr = 

(force par unité de longueur), 

Si 1 ou désigne par R la charge admissible à rupture, pour un rivet 1 
on doit donc avoir un « pas résistant » P' du rivetage 2 . tel que 

1 P7r<R ) 


Dans le cas où p = 45", on obtient la relation directe 


PV r ~ + [ t — r ' 0 ) 2 <R j 


Remarquons que, dans ce cas, une valeur défavorable de P’ est donnée 
par la relation simple 

p/ = R 
r VST 

(valeur obtenue en supposant t o '=0). 


1 - “7 La charge K peut être : soit la résistance au cisaillage d'une section de 
rivet (simple cisaillage), soit la résistance cle deux sections (double cisaillage), soit, 
enfin, la force admissible au mâtage de la tôle d’âme sur le rivet si ce critère orédo- 
mine (ch. VTTT, § 7.). 

2 - Lc P as résistant P' est égal au pas apparent P, pour un rivetage à une 
rangée, et à la moitié de ce pas pour un rivetage à deux rangées identiques etc... (Voir 
ch. IX, § 8.1). 
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6.5 CALCUL DES SEMELLES. 

6.51 Sollicitations avant plissement. 

est donnée par la formule courante 


— La contrainte de flexion n, 


Nous avons vu, au chapitre IX, paragraphe 7.2, que l’on peut, en pra¬ 
tique assimiler le moment fléchissant M à deux composantes 

1 

agissant en traction ou compression uniformes dans chaque section droite 

des semelles. , , ._ . 

Cette approximation se justilie d autant plus que 1 aine est mince et 
elle devient encore plus voisine de la réalité si l'aine est instable (pu\squ elle 
ne participe effectivement plus à la résistance en flexion). 

6.52 Compression supplémentaire. D'après ce que nous avons vu 
au paragraphe 4.533, etiaque semelle supporte, par suite du plissement de 
l’âme dans un panneau de hauteur h (lig. 24) une force de compression 
supplémentaire _ _ 

, C'=— |— (r-V,) tg P 

On obtient donc, finalement, les efforts normaux résultants suivants 
(en valeurs absolues) 

semelle comprimée par la flexion générale : 

N c =F + C'; 

semelle tendue par la flexion générale : 

N t = F-C' 

d’où les contraintes normales, uniformes dans une meme section droite de 
surface S d’une semelle 1 

;; ct 

Dans le cas particulier où p = 45°, on obtient 

■ C'= A 

: _ - 

'si l’on néglige le flux critique t,/ devant le flux réel t et si l’on assi¬ 
mile k' à h, l’on obtient l’expression approchée simple 


L’effort, de compression supplémentaire est sensiblement égal a la moi¬ 
tié de Veffort tranchant réduit. C’est le résultat approché que I on utilise, 
généralement, dans les calculs rapides. 


]_ _ La section S des semelles pourra être évaluée en tenant compte d une lar¬ 

geur d’âme intéressée c (Voir paragr. suivant et fig. 31 &). 
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maux pai une charge par unité de longueur (§ ' 

f 3 =( r ~-'«) cotg- fi. 

SETS MS rs 

ùq. c cl assimiler chaque travée à une poutre bi-encastréo (par conUm él 
dm^expressums suivant,, des moments maxima 

au niveau des montants (moment max. maxhnorum). 


panneaux 


Fig. 31. 

Chaque semelle résiste ù ces « moments si 
n P 011 , 1 '™- cependant, intéresser avec elle mu 

(§ e 2^l) nél ' a 6ineTlt a<,UliSe 68010 h la lar 8 eu 

(soit : c=15 e, eh première 

Désignons par ^ et ÉU les modules 

respondent à cette flexion secondaire autour d 

■ u . n oùtie, ? t ,es contraintes supplémentaire 
atteintes au niveau des montants : 


(compression côté intérieur) 


(traction côté extérieur.) 


Cas particulier. — Pour 15 = 45 


nous savons 


En négligeant r n ' = l,'e 
première approximation 


on obtient la valeur défavorable utilisée 



(valeur absolue). 
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6.54 Contraintes résultantes. 

Semelle comprimée : n r =n c + n ci ; 

Semelle tendue : n' T =n t +n tl . 


6.6 CALCUL DES MONTANTS (OU RAIDISSE URS). 

6.G0 Remarques préliminaires. — Nous désignerons par montant courant un 
montant non situé en bordure du longeron (montant extrême) et non chargé de 
transmettre.à l'Ame une charge concentrée extérieure importante (montant d'in¬ 
troduction de charge). 

Les montants sont réalisés par des profilés laminés ou étirés, ouverts ou 
fermés, situes d’un seul côté ou bien de part et d’autre de l’âme. 

Leur liaison directe aux semelles n’est pas obligatoire quoique celle-ci assure 
une meilleure transmission des efforts, ils sont reliés à la tôle d’àme par rivetage 
(ou soudure par points). D 

Leurs contraintes admissibles sont, généralement conditionnées par leur tenue 
au flambage local et au flambage general. On peut admettre, sur ce dernier point 
que le flambage ne peut tendre à avoir lieu que dans le sens perpendiculaire à 
la tôle dame (celle-ci assurant un appui efficace dans son plan). 

6.G1 Calcul des montants avant plissement de l’âme. — Avant plisse¬ 
ment de 1 tune, un montant courant ne subit, théoriquement, aucune 
charge, puisque chaque panneau travaille en cisaillement pur. Cependant, 
a présence de ces montants est précisément nécessaire pour fragmenter 
l ame en panneaux suflisamment étroits pour qu’ils ne plissent pas. On 
s impose meme souvent, pour certaines constructions (structures-caissons 
en particulier) un pas l, tel que les panneaux d’âme restent stables jus¬ 
qu aux charges maxima de calcul, afin d’éviter, notamment, les sursollici- 
lations des semelles, étudiées ci-dessus. 

Le rôle des montants est alors d'avoir une rigidité de flexion suffisante 
poui que l ensemble de lame (tôle 4- montants) admette une contrainte 
critique de flambage supérieure à la contrainte réelle de cisaillement de 
1 âme. 

Cet ensemble constitue une plaque plane raidie (ou plaque orthotrope). 
La théorie do la stabilité de ces éléments montre que leur contrainte critique 
* de. cisaillement est donnée par l’expression 1 



avec : « et b - côtés du panneau raidi, e = épaisseur de la tôle ; 

Ii = moment, d’inertie d’une section du panneau raidi parallèle au 
côte a ; 

l b = momen ^ d inertie d’une section du panneau raidi parallèle au 
coté 6 (ces moments d’inertie étant relatifs aux axes d’inertie parallèles à 
la tôle d ame). 

Dans le cas qui nous occupe, c’est-à-dire dans celui d’une âme raidie 
verticalement, on a donc, avec nos notations précédentes 


, 33 E 

c • e 


e 3 

12 


avec b = moment d’inertie d’un rnidissenr et de la tôle d’âme enfre raidis- 
seurs (largeur /) par rapport à un axe passant par le centre de gravité de cel 
ensemble et parallèle à l’âme 


et l'on doit avoir t, < t r 


avec 


/ = - 2 -. 
h' e 


, V Réference : Wa<gner et Lahde. Luftfahrtforschung, vol 13 m 
(Calner aérotechnique, n» 42). ' 


8, 20-8-193(1 
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Cette condition permet de vériticr si les montants sont suffisamment 
ri (/idc s. 

Application numérique. — Ame en duralumin AU4G ; E = 7000 kg/mm* ; 
e=:i,'2 mm ; //. = 500 mm. On désire tenir, sans plissement diagonal de l'âme, une 
contrainte de cisaillement 1—15 kg/mm 2 . 

Cette condition impose un intervalle 1 entre montants (petit côté de chaque 
panneau) au plus égal à 183 mm Nous adopterons : 

£ = 180 mm. 

Déterminons l’inertie à donner aux montants. On doit avoir, à la limite : 


33 • 7000 ' /( 1, 
15 "^Ô0 2 • 3,2 V (^o 

15 = 0,756 TO- l t sf* 
11 faut donc 


1> 2 _1 

12 

d’où 


soit 15=0,289 Y' Td • 46,9 • 10- 3 



/ 1500 y 
\ 0,756 / 


=25000 mm 4 . 


Ij>25000 min'. 

Deux cornières standard de 25x25x2 disposées symétriquement par rapport 
a l'àme donnent un moment d’inertie évalué, dans ce cas particulier de montant 
symétrique, par rapport à l’axe xx' de la tôle d’âme (fig. 32) : 


!,=!**.=2 


5790 + 2 • 96,9 • 8,6 2 + 


180 

12 


3,2 3 =26370 mm'. 


Ce type de montant satisfait donc à la condition recherchée. 


■—- l - an » 

f-r l 

f/777777777// 

N 

* 


U ■■■ 



KuSZZZnTZ 

l/f- 

L de 25* ZS * Z / 

fS -- 96,9 mmZ . 1 r 5790 mm4 )/ 

— 

<x 

; ^ 
5 
$ 



Fig. 32. 


Remarques. — a ) Celle condition de stabilité d’ensemble de l'âme 
raidie doit être satisfaite dans tous les cas, même si l’âme plisse entre les 
montants. 

b) On peut appliquer la formule générale ci-dessus au cas de raidis- 
sears longitudinaux se substituant aux montants (solution adoptée sur cer¬ 
taines âmes de caissons, ainsi que sur leurs semelles).. 

c) Il est toujours préférable, pour des âmes très chargées, d’utiliser 
pour montants des profilés disposés symétriquement, comme dans l’appli¬ 
cation ci-dessus. Des cornières à boudins de raidissement (situés vers l’ex¬ 
térieur) ou des profilés genre ü assurent également une meilleure stabili¬ 
sation que des cornières simples. 

La condition ci-dessus guide donc, pratiquement, le choix du type de 
montants (ou raidisseurs). 

i I 

6.61 Calcul d’un montant courant, après plissement de l’âme. 

6.(520 Notations. — Considérons un montant courant AB (fig. 33 a ) 
séparant deux panneaux d’âme \ et 2, de largeurs Z, et J z et de hauteurs 
équivalentes moyennes h\ et h\ (§ 6.21). 


1. — Ce résultat s’obtient Planche 40, diagramme 2, en partant de f 0 =15, e=3,2 
et en recherchant par approximations la valeur de b satisfaisant au rapport b/n. 
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Désignons, dans chacun des panneaux, par : 


T' et Th les efforts tranchants réduits moyens, 

r, 'et r. les flux de cisaillement (", = T',/h'j et ^- T g/ ^1, 

y -i‘ e + t' r' les contraintes et flux critiques (§ 

/3j et les angles des plis. 



h 



6.(521 Efjort de compression. — D'après ce que nous avons vu au 
)ura a raphe 4.533. le montant qui fournil; aux semelles des réactions a appui 
îécessaires à leur flexion secondaire, subit un effort de compression donne, 
lans le cas général ci-dessus, par 


C=C i; +C 2 =-|-(r 1 —r' 01 )tg£ I + J*- ( T s— T, o I ) tg 


Cas particuliers. — a) Si p l= =p 3 = 45 0 et si, de plus /, = /, = /- (cas très 
réquent), l’on obtient 

C — (ti +r a — r',,! " 02) 


soit encore, en posant : 

t— m + r 2 _ T’h p. ff. tranchant réduit pn n i v eau du montant 


2 JV hauteur équivalente 

_/ _ ~ c, +~ o-> —flux critique moyen. 


C = l (r —r' # ). 


b) Remarquons que, dans le même cas particulier, une expression 
léfavorable de G, à utiliser en première approximation, est donnée feu 
négligeant O par ? 


C= 


h' 


6.622 Contrainte de compression. — Pour calculer la contrainte <h 
impression des montants, il y a lieu de faire intervenir avec leur section 
iropre S,, une bande d’âme intéressée , déterminée selon les prescriptions 
paragraphe 2.45 \ 


1 . — on pourra toujours, en première approximation, adopter c !•> de paît, et 
d’autre du rivetage de jonction. 







Ü72 


IlÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


--—w— «oiw.ijiuA Chup. XIX 

Désignons par S r la « section ellective » du montant ainsi obtenue 
la contrainte de compression est, donnée directement par 


?),.= 


S', 


6.023 Rivetage montant-âme. — On peut admettre que l'introduction 
üe la compression C s eifectue par les premiers rivets au voisinage des semel¬ 
les (la tôle servant do gousset) 1 . 

Le pas du rivetage courant doit satisfaire à la condition de stabilité de 
la laie entre rivets étudiée au paragraphe 2.47. C’est cette seule considéra- 

lion qui impose une jonction continue de la tôle d’âme aux montants cou¬ 
lants. “ 

■ (i - (j24 Efforts de flexion. — Dans le cas général, adopté ci-dessus, où 

i“" ux x t V 011 flllle,, ents, le montant doit résister, par flexion, à la diffé- 
. S' c . ®? tre les charges reparties /„ provenant des panneaux 1 et 2 (fig. 33 b 

On obtient donc une sollicitation normale d’intensité p, par unité de 
longueur, définie par 

V = {'~r' 0 i) COtg (r a — r' B2 ) Cûtg fi, 

(action positive vers le panneau 1). 

. P . our J 3 ’ = h = 45°, une valeur défavorable est donnée par l’expres¬ 
sion simple 1 1 


V 


_ T\—r\ 
h' 


On peut calculer le montant comme une poutre encastrée sur les semel¬ 
les (présence de 1 ame) en tenant compte de la largeur d’âme intéressée. 

Cette sollicitation conduit, généralement, à de faibles contraintes et on 
peut la négliger en première approximation. 


6.(33 Calcul d’un montant d’extrémité, après plissement de l’âme. — 

ni désignant par Z et h' la largeur et. la hauteur équivalente du panneau 



1. — Il est cependant, préférable, à 
aux semelles. 


cet égard, de relier directement les montants 
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extrême soumis h un flux t = jr > on obtient sur le montant extrême AB 


(Gg. 34 a) : i , 

Force de compression ^ = -<f r °^ ^ 

Sollicitation répartie en flexion (vers le panneau) : p=" o) f 3 - 

On remarquera que la flexion prend ici une importance accrue, par 
rapport aux montants courants (totalité et non diilcrence de Aux) 

Il en résulterait, souvent, des contraintes prohibitives du montant. Une 
solution, couramment adoptée, consiste à étayer longitudinalement le dei- 
nier montant par de petits raidisseurs le reliant au montant voisin (li fc . <>i b) 
On réalise ainsi une véritable poutre ABGD de hauteur l qui s oppose aux 
actions p l . 

6.64 Calcul des montants d’introduction de charges. — Aux contrain¬ 
tes précédentes établies pour les montants courants ou, eveninollement, 
pour ceux d’extrémité, il v a-lieu d’ajouter celles provenant, dans chaque 
«■as particulier, de l’introduction dans l’âme d’une charge concentrée. 

6.7 APPLICATION NUMERIQUE. 

Nous donnons ci-après une application inmiérique concernant 
d'une section droite d'un longeron à âme. mince apres etablissement d un cliami 

,r “céî“ fpSatL a pour but de «*rtir VtaportanM 

« sursollicitations théoriques » dues au phénomène d înstab é de 1 J 

comprend également la recherche pratique d une contiamte cntique sou ha , ■ 
combinées ainsi que le calcul des montants-raid iss eurs de I âme. 

671 Données — La figure 35 a représente la section droite du longeron envi¬ 
sagé situéeTu milieu d'un panneau formé par.denx montants voisins (fig. 35 b). 


Section AB 
_ StL 




oiiées (par suite de la tension de la toile). 
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Toute Ja structure est en duralumin AU4G. Les caractéristiques géométriques 
du panneau sont : 

Epaisseur ârne : e=2 mm.; largeur : 1=200 mm. ; hauteur ('entre rivures) : 
//.=300 mm. 

Hauteur équivalente de l’âme : 7i'=335 mm. 

Charges appliquées (évaluées au coefficient de calcul à la rupture) 

Effort tranchant total : T = 12000 kg, 

Moment fléchissant : M = 15000 mkg. 


6.72 Contraintes de base (compte non tenu du plissement éventuel de 
l’âme. 


Composantes de flexion : 


F= + 


M 


= + 


15000 . 10 3 
335 


= + 44800 kg. 


Contrainte moyenne des semelles (supposées encaissant seules la flexion, et 
en négligeant les pattes de fixation des âmes, par suite de leur perçage) 1 : 



F 

S, 


, 44800 
" 40 . 20 


=24,9 kg/mm 2 . 


Effort tranchant réduit : 

T'=T— -M-tg -/= 12000—44800 • 0,087 = 8100 kg. 

Flux de cisaillement appliqué à l’âme : 

r= JT_ = =24 6 kg / mm . 

h' 330 

Contrainte de cisaillement de l’âme : 

f=_L = _ËM_ = 12,3 kg/mm 2 . 
e 2 


6.73 Contraintes critiques du panneau d’âme. 

En cisaillement pur on a, d’après l’abaque planche 40 

(avec — = — = —=0,666 : b = l= 200 mm et e=2 mm), 

b h 300 

/'„ = 6,4 4<g/mm 2 . 

En flexion pure on a, d’après le paragraphe 3.2 

(avec K=30, ï> = côtë chargé= 7i=300 mm) 

r?,„=30 • 7000 -(“g—) 2 =9.34 kg/mm 2 . 

Contrainte critique en sollicitation combinée. — Aux charges de rupture envi¬ 
sagées ci-dessus la contrainte maximum de flexion de l’âme, au niveau de la 
jonction âme-semelles, serait (sans tenir compte de son instabilité) : 

n,&n, A =24,9 =22,3 kg/mm 2 . 

Il .-fan 

A un coefficient de calcul quelconque, on a donc entre n f et. I la relation 
= f|f- =1,81 d’où ti,=1,81 t. 

1 


1. — Nous négligerons également la bande d’âme intéressée. 
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Or, d’après le paragraphe 5.3, l’instabilité en flexion + cisaillement se 
produit quand on a : 


a » + ^ = l, avec 


y -17 = - gJ 1 n/o 9,34 


soit donc : 


d'où l’on tire 


t_Y + im±Y=i 


6,4 


9,34 


t =4 kg/mm 2 . 

Vérification graphique. — On a pour cette valeur de t : 

,.^,0,626 et ^-l^A-=0,775. 

Les coordonnées de c-es deux paramètres se recoupent bien sur la courbe 

7=0, de l'abaque, fig. 25 bis. . . , , 

La valeur 1=4 kg/mm 2 qualifie donc le taux de cisaillement qui, joint alu 
flexion correspondante, produit l'instabilité de Vainc. C’est la valeur t !n utilisée 
dans les expressions ci-dessus. 

Nous avons donc : 


l'„ = 4 kg /mm 2 


r' 0 = t'„ e=& ■ 2=3 kg/mm (liux critique)- 

Angles des plis. — Nous sommes dans le cas I < h. Nous adopterons donc 
d’après le paragraphe 5.4 : 

/5 = 45°. 

6.74 Calcul du rivetage âme-semelles (voir § 5-4). 

Charge répartie normale aux semelles : 

/ 3 =r—/„ =24,6—8=16,6 kg/mm. 


Charge résultante : 


fr= y r 2 +f a = ^ 24/6 2 +16,6 2 = 29,7 kg/mm. 

winninns des rivets AU4G diGi diamètre- d =4 mm, travaillant au double 
cisaillage (flg. 35 a). Le calcul montre que la condition de matage sur l ame 
prédomine et donne une charge admissible par rivet : 

R = p„ • d ■ e=60 ■ 4 • 2=480 kg 
Pas de rivetage maximum : 


■ Nous adopterons : 


p , _480_ =16 2 mm. 
29,7 


mm (rivetage sur une seule rangée). 


d’où 


6.75 Vérification de l’âme (voir § 5.3). 

6.751 Condition de cisaillement. 

f c =20 kg/mm 2 (tôle AU4G) 


tn ( i __|_j = 20 ( l— -A- ] =15 kg/mm 2 > f=12,3 kg/mm 2 . 
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La condition est donc satisfaite avec une marge de sécurité de 

100 -99 O/ 

12,3 ^ /o ' 

tondit.ion de traction. 

. . ?i o =40 kg/mm 2 
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d’où : 


i 1 -P j 8840 Jkg/mm 2 , 

n >=2 t—t' 0 = 2 • 12,3—4=20,6 kg/mm 2 . 

sécuiu aCtl °? est d0nc Maternent satisfaite, avec uue marg f de 

100 =26 ' a% : 

Vérification des semelles. 

Compression supplémentaire (voir § G.52). 

C'= m. (24,6—8) =2790 kg. 

Supplément de contrainte correspondant : 

Av - C' _ 2700 . «. , . 

s7"i8ôr =1 ’ 5 ° ks/mm - 

6.702 Flexion supplémentaire (voir § 6.53). 

Moment maximum (au niveau de 3 montants) : 


m 1= Joü-c- 36.6 -200 2 „ 


=55300 mm kg. 


Moment d'inertie de flexion d’une semelle (pattes négligées) (voir fig. 35 a) 


90 -20- 


= 6000 mm* 


Contrainte correspondante : 


7m- =Ht= 9 ' 22 k » 


de bLTcacSSaa'~ E» .^mettant 0™ contraintes 
l’on obtient : d panneau . soient identiques au niveau des montants, 

semelle supérieure (comprimée) : 

n c =24,9 +1,55 + 9,22 =35,67 kg/mm 3 ; 
semelle inférieure (tendue) : 

. n «=-2^.9 +1,5.5-9,22 = - 32,57 kg/mm». 

amStoïTi; œmpS&Tdaâ la^propVtton de°T d ' acoroltra la 

*5 &■££ 
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contraintes maxima de calcul. Cette solution peut en effet conduire en définitive 
à un poids plus léger de l’ensemble du longeron. 

Signalons que, pour les longerons de grande hauteur, un excellent procédé 
de stabilisation de l'âme consiste à utiliser des raidis s eurs longitudinaux . En 
effet, la contrainte critique de flexion (qui dépend directement du carré de la 
dimension hauteur) se trouve fortement accrue. Le© montants verticaux peuvent, 
dans cette solution, n’être constitués que par les profilés de fixation des nervures. 

(5.77 Calcul des montante courants. — Nous supposerons que les panneaux 
adjacents au panneau considéré ont même largeur l et même contrainte supplé¬ 
mentaire t—t a (ce qui élimine le calcul des montants en flexion). 

Effort de compression. — D’après le paragraphe 6.621 (cas particulier a). 
nous avons 

% C =200 (24,6 —8)=3320 kg. 

Dimensionnement en première approximation. — Fixons-nous, à priori . une 
contrainte de compression admissible égale à 20 kg/mm 2 (première estimation 
de contrainte admissible au flambage). Nous devons donc assurer une « section 
effective » S' r d’un raidisseur telle que l’on ait : 

S — rc - =166 mm 2 . 

D’autre part, avec le taux de contrainte ci-dessus, la largeur équivalente 
d'âme intéressée par un montant a pour valeur, d’après la formule simplifiée 
de Karman (§ 2.451) : 

~ c — U ’ J0 ~ y =71 min 
d’où une section équivalente d'âme 


2x71 = 142 mm 5 . 

Adoptons, par homogénéité avec la tôle, un montant, constitué par une cor¬ 
nière AU4G de 20x20x2 (section S r =76,6 mm 2 ). Nous obtiendrons donc, par 
cette première approximation : 

une « section effective » de montant : 


S' r = 1424- 76,6 = 218,6 mm 2 >166 


et une contrainte 


?),.= 


3320 

218,6 


= 15,2 kg/mm 2 . 


Deuxième approximation. — Fixons-nous : 

■»,: = 13 kg/mm 2 , 


d’où 

et 


2 c=3.8 v /_i000 =88 mm 

v 13 

S',-=88 - 2 + 76,6 =252,6 mm 2 
33.20 


U c = 


252,6 


= 13.1 kg/mm*, 


peu différent de la valeur d’essai. Nous adopterons donc ces résultats. 


Vérification au fambage. — D’après l’abaque de la planche 26, la cornière 
adoptée qui possède un « indice de minceur », = 10 , admet un taux de 

, flambage local 

n C(l = 27 kg/mm 2 1 

(alignement de /? = 10, échelle AU4G avec ?i.,. fl = 40 kg/mm 2 ). 


1. — Cette valeur est légèrement défavorable, car nous avons supposées libres 
les deux ailes de la cornière, alors que l’une d’elles est fixée sur l’âme. 


P. Valt.at. 


Résistance ries Matériaux. 
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Vérifions là tenue au flambage général de- l’ensemble de la « section effective » 
du montant (fig. 36), ce flambage ne pouvant avoir lieu qu'au tour de l’axe d’iner- 
tie y y' (par suite de l'appui fourni, dans lu sens longitudinal, par la tôle 
dame), 


- ^ 1 



\//////// ////// //// ////// ////////b f VZ// 

&£////£ j 

tÿ 7 ////// ^ //a 


9 

y. _/ .i_ 


. .. u 

■ r 

'S 

* / 9\ 

rivets de 4 / ° 

S 

L de 20x20x2 





Fig. 36. 


Moment d’inertie de l’ensemble : 

T,/=5325 mm 4 . 

Rayon de giration : 

p "' = Vif “ 4 ’ 6mm - 

Elancement (en supposant les extrémités du montant ariculées) 

À= -M =65,2. 

4,6 

L’abaçue de la Planche 29 donne, avec la valeur de n co ci-dessus 

n c -,,= 14,5 kg/mm 2 . 

Cette contrainte étant supérieure à la contrainte ré/elle n c = 13,l kg/mm 2 du 
montant, l’échantillonnage choisi est convenable. 

6.78 Rivetage âme montant. 

Transmission de l'effort de compression. — La cornière supporte un effort 

C'=C -% =3320 - 6,( h =1000 kg. 

S t ' 252 s 

Adoptons des rivets de 4,AU4G (R=480 kg au mâtage, voir 6.74). 

Les deux premiers rivets au voisinage des semelles, sont sensiblement suffi¬ 
sants pour assurer la mise en charge (voir fig. 35). 

Rivetage courant. 

Rivetage courant. — L'abaque de la Planche 39 donne (avec n cr = 13,2 et e=2) 
un pas maximum admissible 

P mai—84 mm. 

Ce pas est supérieur à celui que l’on adoptera en pratique. 

6.8 CONCLUSION ET GENERALISATION. 

Le calcul d un longeron à âme mince instable constitue donc un pro¬ 
blème assez laborieux, par suite du grand nombre d’éléments h vérifier et 
des approximations successives auxquelles on est, généralement, conduit 
lors d un calcul de dimensionnement. 

Aussi conseillerons-nous, en définitive, d’adopter dans la grande raajo- 


!■ — Un encastrement de ces extrémités ne pourrait, en effet, être fourni que uar 
la rigidité en torsion des semelles qui est relativement faible. 
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rite des cas la valeur simple jJ = 4o°‘ comme orientation du plissement. 
11 convient d’ailleurs, de remarquer que les théories ci-dessus ne possèdent 
pas une rigueur absolue. On néglige, en effet, pour les établir, les compati¬ 
bilités qui doivent exister entre les déformations des Iules et de leurs élé¬ 
ments de bordure. Cette considération accroît la nécessité de calculs aussi 
simples que possible. 

Les théories précédentes se généralisent aisément à d’autres types de 
structures de tôle mince. 

Dans le cas d’un fuselage-coque, par exemple, les lisses remplacent les 
semelles, et les couples les montants. Des considérations particulières résul¬ 
tent, cependant, du fait du galbe et de la continuité de revêtement de part 
et d’autre des lisses. Nous reviendrons sur cette question au chapitre XXII. 


CHAPITRE XX 


GÉNÉRALITÉS SUR LES STRUCTURES D'AVIONS 

STRUCTURES SANS REVÊTEMENT TRAVAILLANT 


0. INTRODUCTION 

Avant d’aborder l’exposé des méthodes de calcul applicables aux principaux 
types de structures aéronautiques modernes, il nous a paru intéressant de donner 
un aperçu rapide sur les différents procédés de construction des cellules d’avions 
et sur leurs propriétés communes. 

Cet exposé ne constitue nullement un traité de construction des avions 1 ou 
un historique relatif à cette question. 

a P° ur but essentiel de faire apparaître une classification sommaire des 
differents types de structures, cette classification étant, exclusivement basée sui¬ 
des considérations de résistance des matériaux, c’est-à-dire de passage des charges. 

Nous avons inclus dans ce chapire l’étude succincte du premier groupe 
de ces structures, qui ne présente plus guère, à l’heure actuelle, qu’un intérêt 
historique. 

Les deux chapitres suivants sont réservés à l’étude plus approfondie des deux- 
autres groupes. 


1 CONFIGURATION GÉNÉRALE D’UN AVION CLASSIQUE 

1.1 GENERALITES. 

On sail que les appareils volants plus lourds que l’air (ou aérodynes) 
utilisent essentiellement des surfaces sustenlatrices qui, du fait de leur 
déplacement relatif dans 1 air, son F soumises à des actions aérodynamiques 
dont la composante verticale leur permet de se maintenir dans l’espace. 

On sait également que le déplacement relatif de ces appareils est 
engendré et entretenu par des propulseurs constitués, pour la plupart d’en¬ 
tre eux, par des groupes moteurs-hélices ou, sur des appareils récents, par 
des réacteurs ou systèmes genre fusées. Notons cependant que cette propul¬ 
sion peut n’être assurée que. par une composante du poids de l’appareil 
(vol en descente planée). 

Au cours des considérations générales ci-après, nous n’envisagerons que 
les types d’aérodynes les plus répandus connus sous le nom d'flirtons (ou 
hydravions) où les surfaces sustenlatrices sont; essentiellement. localisées 
sur des éléments fixés d’une manière rigide par rapport au reste de l’appa¬ 
Notre objet actuel étant l’étude de la résistance des matériaux, nous 


î. 

Merle 


Le lecteur se reportera très utilement, sur ce point, à l’ouvrage de M G 
: Construction des avions (Dunod, éditeur). 


DU 
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no nous occuperons que de l’ossature générale de ces appareils, designée 
par planeur (ou cellule). 

1.2 CONFIGURATION EXTERIEURE. 

On peut distinguer trois éléments principaux dans la structure du 
planeur d'un avion (ou hydravion) classique (voir iig. 1). 

1.21 Voilure. — C'est l’élément chargé d’assurer la sustentation 
(surfaces sustentatrices mentionnées ci-dessus). On ne construit, plus guère, 
actuellement, que des voilures monoplanes comprenant deux ailes en porte- 
à-faux de part et d’autre du fuselage'(ailes cantilever). On sait que l’on a 
longtemps construit des voilures hiplanes ou multiplanes ou sesquiplane .s 
et, plus récemment, des voilures monoplanes soutenues par des mâts ou 
haubans. 

La voilure peut, éventuellement, comporter les groupes moto-propul- 
sours (appareils multimoteurs) et le train d’atterrissage. Elle peut égale¬ 
ment contenir une partie de la charge utile (combustible, armement, etc...). 



1.22 Fuselage. —Le fuselage constitue essentielle ment l’élément rece¬ 
vant la charge utile (équipage, passagers, fret, combustible, armement, 
etc...). 11 ne participe guère à la sustentation générale et constitue donc 
« l’élément à soutenir en l'air » par les surfaces sustentatrices. 

Il supporte le groupe motopropulseur, dans le cas des monomoteurs 
(ou trimoteurs). 11 peut, éventuellement, supporter le train d’atterrissage 
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ou servir directement pour l’amérissage (hydravions à coque). Il constitue 
enlin le porte-empennages de tous les avions classiques. 

1.23 Empennages. —Ces éléments ont pour but d’assurer la stabili¬ 
sation aérodynamique et la manœuvre de l’appareil. Ils sont assimilables, 
comme configuration extérieure, à des petites voilures. 

1.3 SOLLICITATIONS PRINCIPALES APPLIQUEES AUX ELEMENTS. 

1.30 Remarque préliminaire. — Nous nous bornerons à définir ici les sens 
'prépondérants des efforts généraux appliqués aux divers éléments, cette définition 
ayant principalement pour objet d'aboutir à une compréhension rationnelle de 
1a. réalisation interne des structures résistantes de ces éléments. 

1.31 Voilure. — La voilure ôtant l’élément sustentateur est soumise, 
en vol normal, à des charges aérodynamiques orientées de bas en haut. 
Ces charges possèdent une faible composante située dans le plan de l’aile. 

Notons que, pour les profils classiques et pour leurs incidences d’utili¬ 
sation courantes, cette composante est généralement dirigée vers l’avant. 

Uno part des charges aérodynamiques est équilibrée directement par 
les efforts d’inertie des masses propres de l’aile et de ses aménagements L 
C’est pourquoi on désigne communément ces efforts d’inertie par « efforts 
de délestage ». 

La majorité des charges reste, néanmoins, à transmettre jusqu’au fuse¬ 
lage pour assurer son « soutien en l’air », c’est-à-dire pour équilibrer les 
forces d’inertie dues à sa masse qui, pour les avions classiques, est toujours 
importante vis-à-vis de celle de l’appareil complet. 

Tous les types de structures de voilure reviennent donc à constituer un 
élément, longitudinal résistant, orienté dans le sens de l’envergure. Cet élé¬ 
ment constitue une poutre soumise à des charges réparties (actions aérody¬ 
namiques — efforts de délestage) prenant des réactions concentrées sur le 
fuselage. 

Cette poutre travaille donc essentiellement en flexion dirigée de bas en 
haut (vol normal, fig. 2 a) 2 et, beaucoup plus faiblement, en flexion agis¬ 
sant dans le plan de l’aile. 

L’étude aérodynamique de l’aile montre que le centre de poussée 
des actions aérodynamiques est sujet à certains déplacements dans le sens 
de la profondeur de l’aile, ce qui impose à l’élément, longitudinal de possé¬ 
der une certaine rigidité en torsion 1 2 3 . Cette considération se trouve forte¬ 
ment accrue quand la voilure possède des masses importantes excentrées, 
telles que dos groupes moteurs par exemple. Los moments de torsion sont 
transmis au fuselage où ils participent à l’équilibre longitudinal général de 
l’appareil. 

Signalons que les charges aérodynamiques, appliquées aux parois de 
la voilure sont généralement transmises à l’élément longitudinal par un 
système d’éléments transversaux appelés nervures. 


1. — Au coefficient 1, c'est-à-dire sous l’action de la pesanteur seule, ces efforts 
d’inertie sont égaux aux poids de ces masses. Us sont, dans un cas dé calcul, multipliés 
par le a facteur de charge », propre à ce cas (chap. II, § 1.26). 

2. — En vol sur le dos, les considérations ci-dessus sont inversées (flexion néga¬ 
tive). Par suite de l’action des rafales aérodynamiques, il est nécessaire d’envisager ce 
type d’évolution, même pour des appareils lourds ou de catégorie tranquille. Notons 
cependant que les charges correspondantes sont toujours moins élevées que celles 
agissant en vol normal. 

3. — Nous verrons que cette considération a exercé une influence prépondérante 
sur le type de réalisation des structures. 

V * 
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Signalons enfin quo la voilure peut, en supplément aux charges précé¬ 
dentes, être soumise dans certains cas de calculs, à des charges dissymétri¬ 
ques sur les deux ailes, provenant en particulier, de l'action des ailerons 
de gauchissement (fig. 2 b), ou h des charges provenant cïes atterrisseurs . 


latéraux. 



Fig. 2. 


1.32 Fuselage. — Le fuselage est principalement soumis à l’action 
des jorces d’inertie des masses qu’il supporte 1 (poids propre, charge utile, 
moteur, etc...) et. aux actions aérodynamiques provenant des empennages. 

Il se comporte, souS' l’action de ces charges, comme une poutre encas¬ 
trée sur l’élément résistant de la voilure Cette poutre est donc, egale¬ 
ment;, principalement sollicitée en flexion et cette flexion peut agir vertica¬ 
lement (équilibre longitudinal de l’avion : lig. 3 o) ou transversalement 
(charges sur empennage vertical dans un virage, par exemple . fig. 3 b). 

Le fuselage est, au surplus, généralement soumis à des couples de 
torsion provenant, par exemple, dans sa partie avant du couple-moteur et. 
dans sa partie arrière des charges sur empennage vertical ou horizontal 
(charges dissymétriques). On peut également, à cet égard, le consideier 
comme encastré sur la voilure. 




Le fuselage peut, enfin, être soumis à des charges provenant des reac¬ 
tions de l’alterrisseur auxiliaire (roue de queue ou roue avant d un alier- 
risseur tricycle). Ces charge^engendrent également une flexion et, eventuel¬ 
lement, 


une torsion du fuselage. 


1.33 Empennages. — De même que la voilure, les empennages sont 
soumis à des charges aérodynamiques dont l’orientation est sensiblement 
normale à leurs plans. 


! _ ces forces d’inertie peuvent résulter d'accélérations de translation ou de rota¬ 
tion de l’avion. 

2. - Remarquons que, comme pour tout système en équilibre il est toujours pure¬ 
ment conventionnel de distinguer les charges appliquées des réactions 'J S 

On pourrait, par exemple, supposer le fuselage chargé par les forces _ d inertie et équ 
libré sur la voilure et suf l’empennage. Les conventions que nous indiquons sont celles 
généralement adoptées dans les calculs. 
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Signalons cependant nue, contrairement à la voilure, les charges (le 
calcul de l’empennage horizontal sont, en général, de même grandeur dans 
ohaaue sensTempennage porteur ou déporteur). Ces charges lont egalement 
travailler les ossatures longitudinales de ces cléments en flexion e - 

torsion. 

X .4 PRINCIPAUX FACTEURS INFLUENÇANT LA REALISATION DES 

STRUCTURES. . 

L’examen sommaire des sollicitations principales, effectué ci-dessus, 
nous a permis de conclure à la nécessité de poutres longitudinales trav 

lant essentiellement en flexion. 

Comme le facteur légèreté a constitué, dès le début, le souci essentiel le 

; 0 1*011 intermediaire d - aéro dynamisme, c’est-à-dire de moindre résis¬ 
tance “ a conduit I éliminer 

SBS 

spéciaux ou bois sélectionnés). i„ tpnue 

tôles) au lieu des entoilages. On a alors cherdi <- résistance d’ensemble, 
en plus ces éléments de recouvrement 1axteiwu à la^.tance 

loges rapides ou de réparations aistes. souvent d’un 

1 e choix final d’un type de structure résulte ainsi biui souxent, u 

eomr, oml plus ou moins heureux, entre ces divers facteurs. 


2 . 
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Ainsi que nous l'avons déjà mafSx 

Chacun^de’ces^roup^’V^plique^indistincternenl aux voilures, fuselages ou 
em TefStr«to correspondantes peuvent Mro réalisées en matériaux divers 
(bois, alliages légers ou ultra-légers, ou acici &■ . structures intermédiaires 

entrKlgoS/ÆèermS 1 ’en’doSÆ quelques exemples par la suite. 
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2.1 PREMIER GROUPE : STRUCTURES SAKS REVETEMENT TRAVAIL¬ 
LANT. . , 

Dans ce type de structures, l’élément résistant est constitue par une 
ossature composée de membrures concentrées, généralement reliées entre 
elles par des éléments de triangulation extérieurs ou mteneuis. 

Cotte ossature se suffit à elle-même pour assurer la tra—ron de 
tous les efforts généraux, sans avoir recours aux surlaces exteneuie. 

I0 '^CesTrevêtements sont généralement constitués par des entoilages ou 
encore par des panneaux de contreplaqué ou de foie non relies rigidemm . 
à l’ossature Ces éléments de recouvrement ne constituent donc qu un am¬ 
ple capotage, assurant la forme extérieure et la transmission des clm.ges 

10Ca Nous étudierons sommairement ce premier groupe de structures au 
paragraphe 4. du présent chapitre. 

2.2 DEUXIEME GROUPE : STRUCTURES A AMES MINCES. 

Dans ce type de structures, le revêtement est relié rigidement a des 
membrures concentrées. Mais ce revêtement mince ou nom 
raidi dans le sens longitudinal, ne participe qu insensiblement ^ 
tance en llexion proprement dite, c’est-à-dire a la transmission des Uioite 

i^vêUmmt constitue, par contre, le seul élément de 
entre les membrures concentrées. Il assure donc, par cisaillement, le tians 
Tt desenZsZanchants et, par suite, la mise en charge longüudmale de 

les éléments concentrés appelés semelles. , , 

Le revêtement terme généralement, avec laide éventuelle des dînes 
des longerons, un corps creux à parois minces qui transmet egalement, par 
cisaillement, les moments de torsion appliques a la strucluie. _ 

Citons, dès maintenant, comme exemples de ronstruc mns assimilaWe, 
à ce type .le structure, les voilures monolongerons 

les voilures bi-longerons avec caisson intermediaire de torsion, les u 
laees à quatre longerons avec tôles de revêtement mince non-raidies etc... 

On désigne encore ce type de constructions par structures a revêtement 
semi-travailfant. Nous préférerons, à cette appellation, celle de structures 
à innés minces qui est, plus générale. 

L’étude de ce groupe de structures sera effectuée au chapitre A Al. 

2.3 TROISIEME GROUPE : STRUCTURES-COQUES. 

Dans ce type de structures, le revêtement, suffisamment ,épais ou 
fisamment raidi longitudinalement assure par ffii-mcmc a tmnsmuwo 
des efforts normaux et langentiels de flexion ou paiticipe d une < *■ 

Lie à la transmission de ces efforts. , 

D assure également, par cisaillement, le passage des moments 

101 ^ Comme exemples classiques de ces structures nous citerons : les cais¬ 
sons de voilure qui forment des poutres a larges semelles constituées p .. . 

surfaces extérieures d’intrados et d’extrados elles-memes, es uselages- 
où le revêtement extérieur est généralement raidi longitudinalement 
ou transversalement ou mieux, dans certaines constructions^ dites . mono- 
comtes », est suffisamment stable pour assurer seul la tiansmission ce 
tous les efforts (il forme alors un corps creux analogue a un tube). 

On désigne encore ce type de structures par « structures a reuetemen 
travaillant ». Nous préférerons l’appellation de « structures-coque» » Cou 
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structures en coquilles) qui permet une distinction plus nette avec le groupe 
précédent. 

Ce groupe de structures sera étudié au chapitre XXIi. 


3. AXES DE RÉFÉRENCE D’UNE STRUCTURE 

3.0 POSITION DU PROBLEME. 

Un des premiers problèmes- qui se posent lors de l'étude d’une structure et 
notamment pour les deux d< rniers groupes de la classification ci-dessus, est’ de 
définir un axe longitudinal de référence par rapport auquel seront évalués les 
efforts (moments de torsion en particulier). 

On a coutume de désigner cet axe par l 'axe élastique de la structure. Outre 
son utilité pour les calculs de résistance des matériaux, sa connaissance est néces¬ 
saire pour les calculs de vibrations. 


3.1 CENTRES DE REFERENCE DES SECTIONS DROITES. 

3.11 Centre de cisaillement. — Au chapitre XI, paragraphe 3., nous 
avons été conduits à faire ressortir l’existence de points particuliers des 
sections droites des poutres prismatiques appelés centre de cisaillement O, 
de ces sections. 

^ Nous avons vu qu’il était nécessaire que les efforts tranchants appli¬ 
qués h ces sections convergent vers ces points théoriques pour donner lieu 
à un équilibre interne en flexion pure (c’est-à-dire sans efforts internes dus 
à une torsion). 

L’emplacement du centre de cisaillement d’une section est donc une 
caractéristique propre à celle section \ 11 ne dépend que de ses paramètres 
propres à l’exclusion de ceux des parties qui avoisinent cette section. 


3.12 Centres de flexion et de torsion. 

3.121 Définition. — Pour une section droite considérée d'une struc¬ 
ture , on définit les deux points particuliers suivants : 

a) Le centre de flexion C F : point de la section tel que toute force 
concentrée, passant par ce point, donne à cette section un déplacement en 
translation pure. C’est ce que schématise la figure 4 a dans le' cas particulier 
d’une aile. 



b) Le centre de torsion C T : point autour duquel tourne la section 
quand on applique, à cette section, un couple pur de torsion (lig. 4 b). C’est 
également le centre du mouvement de rotation qui accompagne le dépla- 


1. Nous avons appris, au chapitre XI (§ 3.2) à le déterminer dans quelques cas 
particuliers. Nous exposerons au chapitre XXII une méthode plus générale applicable 
aux sections minces de forme quelconque. 
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cernent en translation pure de la section considérée soumise à des charges 
ne passant pas par C p (fig. 5 ci-apres). 

o m Provriéiés — 11 est aisé de concevoir que la position de ces 

sSHSSSaSfSErsii 

méats entrant en jeu dans la définition de ces points. 

"î 123 Détermination expérimentale. — On peut aisément, détei niinei 

s~s=a=5£sjâ=s 

ni k h\ pf l’on mesure les flèches au niveau de ces points. > I r 

le seul qui se déplace de la même quantité ?, (flèche de flexion pure) au cours 
des doux chargements, on obtient les relations 


, — ? Aa . 
1 A a + Ab 


Aa + Ab 


en posant Aa= a x -a, et Afr^-6, 

(toutes les flèches étant comptées positivement dans le même sens). 


© 




A 1 p 
<■! 


Fig. 5. 

Cet essai permet également de déterminer les rigidités eu torsion et 

6,1 ""h st plus délicat à déterminer, car on doit, dans le 
cas général, procéder par tâtonnements. 

3.124 Cas particulier : centre élastique - Pratiquement les struc¬ 
tures sont souvent homothétiques et longues (voilures en particuliei). Lllcs 
Sstitaeû ”des P o ulrjprismatiques et l’on démontre que pour vue 
Se section.de ces poutres, Us trois V omU particuliers C„. C. et C T sont 

W to désigne alors ce « point particulier unique » par le centre élastique 

de la section considérée. . . i p r un r i pt sp vérifie 

Il se détermine par le calcul (recherche de C,,, U ou C T ) et se venue 

expérimentalement à l'aide de l'essai deerrt ci-dessus. 

3.2 AXE ELASTIQUE D’UNE STRUCTURE. 

3 9 i Définition théorique. - On définit Vaxe élastique d’une struc- 


! - Il est cependant nécessaire que la section considérée soit située hors du vol- 
sinage immédiat d’un encastrement rigide de la structuie. 
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versa les quelconques, convergeant vers cet axe ne doit donc engendrer que 
des déplacements en translation des diverses sections, à l’exclusion de 
toute rotation. 

3.22 Propriété. — L'axe élastique doit être rectiligne. En elïet, si l'on 
suppose une ligne courbe ABC (lig. 6), une charge transversale appliquée 
en P donnera de la torsion en B et non en C, et par contre une charge appli¬ 
quée en P' donnera de la torsion en C et non en B, Cette ligne ne correspond 
donc pas à la définition ci-dessus. 



3.23 Cas particuliers. — Dans le cas d’une structure homothétique 
longue, cet axe est la droite qui joint les centres élastiques des diverses sec¬ 
tions droites. 11 suffit donc de calculer, ou de mesurer, l’emplacement de 
deux de ces centres. 

L axe élastique constitue également l’axe de torsion de la structure. 

I ne structure quelconque dont les centres de cisaillement des diverses 
sections droites ne sont pas alignés, ne possède pas d’axe élastique. 

3.24 Remarques. — Pour les calculs aux vibrations, on convient 
cependant, dans ce dernier cas de structures quelconques, d’adopter pour 
« axe de torsion » la droite joignant les centres de cisaillement (déterminés 
par le calcul) ou les centres de torsion (déterminés expérimentalement) de 
deux sections voisines des deux extrémités de la structure. C’est ce que sché¬ 
matise la figure 7 dans le cas d’une structure de fuselage-coque possédant 



Fig. 7. 


une partie arrière fermée et une partie avant ouverte (de longueur impor¬ 
tante). On sait (chap. XI, § 3.) que les centres de cisaillement des sections 
de la partie ouverte sont situés en dehors de ces sections tandis que ceux 
dos sections de la partie fermée sont situés à l’intérieur. On adopte, par 
exemple, la droite moyenne C cl — C c2 . 
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Pour les calculs de résistance, des matériaux , nous verrons que 1 on peut, 
pratiquement, dans ce cas, se dispenser de connaître l’axe de torsion lui- 
même. On adopte simplement un axe de référence pour le calcul des <« mo¬ 
ments de transport » (tenant lieu de moments de torsion) et la répartition 
des tensions internes s’opère en conséquence. 

4. ÉTUDE SOMMAIRE DES STRUCTURES 
SANS REVÊTEMENT TRAVAILLANT 

4.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

Ainsi que nous l'avons indiqué ci-dessus, ce type de structures fut le 
premier réalisé en construction aéronautique. Les faibles vitesses toléraient 
en effet, l’utilisation de surfaces de revêtement souples, réalisées par des 
entoilages. 

Notons cependant que des servitudes d’utilisation ou des commodités 
de fabrication conduisent encore à utiliser ces structures sur certains appa¬ 
reils modernes. C’est ainsi qu’elles subsistent dans un grand nombre d’avions 
de tourisme (relativement lents) où le facteur prix de revient est prépon¬ 
dérant. On les rencontre encore, tout au moins en partie, dans certaines 
constructions de voilures ou de fuselages d’appareils militaires modernes 
devant présenter de larges ouvertures ou de grandes facilités de réparation. 
L’entoilage y est d’ailleurs, très souvent, remplacé par des revêtements 
en bois (contreplaqués) ou même par des panneaux de tôle non relies d’une 
façon efficace à l’ossature résistante. 

Il est assez délicat d’établir une classification rigoureuse entre les 
multiples variantes entrant dans cette catégorie de structures. Le plan 
d’étude que nous avons adopté résulte essentiellement de considérations sur 
les procédés de calcul applicables aux diverses catégories proposées. 

4.1 STRUCTURES EN TREILLIS. 

4.11 Principes généraux de réalisation. — Ce procédé consiste à réa¬ 
liser des poutres triangulées, composées de membrures longitudinales (ou 
longerons) reliés par des entretoises (mâts, montants ou traverses) et par 
des éléments de croisUlonncme.nl assurant la transmission d’un nœud a 
l’autre des efforts tranchants agissant dans le plan de chaque face. 

Les longerons, mâts ou traveises furent, à l’origine, réalisés en bois 
et évoluèrent, rapidement vers une construction métallique (tubes en allia¬ 
ges légers ou en acier). 

Les éléments de triangulation furent longtemps réalisés par des élé¬ 
ments souples (cordes à piano ou haubans ronds ou fuselés) 1 disposés sui¬ 
vant les deux diagonales de chaque travée. La longueur do ces éléments 
était généralement réglable, ce qui donnait, à ces structures un avantage 
particulier de fabrication cl d’entretien. Plus récemment, on substitua a 
ces éléments souples des diagonales uniques réalisées par des éléments 
rigides (travaillant en compression ou en traction) généralement réalisés 
par des tubes. 

L’assemblage entre ces divers éléments constituait une particularité, 
plus ou moins heureuse, propre à chaque constructeur. Nous en donnons 
quelques exemples sur la figure 8. 


1. — Voir chapitre VI, § 3. et planche 13. 
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Signalons que la construction soudée réalisée par des tubes d’acier au 
chrome-molybdène (acier 20CD4, planche 14) a apporté une amélioration 
sensible à ces procédés de construction. C’est celle qui subsiste le plus, 
notamment pour les fuselages ou les supports-moteurs. La soudure autogène 
des alliages légers est également en voie d’apporter un renouveau à ces ; 
procédés de construction. 



Fig. 8. 


4.12 Voilures en treillis. — Les poutres en treillis pur s’appliquent 
essentiellement aux voilures biplanes (ou sesquiplanes). 

La figure 9 donne deux aspects extérieurs classiques de ces structures, 
pratiquement abandonnées de nos jours. L’ossature interne de chaque plan 
correspondait généralement aux types de construction étudiés aux para¬ 
graphes 4.2 ou 4.3 ci-après. 
































Certaines structures monoplanes (ailes épaisses) réalisées par un treil- 
lis “StS au profilWjO) P— 

catégorie de poutres en treillis 2 . Signalons au surplus gîfJ°™ JJ® 
i lir J sans revêtement travaillant, étudiées ci-après, possèdent une ossature 

triangulée assurant au moins le transport des efforts agrssant dans le plan 
de l’aile. 



Fig. 10 . 

4 13 Fuselages eu treillis. — L’antique « cage à poules >> où l’on ne 
prenait même pas la peine de dissimuler sous un revetement, 1 ossature 
& constitue l’exemple le plus frappant do fuselage en treillis 
(lie il) L’utilisation de la soudure autogène a prolonge I existence de 
cette construction où la triangulation_ affecte parfois des,^ es c o °^ iqué ^ 
pour épouser le plus fidèlement possible le contour exténeui (li D . 1 )• 

* u p rinc ipes généraux de calcul. — Le calcul de^ structures en 

treibis 1 constitue une étude plus ou moins complexe de systèmes Inanyulv> 

pour cela au chapitre VII où nous avons donne les 

principes généraux de. ces calculs et plusieurs exemples d application a 1 _ 

ŒSonnntiques (Planches .4, .0 et «0 "°Sd ^ sys 
au chapitre XVIII, paragraphe 3., ou nous avons effectué 1 étude des sv. 

tèmes triangulés hyperstatiques. 


des multi-longerons (voir ci-après). 


l_ _on peut également les assimiler à 
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Happfilons que pour déterminer les efforts axiaux agissant dans les 
barres de ces systèmes (tracés de Crémona par exemple), il y a lieu d’ef- 
lectuer, en premier lieu, le transport de toutes les charges appliquées aux 
différents nœuds. Cette opération s’accomplit en faisant apparaître les 
résultantes partielles agissant dans chaque travée et en les décomposant 
aux nœuds adjacents de façon à respecter l’équilibre d'ensemble Signa¬ 
lons également que dans le cas de triangulations souples les éléments dia¬ 
gonaux tendus sont, seuls à considérer, car leurs efforts de calcul sont géné¬ 
ralement supérieurs ù leurs tensions initiales (chap. VI. § 3.3). La discrimi¬ 
nation des diagonales tendues et comprimées nécessite parfois des calculs 
par approximations. 



11 y a lieu, enfin, de tenir compte des efforts complémentaires de flexion 
qui agissent sur les membrures par suite de la répartition réelle des charges 
entre les nœuds. I n longeron de voilure multiplane, par exemple, se com- 
porte, à cet égard, comme une poutre continue sur plusieurs appuis (cons¬ 
titues par les mâts) chargée par les efforts de portance qui l’intéressent 
(reactions d’appui des diverses nervures). 

Les contraintes correspondantes sont d’autanl plus importantes qu elles 
se trouvent amplifiées par la combinaison : flexion + compression axiale 
(chap. XYI, § 6.). 

Signalons, enfin, que certaines structures forment des ensembles 
hyperstatiques très complexes, nécessitant des calculs laborieux. Les struc¬ 
tures modernes (ailes cantilever) jouissent, à cet, égard, d’une simplicité 
extérieure remarquable. 

4.2 VOILURES A LONGERONS INDEPENDANTS. 

4.21 Aile bilongeron entoilée 2 (fîg. 13). — Cette structure comporte 
deux longerons dont l’écartement est maintenu par des entretoises (ou des 
nervures) non encastrées sur eux. La triangulation dans le plan de l’aile 
est, généralement, réalisée par des cordes à piano. Outre leur appui sur le 


1. — Cette opération peut également s’accomplir en effectuant préalablement 
l’équilibre d’éléments secondaires (nervures d’aile par exemple). 

2- Nous_ conviendrons d'une façon générale de désigner par entoilage toute 
surface de revêtement n apportant aucun secours à la résistance d’ensemble. 
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fuselage, les longerons prennent généralement réaction sur les mats inter¬ 
médiaires (voilures«biplanes) ou sur les mâts obliques ou les haubans (voi¬ 
lures monoplan es haubannées). 

Les nervures, destinées à supporter l’entoilage, et donc à recevoir les 
charges aérodynamiques, reposent simplement sur les longerons. Elles cons¬ 
tituent, à cet égard, des poutres sur deux appuis dont l'équilibré de prin¬ 
cipe est schématisée figure 13 b. 

© ® 



Le centre de poussée aérodynamique étant sujet à des déplacements 
dans le sens de la profondeur des profils, il s’ensuit que chacun des longe¬ 
rons peut, tour à tour, supporter en flexion la presque totalité des charges, 
ou même une charge supérieure à celle d’ensemble (centre de poussée exté¬ 
rieur à l’espace inter-longeron). 

En d’autres termes, un moment de torsion ne peut être transmis que 
par flexion différentielle des longerons (fig. 14) et nous savons que ce pro¬ 
cédé engendre des déformations considérables quand la longueur (1e la pou¬ 
tre est importante (chap. XIII, § 6.1). 

C’est pourquoi ce type de structure est pratiquement abandonne dans 
la Construction des voilures monoplanes en porte-à-faux. 



Fig. 14. 


4.22 Aile multilongeron entoilée. — On a parfois réalisé, selon le 
même principe général que ci-dessus, des ailes comportant plus de deux 
longerons indépendants entre eux. Cette disposition no procure en pratique 
aucun avantage. En effet, le système devient hypers la tique et 1 on est oblige, 
en général, d’avoir recours à des hypothèses défavorables pour le résoudre, 
d’où un poids de structure superflu ou une incertitude sur la résistance de 

1.’ ensemble. 


P. VatiLAT. — Résistance des Matériaux. 
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4.3 VOILURES A LONGERONS SOLIDARISES 
La trop grande souplesse 
indépendants entraîne des ris< 
darisation des longerons < 
de ce facteur capital de riqidit 
lisées : 

4.31 Solidarisation par entretoises encastrées. — 

les entretoises (ou les nervures) simplement appuyées 
solidement encastrés sur les longerons (fig. 15 a et 15 b). Au niveau de ces 
entremises, la dénivellation en flexion du longeron le plus chargé ne peut 
s opérer qu’en entraînant une déformation telle que celle schématisée par 
la figure 15 c. Pour que ce système soit efficace, il est nécessaire que chaque 
longoron possède, une rigidité propre on torsion appréciable. 


ci ion à longerons 
critiques. La soit- 
a constitué une première étape vers la recherche 
J ’ !e ' en torsion. Plusieurs variantes ont été réa- 


L'ensemble constitue un sys 
à résoudre, même si l’on négli 
Il convient, en effet, d’effectuer 
de tenir compte dus rig 
geron. 

Signalons que, dans certaines structures 
tue qu’à l’aplomb de quelques nervures 
dont la structure forte est déjà nécessitée pai 
(nervures de tranches-moteurs ou de bordure di 


generalemen t laborieux 
propre des entretoises, 
coupure par entretoiSé 1 et 
propres en flexion et torsion de chaque lon- 

cette solidarisation ne s’effec- 
spéciales largement espacées, el 
des raisons d’aménagement 
réservoirs, par exemple). 


'an nag e 


4.32 Solidarisation par double plan de haubannage (lig. 10). — Cette 
solution est acceptable pour les ailes épaisses. L’ensemble "constitue alors 
une poutre à faces planes triangulées où la torsion est transmise par quatre 
composantes agissant respectivement dans le plan de chaque face (fig. 16 b). 

L — L'homothétie de la structure peut, cependant, dispenser d’opérer de multi¬ 
ples sections. On établit alors remplacement d’un axe de torsion du système. 
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Signalons que Ton peut admettre que chaque composante est propor¬ 
tionnelle à la dimension de la l'ace qu’elle intéresse, soit 



= r. 


Celle hypothèse revient à admettre qu’une torsion n’engendre aucune 
réaction longitudinale 2 (analogie avec la torsion des corps creux à parois 
minces, cliap. XIII, § 4.1). 

On arrive d’ailleurs à un « flux de cisaillement apparent » d’intensité 




20 


(i'orce par unité de longueur) 


avec ù — aire ABCD (corps creux fictif limité par le contour résistant). 

On adopte, dans cette hypothèse, comme axe de référence des moments 
de torsion, la droite joignant les centres de flexion 0 des sections droites. 
Ces centres sont situés aux « foyers des inerties » des deux longerons, soil 
à des distances telles que 

dj_ = jL 

I, 'B 

d’où 


d,=l 


I, + I 2 


et 


d n = l-J±— 
- B + I, 


avec Ii et I 2 = moments d’inertie respectifs, en flexion verticale, de chacun 
des longerons. 

Nous trouverons la démonstration de cette propriété an chapitre XXI. 
lors du calcul des structures bilongcrons h caisson intermédiaire de torsion. 
La structure étudiée ci-dessus constitue d’ailleurs une étape intermédiaire 
vers celle citée en référence. Elle renforce d’une façon très appréciable la 
rigidité en torsion du bilongeron. 


4.4 VOILURES EN POUTRES DE WARREN. 

4.41 Description (flg. 17). — Te type de structure de voilure comporte 
deux longerons reliés entre eux par un'système de nervures obliques encas¬ 
trées deux à deux, aux mêmes points, sur chaque longeron. 

4.42 Passage des efforts. — L’o.rc de référence servant au calcul des 
efforts est également, dans ce type de structure, la droite joignant les ren¬ 
tres de flexion (foyers des inerties) du système bilongeron. 

On calcule ainsi aisément, la participation de chaque longeron h la trans¬ 
mission de la flexion d’ensemble (participation proportionnelle à l’inertie 
de chacun d’eux). 

Le passage de la torsion s’effectue de la façon suivante - : 

Soit un moment de torsion M, appliqué dans la section droite compre¬ 
nant l’extrémité AB de la nervure ABCD (fie. 17). Il est assimilable à un 
couple de composantes 

+ F=+_ M i.. 

~ H 


1 _ Cette hypothèse est valable pour les structures lonrruos et hors de la proxi¬ 

mité de leurs encastrements. Elle peut s’appliquer a toutes les structures ti i.ingulees 
possédant ces caractéristiques. 

2 , .— Nous supposerons, pour simplifier les démonstrations, les hauteurs des 
deux longerons égales et les longerons parallèles. Le nrincipo est identique dans le 
cas général de longerons convergents et de hauteurs différentes. 


I 

l 
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Chaque force ± F se décompose en 

±Fi= +F tg suivant le plan du longeron AV, 


±F 2 = + 


cos a 


suivant le plan de la nervure oblique ABCD. 


Le premier groupe crée une flexion secondaire ilu longeron AV de 
moment 

Mt = F 1 H=M t tg x. 

Les composantes ± F 2 sont transmises par flexion de la nervure oblique 

^ ' jusqu’à l’encastrement CD où elles don- 


moment constant : M» = 


C.OS i 


nent : 



+ F..= F, sin ft suivant le longeron AR, 

+ F =F, cos fi suivant la nervure oblique CDEF. 

On évalue ainsi une flexion secondaire du longeron AH 

M a =F :i H = M( tg a sin /? 
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et une flexion de la nervure oblique C1)EF 

M, = F,H=M ( tg a cos fi. 

On voit donc que M, est transmis, de proche en proche, par des flexions 
pures (ou circulaires) des différents éléments. 

Remarques. — a .) Nous avons raisonné, ci-dessus, sur les composantes 
des moments, afin de concrétiser le phénomène. On obtient, en réalité, un 
calcul plus élégant en faisant apparaître directement les vecleurs-niome.nl s 
qui se décomposent selon les indications de la ligure 18 (mêmes résultats). 

b) Quand les longerons AV et AE sont de hauteurs différentes, les 
moments fléchissants varient le long des nervures, car ils sont accompagnés 
d’efforts tranchants. Ceux-ci peuvent être mis en évidence par les compo¬ 
santes verticales obtenues alors, en décomposant les efforts F en A et B. 
Ils peuvent également se calculer directement à l’aide des moments aux 
emplantures, connaissant l’angle de convergence des semelles des nervures 
(formules analogues à celle permettant le calcul de « l’effort tranchant 
réduit » dans une poutre convergente : chap. IX, § 3.8). 

Tl en est. de même dans les longerons quand leurs hauteurs varienl. 

4.43 Conclusion. — Ce procédé de construction renforce considérable¬ 
ment la rigidité en torsion du bilongeron. Il est comparable, à ce point de 
vue, aux- structures à. revêtement travaillant. Il garde sur ces dernières, 
l’avantage de permettre un aménagement plus facile de l’aile, par suite des 
grands espaces libres entre les nervures obliques. Cette considération expli¬ 
que son emploi très fréquent sur les avions militaires (logement des armes 
ou des bombes). 

Signalons qu’on l’utilise parfois en lui adjoignant un revêtement tra¬ 
vaillant. L’ensemble devient alors surabondant pour le calcul en torsion. 

4.5 VOILURES TYPE « MONOSPAR ». 

4 .31 Description. — Ce procédé de construction, fort ingénieux, réa¬ 
lisé en quelque sorte une poutre de Warren à longeron unique. 

La flexion normale est, en effet, entièrement transmise par un mono- 
longeron dont l’axe constitue donc l’axe de référence des moments de 
torsion. 

Ce longeron unique est étayé par une succession de pyramides a bases 
rectangulaires jointives, pouvant être réalisées, soit par des membrures 
rigides (tubes par exemple, voir fig. 19), soit par des éléments souples (cor¬ 
dés à piano, voir fig. 20). Il est nécessaire, dans ce dernier cas, d établir un 
jeu de pyramides de part et d’autre du monolongeron et d’étayer les som¬ 
mets par des mâts rigides perpendiculaires an longeron (procédé Monospar 

proprement dit). > , . 

Signalons que les sommets de ces pyramides sont, en general, réunis 
entre eux, soit par une barre (fig. 19 b), soit par des cordes à piano (hg. -D />)• 
Le rôle essentiel de ces éléments de liaison est d’assurer la transmission 
des efforts agissant dans le plan de l’aile. L’ensemble constitue, en elle , 
à ce titre, un bilongeron (monolongeron + barre, ou monolongeron + corde 
tendue) triangulé par les arêtes des pyramides. 

4.32 Transmission de la torsion. - Le processus de transmission d un 
moment de torsion M, est schématisé sur la figure 19 a, dans le cas do la 
structure à barres rigides. 

On voit que le couple de torsion M„ équivalent, h deux composantes 
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Fig. 19. 

en A et U, donne lieu à : 


des efforts axiaux F, et F., dans les barres SA et SB • 

H ,lêMssanl 

“ ' e «° rt tl '“ ch “‘ complémentaire : 


Les efforts Fi 
tante K parallèle 


et F, se composent au sommet S et donnent 
au longeron et d’intensité 


une résul- 


(avec i = distance du sommet S au plan médian du longeron) 

La somme des projections devant être nulle on a, évidemment 

T^F.+f^-r. 

(Le couple M, se traduit donc iinalement par deux composantes ± R.) 

SD etsriï R v 0nne ’ 4 son tour ’ des e lhts axiaux dans les barres- 
• et bC (décomposition non représentée sur la figure - ) et h 

dans 6 lTlokeeron°des ^ P roche ’ j u ^ u ’ au 'pelage, en donnant seulement 
tranchants comp"émentaiîes ï!" éCh " ^“ndaires U, et des efforts 

travament 1 ® ee'nui ““£i‘ ( f '§' 20) ’ seu,es les cordes tendues 

tique ' q q ensemble à double pyramide demeure ùo*ta- 

Ay ec , le sens d . e sollicitation représenté sur la figure 20 a les « cordes 
traiaûlantes » seraient : AS,, BS 2 . S,D S,G CS' DS' < 5 ' f 1? £°\ aes 
011 © les mAfs; 5 r-t Q' Q' -, • , 2 ’ i’ “^ 2 * ^ 2 ^ S 2 L. Xotons 
-T 16 les mats b,b, et S,S, encaissent des efforts internes de compression 

dsnsroSatoerigX. 6St S ° UmiS mêmeS eff ° rtS com P^ men taires que 
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sence du longeron arrière). 

On a utilisé des procédés analogues sur certains fuselages en treillis , 
pour réaliser localement, des « triangulations déportées « nécessitées par la 
présence de larges ouvertures interdisant le passage de diagonales recti¬ 
lignes. 


4.6 CONSTRUCTION GEODESTQUE. 

Ce procédé de construction, utilisé par la Société Yickers-Armslrong, 
revient à réaliser un véritable revêtement travaillant discontinu. 11 cons- 



1 . _ Tout au moins dès que les compressions ont détruit les tensions initiales 
(Ch. VI. § 3.3). 
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titue 
(§ 3 .; 


à co titre une étape intermédiaire entre les types (le structure 1 et 3 


La figure 21 représente le schéma d’une aile réalisée selon ce procédé. 
La flexion est entièrement confiée à un monolongeron. Par contre, la torsion 
et les efforts dans le plan de l’aile sont transmis par un réseau de forts pro¬ 
filés, sensiblement orthogonaux, épousant la forme du profil. L'orientation 
do ces profilés se fait suivant des lignes de longueur minimum sur la sur¬ 
face à revêtir, d’où le nom de « construction géodésique » donné à cette 
structure. 


L ensemble est recouvert de toile. 

Les « flux de cisaillement » s’exerçant sur le corps creux ainsi réalisé 
cheminent par des tractions ou compressions dans les membrures obliques. 
Les membrures constituent, à ce titre, un système triangulé complexe. 

Lien que galbées, les membrures restent stables sous l’action de leurs 
eliorts axiaux, par suite des « tendances opposées >' présentées par deux 
éléments orthogonaux à leur point de rencontre. 

L intérieur de 1 aile est ainsi dégagé de toute nervure, ce qui favorise 
largement 1 aménagement (réservoirs de combustible en particulier). 

(.et avantage compense, dans une certaine mesure, la complexité de 
cette construction. 

On réalise egalement des fuselages suivant le même principe. Ils sont 
comparables aux !uselages-coques comme procédés généraux de calcul et 
comme avantages d’utilisation. 
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CALCUL DES STRUCTURES A AMES MINCES 


0. INTRODUCTION 


Les structures à à mes minces, désignées encore par « structures à revêtement 
s nni-trav aillant », sont d'un emploi très répandu en construction aéronautique. 

Elles ne constituent cependant, qu’une étape intermédiaire vers la solution, 
théoriquement idéale, des structures à revêtement totalement travaillant ou 
« structures-coques ». 

Leur succès est dû, en grande partie, à la simplicité de construction qu'elles 
présentent, relativement à ce dernier groupe de structures. Elles constituent, en 
outre, dans bien des cas, la solution pratiquement idéale, notamment pour les 
constructions légères ou peu chargées. 

Nous avons appris, au chapitre XIX, à évaluer les « sollicitations complémen¬ 
taires » consécutives à Vin stabilité des voiles minces. Ces théories s'appliquera, 
d’une façon générale, à toutes les structures étudiées ci-après dont, les <c âmes », 
non raidies longitudinalement, présentent des contraintes critiques inférieures a 
celles qui seraient engendrées par leurs charges usuelles. Pour alléger l'expose, 
nous ne donnerons, cependant, que l'expression .de leurs contraintes générales, 
auxquelles il conviendra d’ajouter, éventuellement, celles dues à ces sollicitations 
complémentaires. 

Nous donnerons au paragraphe 1. quelques considérations générales el au 
paragraphe 2. une étude théorique des poutres à âmes minces. Les paragraphes 
suivants traitent de quelques applications, les plus répandues, de ce procédé de 
construction. Nous avons insisté d’une façon particulière sur l’un des problèmes- 
essentiels relatifs à ces structures, qui est. celui de« Vintroduction des charges ». 


1. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES 


1.1 DEFINITION. 

Les structures à âmes minces ont été définies, d’une manière générale, 
au chapitre XX, paragraphe 2.2. lors de la classification des différents types 
de 'constructions aéronautiques. 

Rappelons qu’une « poutre à âmes minces » est constituée par : 

a) des cléments longitudinaux concentrés appelés semelles qui assu¬ 
rent, théoriquement, seuls la transmission de la totalité des efforts normaux 
(traction ou compression générales, ou efforts normaux provenant de la 
lie xi on) ; 

b) des parois minces appelées âmes (voir remarque § 1-21), qui n ont, 
théoriquement, pour rôle que d’assurer par cisaillement la transmission des 
efforts tangentiels (flux de cisaillement provenant des efforts tranchants ou 
des moments de torsion). Ces éléments minces assurent donc, en quelque 
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sorte, une « triangulation » entre les semelles, à l’exclusion de toute parti¬ 
cipation à la résistance aux efforts normaux (voir remarque § 1.22). 

1.2 REMARQUES 

1.21 Extension de la notion 
d’âme mince. — La délinition ci- 
dessus permet de concevoir que le 
terme « âme mince » prend, dans 
les structures étudiées présentement, 
un sens plus général que celui que 
nous lui avions attribué jusqu’à 
maintenant (panneau flan et mince 
reliant les deux semelles d’un lon¬ 
geron). 

On englobe, en effet, sous In 
désignation commune « dame 
mince », tout panneau mince ;plan 
ou galbé reliant deux semelles de 
la structure L 

Exemple. — Dans la structure représentée figure 1 (monolongeron avec caisson 
de torsion de bec d’attaque), le revêtement du bec constitue une âme mince au 
même titre que l'âme du longeron elle-même. 

1.22 Ames minces idéales et réelles. — Il est aisé de concevoir que la 
définition precedente fixant impérativement les rôles respectifs des âmes 
et des semelles, vis-à-vis de la transmission des efforts, ne constitue, en 
réalité, qu’une « limite idéale ». 

On sait, en effet (chap. XIX), que toute âme mince participe au même 
litre que les semelles, à la transmission des efforts normaux, tant, que sa 
limite de stabilité (on contrainte critique) n’est pas atteinte. 

On sait également, qu’au delà de cette limite, line âme mince assure 
encore une participation réduite mise en évidence par la notion très pratique 
de « largeur équivalente » (chap. XIX. § 2.43). 

Cependant, ces éléments étant minces, ou peu raidis, admettent des 
contraintes critiques très faibles et, par suite, des « sections équivalentes » 
peu importantes. On peut d’ailleurs, en pratique, inclure ces sections équiva¬ 
lentes dans celles des semelles concentrées, ce qui assure une concordance 
plus grande entre la théorie et la réalité, tout ail moins en ce qui concerne 
les contraintes normales. 

En résumé, la théorie des poutres à âmes minces constitue un « étal 
idéal », souvent très voisin de la réalité, qui a pour avantage essentiel de 
simplifier considérablement les calculs. 

Signalons encore que certaines structures sont considérées comme des 
poutres à âmes minces ou comme des coques selon l’orientation ou la 
grandeur des charges qu’elles transmettent. 

Exemple. — Nous verrons que la structure représentée figure l est souvent con¬ 
sidérée : 

— comme une poutre à âmes minces pour la transmission des « efforts nor¬ 

maux » (charges parallèles à. l’âme du longeron) ; 

— comme une coque pour la transmission des « efforts de traînée » (charges 

perpendiculaires à l’âme du longeron, toujours beaucoup plus faibles-- 
que les charges normales). 



1. — Cette convention a pour but essentiel de simplifier l’exposé. 
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Une même structure peut, enfin, comporter des âmes minces et des 
parois assimilables à des coques, pour une même catégorie d’efforts appli¬ 
qués. Leur discrimination s’effectue essentiellement par comparaison entre 
leurs charges réelles et critiques. 

1.3 INFLUENCE DE LA CONVERGENCE DES SEMELLES. 

Généralement, les semelles dos poutres à âmes minces ne sont pas 

parallèles entre elles. 

On sait que leurs efforts normaux équilibrent alors, par suite de cel 
« effet de convergence », une certaine traction des eftorts tranchants 
(chap. IX, § 3.84). 

Nous conviendrons toujours do désigner par « effort tranchant réduit » 
T la part d’effort tranchant restant à transmettre par les âmes (bien que 
cette part puisse être, dans certains cas, supérieure à 1 ellort tranchant 
d’ensemble, voir cliap. IX, § 3.862). 

L’expression de ces efforts tranchants réduits sera donnée dans chaque 
cas particulier étudié. 

1.4 PROPRIETES FONDAMENTALES DES AMES MINCES. 

1.41 Flux de cisaillement. 

Règle : Dans une section droite d’une structure, le flux de cisaillement 
est d’intensité constante le long d’une même âme mince \ 

Démonstration : La démonstration de celte règle s’eflectue simplement 
en s’aidant de la propriété essentielle établie au chapitre IX, paragraphe 3.5, 
lors de l’étude du glissement longitudinal de flexion. 

Nous avons vu, en effet, que le glissement longitudinal assurait la mise 
en charge des différentes « couches de libres » d’une poutre fléchie. Une 
variation du flux de cisaillement longitudinal, et par suite du flux trans¬ 
versal réciproque, ne peut donc s’effectuer que de part et d autre d un élé¬ 
ment mis en charge longitudinalement. Or, par définition, aucun élément 
d’une âme mince n’est chargé longitudinalement. Le flux de cisaillement 
est donc d’intensité constante, dans une même section droite, entre les deux 
semelles terminant l’âme considérée. Si cette âme est d’épaisseur constante 
(cas le plus fréquent), la contrainte de. cisaillement est donc également cons¬ 
tante. 

1.42 Résultante de cisaillement. 

1.421 Données. — Considérons (fig. 2 a) une section droite d une 
âme mince galbée de forme quelconque. Cette aine est délimitée par les 
deux semelles A et B, distantes de h, et elle est soumise à un flux de cisail¬ 
lement (constant) d’intensité r. 

1.422 Grandeur et direction de la résultante. — Décomposons laine 
AB en une succession d’éléments délimités par les points 1, 2, 3... distants 
entre eux de AL cette distance étant suffisamment, petite pour que l’âme 
puisse être considérée comme élant rectiligne dans chaque intervalle. 


1. — Rappelons que l’on désigne par intensité du flux (ou écoulement) de cisail¬ 
lement la grandeur de la force s’exerçant, par unité de longueur, tangentiellement au 
contour de l’âme (chap. IX, § 3.54). Le flux - est relié à la contrainte de cisaillement t 
par l’expression : - —te, avec e — épaisseur de l’âme. 
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Chaque élément reçoit donc une force, appliquée suivant sa direction, 
orientée dans le sens du flux et ayant pour intensité 

AR = tAI. 

Formons le dynamique de ces forces AK à une certaine échelle des 
forces (voir flg. 2 b). 

Il est clair que ce dynamique, reproduit à une échelle près, le contour, 
de 1 âme AB, cette « échelle relative » étant 

fig. 2 b _ AH _ tAI _ r 
fig. 2 a Al Al 

La résultante li joignant les points terminaux a et b du dynamique, 
mesure donc 



C est 1 expression de Y intensité, ou grandeur, de la résultante qui est 
toujours égale, entre deux points quelconques d’une même âme, au produit 

flux x distance ( rectiligne ) entre ces deux -points. 

La direction de la résultante est évidemment (fig. 2) parallèle à ;la 
droite AB joignant les deux points considérés. 



Xous pouvons donc énoncer la règle suivante : 

La grandeur et la direction cle la résultante de cisaillement d'une âme 
mince ne dépendent que de la grandeur et de l’orientation de la droite joi¬ 
gnant les points extrêmes considérés (semelles par exemple). Elles sont 
indépendantes de la forme de l’âme entre ces deux points. 

1.42.5 Position de la résultante : Axe de cisaillement. — 


Cette posi- 
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par exemple (fig. 3 a). 

. .‘SSSSÎ»ÎM“ 

. - Al 


Au = r AR—r rAl. 

Or, le produit rAl représente le double de l'aire du triangle 0-2-3, soit 

r AL=2 AQ 

d ’ 0Ù Aju=2rAQ. 

Le moment total engendré par le flux, de résultante R, agissant entre 
A. et B vaut donc Au=2 r s AQ = o rû 

en désignant par Q l'aire totale délimitée par le contour de l'âme mince ■ 
et la droite AB. /"Tn 

(S) © 



Fig. 3. 


Ce moment est équivalent, en valeur absolue, à, celui Créé par le de'«- 
laged existant entre la résultante R et la droite de fermeture AB. sort 

2 r 12= R d= r fl d 


d’où l’on tire 


“TT^tour doit, en toute rigueur, être compté au mi.ieu de répaisseur de 
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Remarques. — a) En désignant par b la largeur du rectangle ABCD 
équivalent à l’aire a (fig. 3 b), c’est-à-dire telle que 


on voit que 



.U* 


Fig. 4. 


b li=£l soit b = — 

h 


d=2 b. 


La. dimension b se désigne encore par la « hau¬ 
teur moyenne » do l’arc ACB. L’axe de cisaillement 
est décalé du double de celte hauteur moyenne. 

b) Dans le cas (théorique) d’une âme de con¬ 
tour sinueux telle que l’âme ACB de la figure 4, 
l’aire a doit être évaluée en se donnant un sens 
positif d’un côté de AB, ce qui donne, par exemple, 
en valeur absolue 

!> = S.2,— 12,. 

Le décalage 


est alors compté dans le sens positif adopté pour 
les surfaces. 


c) On voit que la position de l’axe de cisaillement d’une âme mince 
ne dépend que des caractéristiques géométriques (c’est-à-dire de la forme) 
de cette âme. Elle est indépendante des charges appliquées. 

d) Ne pas confondre l’axe de cisaillement d’une âme mince avec celui 
d une surface mince, de même contour, mais participant à la transmission 
des efforts normaux de flexion. Ces surfaces sont alors assimilables à des 
fragments de coques. C’est, par exemple, le cas des profilés minces étudiés 
au chapitre XI, paragraphe 3.. et résumés Planche 20. Ces surfaces admet¬ 
tent un centre de cisaillement, contrairement aux âmes minces qui ne pos¬ 
sèdent qu’un axe de cisaillement (une seule direction, d’effort équilibré par 
cisaillement). 


2. fiTUDE THÉORIQUE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS 
DE POUTRES A AMES MINCES 

2.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

Nous envisageons ci-après quelques cas particuliers théoriques de poutres à 
âmes minces Pont les sections droites sont représentées par les différentes figures. 
Ces théories admettent les conventions générales suivantes : 

a) Les poutres sont prismatiques et longues ou les sections envisagées sont 

situées loin de tout encastrement rigoureux d'un? section droite ; 

b) La rigidité propre en torsion de chaque semelle et la rigidité de leur 

ensemble en « flexion différentielle » est négligeable vis-à-vis de la rigi¬ 
dité en torsion de la structure 1 ; 

c) Les efforts tranchants T' envisagés sont les efforts tranchants réduits, à 

transmettre réellement par les âmes (dans le cas où les semelles conver¬ 
gent entre elles longitudinalement, voir § 1.3). 


1. — Cette hypothèse est, très généralement, admissible pour toutes les structures 
à âmes minces fermées. 



CAS PARTICULIERS DE POUTRES A AMES MINCES 


607 


2.1 POUTRE A DEUX SEMELLES ET UNE AME (fig. 5). 

En tant que poutres à âmes minces, ces poutres ne peuvent equihbrer 
que des efforts tranchants réduits , appliqués suivant leurs axes de cisaille¬ 
ment xx'. ,,, , . , .. ._ 

Elles possèdent donc une « ligne d’action obligatoire » de ces eltorts. 

On a, dans chacun de cos cas 1 



Remarque. — Ces « lignes d’actions obligatoires » des efforts tranchants 
réduits diffèrent des lignes d’application des efforts tranchants bruts, dans 
le cas général d’âmes non planes (fig. b b, c et d) et de semelles conver¬ 
gentes. Un effort tranchant brut T se'décompose, en effet, en (voir fig. ü dj 

T'-k — agissant suivant AB (effort tranchant réducteur) 
h. 

et 

X'=T — T" agissant suivant xx' (effort tranchant réduit) 

avec />• = coefficient de convergence longitudinale des semelles, 

M = moment fléchissant appliqué a la section. 

(voir chap. IX, § 3.84). 

La distance a de T à B doit être telle que (fig. •» h) 

T a=T d 

d’où 

«-dl. 

T 

Elle ne constitue plus un « paramètre géométrique pur » de la section 
contrairement à la distance d. 

Cette remarque est valable pour les poutres b et c de la figure b et pour 
toutes celles étudiées ci-après. 


1 . — La hauteur h doit être comptée entre les c. de g. des semelles (chap. IX, 
§ 7.31). 
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2.2 POUTRE A DEUX SEMELLES ET A DEUX AMES (fig G). 

Les deux axes de cisaillement x 1 x 1 ' et x 2 x 2 ' des deux âmes sont paral- 

e es a AB. Ils oilrent des possibilités de « réactions diriqées » aux efforts 
tranchants. 

Ceux-ci doivent donc être parallèles à AB (direction obliqatoire), mais 
ils peuvent occuper une position quelconque dans lo plan de la section 

La décomposition d'un effort tranchant réduit T en T/ et ’JY absorbés 
respectivement par chaque âme, est isostatique (fig. 6). 

. . J* 11 °y. ient ’ en effet, en désignant par a la distance quelconque de T' 
a AB (positive vers 1a. gauche) : 


âme 1 : T', = T' 
âme 2 : TU ~T 


a +d„ . _ jq 

d t + d 2 ’ ■’ fi 

; r = 

d l +d. 2 'h 


h= 






Remarques. a) La poutre travaille, dans le cas général, en flexion et 
en torsion. 

... l , 11 ét , at d _ e fanion pure n’est engendré que pour une position particu¬ 
lière de l coïncidant avec l’axe de flexion de la poutre. Voir paragraphe 
suivant et paragraphe 3.32. 

b) Un moment de torsion pur M, engendre sur les âmes U et 2 un llux 
constant d’intensité 

r=_ Ml _. 

2 ( 0 1 + 0 ) 

L’ensemble forme, en effet, un corps creux à parois minces (chap. XIII, 
.s 4.1), sous réserve, toutefois, de la convention générale (b) énoncée ci-des¬ 
sus au paragraphe 2.0. 

2.3 POUTRE A DEUX SEMELLES ET TROIS AMES (fig. 7). 

2.31 Considérations générales. — Les trois axes de cisaillement x.xf, 
x 2 x 2 , x 3 x 2 , des trois âmes, offrent trois possibilités de réactions diriqées 
parallèles entre elles. 

I ne telle poutre ne pourra donc encore transmettre que des efforts 
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orientés parallèlement à AB (direction obligatoire des efforts tranchants), 
mais le problème de décomposition de l'un de ces efforts entre les trois 
âmes est hyperstatique (analogie avec une poutre continue sur trois appuis 
simples). Il y a lieu, pour le résoudre, de discriminer les états de flexion - 
pure et de torsion pure. 

L’état de flexion pure' est obtenu quand l'effort tranchant réduit T 
coïncide avec l’axe de cisaillement des trois âmes, dans la section droite 
considérée b 


2.32 Recherche de l’axe de cisaillement. 


2.321 Kolniions. - 
ligure 7, soif : Ame I d 
gnons' par : 


Les formules ci-après correspondent au cas de la 
un coté de AB et Ames 2 et 3 de l'autre côté. Dési- 


d la distance cherchée entre l'axe de cisaillement A.V et la droite 
AB, cette distance étant comptée positivement vers l’âme 1; 

di, d,, d 3 , les distances respectives des axes de cisaillement, dos 
âmes 1, 2 et 3 à AB, soit 






avec üi, Us, üj = surfaces délimitées respectivement- par les âmes 1 , 2 cl 3 
et la droite AB de longueur h. 



Envisageons un effort tranchant réduit T, appliqué au niveau de, xx , 
et soient 

T o x "-i T .i les flux de cisaillement de flexion pure engendrées respec¬ 
tivement dons les âmes 1. 2 et 3 (voir sens positifs figure 7) ; 

T = 1° fl ux total dù à T' supposé supporté par une seule âme de 

hauteur h. 

On a donc (équilibre général) 


r = r, +r 2 +r 3 . 


0 ) 


1. — C'est sur cet axe de cisaillement qu'est situé le centre de flexion-centre de 
torsion de la section considérée (ch. XX, § 3.1). 


P. Vau.at. 
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et 


Nous poserons, enfin, les notations simplificatrices suivantes 

A 2 ; *.,= v ' A- 

e, —-i, e„ ~'u e-, 


y,= Y'~ l ; 


x 3 = v 

—•* 

1 


’-l 


+ -U + J 

a. 


3 


avec A/,, A / 2 et M* = éléments île longueur (curvilignes) des dînes 1. 2 
et 3 d’épaisseurs e,, e 2 et e 3 1 . 

2.32.2 Condition de glissement. — Les âmes étant reliées rigidement 
aux semelles, leurs glissements absolus , en flexion pure, de B à A, doivent 
être égaux entre eux. 

Or, on sait qu’un élément Al, de Laine 1 (par exemple) subit un glis¬ 
sement élémentaire , égal à sa tlècbe de cisaillement (réciprocité) et ayant 
pour valeur (chap. VIII, § 4.2) 


avec 


d’où 


as, = 4-At, 


t =-H- 

1 «, 


G e. 


Cette âme subit donc un glissement total, entre B et A 

(t, = -V -A- - _Zr_ (notations ci-dessus). 
G —G e, G 

•On trouverait de même pour les âmes 2 et 3 

T " et r a 


“V G °* 


'•“-G- 


La condition ci-dessus s’exprime donc par la relation - 

T i a i =r a a a =r 3 a a- <-) 

2.323 Flux de flexion pure. — De la relation ci-dessus on tire 


~., = r. 


et 


a.» 


T 3 =T 1 


et, en portant ces valeurs dans (1) 

r = T i*i (— 4- A + 

,, , A 

d ou 

et, de même 

T„ = r 


a 3 > 

A 

(notations 

ci-dessus) 

T. = T 




1 

«i 



A . 

J 

a 2 

r 3=7 - 

_A 

«3 

(3) 


_ -*• Ces épaisseurs peuvent être, dans un cas général, variables le long d’une 
meme âme. Si elles sont constantes on a évidemment 


Zi — 


l, 


- h 


X. 2 = A. ,.| y — 

e, e, e n 

l i> 'h et h désignant les longueurs développées (de B à A) de chaque âme. 

2 - — Cette relation, où G s’est éliminé, suppose, non seulement que les âmes sont 
ue matériaux identiques, mais encore qu’elles ont conservé une même valeur de G 
apres plissement éventuel. Il est donc nécessaire que leurs instabilités apparaissent 

ÏL“fïïÜT la ,fme charge (ch. XIX, § 4.6). Dans le cas contraire, il y aurait 
lieu de modifier la relation (2) en tenant compte des différentes valeurs de G. 
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2.324 Condition d’équilibre. — En prerfant les moments par rapport 
à un point quelconque de AB, on obtient, avec les conventions de signes 
ci-dessus et figure 7 

T\ d x — r 4 d 2 —T' a d 3 =Td 


soit 


■> r « >. 


-2r„ü„ 


-2T,a=r h. d 


ou encore, à l’aide des valeurs (3) ci-dessus 



(*) 


2.325 Position de XX'. — On déduit de cette relation la distance d 
cherchée 


! Il 

1 

O, O, 


a, «■> 

*;î ) 





expression où ne figurent que des caractéristiques géométriques de la section 
droite considérée. 


2.33 Etat de flexion pure. — Cet état est matérialisé par la figure 7 
ci-dessus : Un ofiort tranchant réduit T' appliqué au niveau de XX' donne 
lieu aux flux xj, t 2 et t 3 déterminés par les expressions (3) du paragraphe 
2.323. 

2.34 Etat de torsion pure. 

2.341 Principe de calcul. — Un moment, de torsion M, est dii soit à 
un couple pur, soit au transport d un effort tranchant réduit T 1 (parallèle 
à AB) et situé à une distance ô de l’axe XX' (lig. 8). 

M t =TS. 



1 , __ un effort tranchant brut T situé à une distance b de AB se décompose en 

M 

■ effort tranchant réducteur T" = fc —— fig. 8 et § 2.1, 

11 / 

effort tranchant réduit T' = T — T" 

T est situé à une distance de AB : a = b d'où ?, =a±d. 
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Les rigidités propres en torsion des semelles étant négligeables (hypo¬ 
thèse générale énoncée ci-dessus au paragraphe 2.01) la structure se com¬ 
porte, vis-à-vis de la transmission d'un moment de torsion, comme une 
coque fermée possédant une cloison intérieure.. 

Nous effectuerons l’étude théorique de ce cas (problème hyperstatique) 
au chapitre XXII, paragraphe 3.2. Nous donnons ci-dessous les résultats 
pratiques auxquels on aboutit 

2.342 Notations (lig.. 8). — En supplément aux nolalions ci-dessus 
(§ 2.321), nous désignerons par : 

ü/ et üz les aires respectives délimités par les deux corps creux 
situés de chaque coté de l’âme 3, soit donc (notations ci-dessus lig. 7) 

<V 1 = (] t+ 0; Li' g = ü.j—ü :l 

t/, T-/ et V les flux de cisaillement de torsion pure dans les âmes 
1, 2 et 3 (voir sens positifs lig. 8) 

K le rapport sans dimension 

è 2 - (*!+*:,) +«a 
K = -Hi-. 

Ql 

*n+ -T7 2 -a 3 

— t 

2.343 Résultats. — Les flux de cisaillement de, torsion pure sont don¬ 
nés par 

r',= -Mi- 

2.(ü' 1 + Kü' 2 ) 


2.4 POUTRE A TROTS SEMELLES ET TROIS AMES (fig. 9). 



2.41 Considérations générales. — Les axes de cisaillement des trois 
âmes se déterminent selon la méthode habituelle (§ 1.423). 


Exemple : âme I : décalage ch 


2üi 

hx 


(avec //1 


= distance Ab). 
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Cl 3 


Ces trois axes fournissent trois possibilités de « réactions dirigées » 
(triangle résistant abc). Le problème (système plan) est donc isostatique. 

La poutre peut transmettre des efforts tranchants quelconques, c’est- 
à-dire d’orientation et de position quelconques, dans le plan de la section 
considérée. 


2.42 Flux de cisaillement. — Soit, par exemple, un effort tranchant 
réduit T' appliqué h des distances respectives a', h' cl c des trois sommets 
a, b et c (fig. 9). 

L’équilibre des moments autour de chacun des sommets a. b et c donne, 
en valeurs absolues : 

X' 

sommet c : T ,=T'-L- d’où : âme 1 : -, = -r 1 - 
c" h, 

sommet a : T , = ï'-^— d’où : âme 2 : r., = JL? 

a" ht 


sommet b : T'.. =T, d’où : âme 3 
* 1 b" 


r, 

ih 


Le sens de chacun de ces efforts, ou flux, se déduit du sens du moment 
créé par T' autour du sommet correspondant (voir lig. 9). 

Remarques. — a) L’état d’équilibre ainsi créé comprend, dans le cas 
général, une superposition de flexion et de torsion pures ; 

h) Un couple do torsion pure M, engendre un flux constant t d’inten¬ 
sité _ = M t 

2Q 

en désignant par t> l'aire du corps creux délimite par les trois Ames 1 ; 

c) Il n’est pas nécessaire de discriminer les états de flexion pme et de 
torsion pure. 


2.43 Efforts longitudinaux dans les semelles. — Le calcul de ces efforts 
s’effectue directement à l’aide des flux intéressant chaque semelle (mise en 
charge par les glissements longitudinaux). 



Fig. 10. 


Dans l’exemple de là figure 9, reproduit en perspective figure 10, on 
obtient les accroissements suivants des efforts normaux, par unité de lon¬ 
gueur (comptée suivant 1a. dimension longitudinale x de la poutre) : 
semelle À (deux flux divergents) : AN, =— r, — r 3 
semelle B (deux flux convergents) : AN 2 = r, + 7- 2 
semelle C (r„ divergent, r 3 convergent) : AN s =r,—r„. 


1 . — En négligeant toujours les rigidités propres en torsion des semelles. 
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(Le signe 4- correspond ici à une « mise en charge » en compression.) 
L’effort normal dans une section considérée s’obtient en effectuant la somme 
de ces accroissements élémentaires entre l’extrémité libre et cette section. 

Remarques. — a) On peut encore effectuer le calcul en déterminant les 
moments fléchissants agissant dans le plan de chaque face et en additionnant 
les contraintes des longerons obtenues dans deux faces adjacentes. 

b) On peut également procéder par décomposition des efforts suivant 
les axes principaux d’inertie des sections droites. Les résultats obtenus sont 
équivalents à ceux ci-dessus. 

2.5 POUTRE A QUATRE SEMELLES ET TROIS AMES. 

2.1)1 Transmission d’un effort tranchant. — Les trois axes de cisaille¬ 
ment ab, bc et cd, déterminés selon la méthode habituelle, forment, de 
même que dans le cas précédent, un triangle résistant dont le sommet s est 
rejeté vers le bas, dans le cas de la figure 11. 

Cette poutre peut donc, également, transmettre des efforts tranchants 
quelconques et le problème de recherche des flux est isoslatique.. 



La figure 11 a donne un exemple concernant un effort T. Les notations 
et résultats sont analogues à ceux de la figure 9. 

_ On trouve de même qu’au paragraphe 2.43, les accroissements unitaires 
suivants des efforts normaux dans les semelles : 


semelle A : AN, = 1 -, 
semelle B : AN 2 =r 2 — 7 , 
semelle C : AN 3 = — r„ -r, 
semelle D : AN,=- 3 



CAS P ATtTIC U LIE RS DE POUTRES A AMES MINCES 


2.52 Transmission d’un moment de torsion. — L’équilibre à jm cou¬ 
ple pur M t peut se déterminer graphiquement en superposant ] es t.ux mis 
! deux efforts tranchants quelconques T parallèles entre eux et doc. e. 
d’une quantité ô telle que 

T S=Mo 

On peut encore opérer directement en remarquant (flg. i\ b) «T-JC tes 
composantes F, et F* doivent admettre une résultante parallèle, égale et 
opposée à Fa (couple pur), d où 


F„= 


et les flux 


-• = 3l 
‘ 3 h, 


Remarque. — Un couple do torsion pur engendre donc des efforts longi¬ 
tudinaux dans les semelles qui se calculent à partir des flux ci-dessus^U en 
est de même dans toutes les sections ouvertes pour lesquelles nous avons \i 
au c h aD itre XIII paragraphe 5., que le processus de transmission d un 
moment de torsion s’apparente à une flexion différentielle savons que 

ces sections présentent une faible rigidité en-torsion, relativement aux sec 

tions fermées. 

2.6 POUTRE A QUATRE SEMELLES ET QUATRE AMES. 

Les quatre axes de cisaillement forment un « quadrilatère résistant. ,» 
abcd offrant quatre possibilités de réactions dirigées (hg. 12). La i poutre pOTt 
donc transmettre d es efforts quelconques, mais le-problème de recherche 

des flux est hyperstatique. * . ,, , > i- 

11 est possible de lever l’indétermination, dans un cas general, a l aide 
de conditions de glissement et d’équilibre analogues à celles exposees au 
paragraphe 2.112. Le calcul matériel est complexe. 


@ . zrit 


FIG. 12. 

Nous donnerons ci-après au paragraphe 5 ; 2 une mélhode plus simple 
applicable pour les sections symétriques possédant deux axes de cisaille 

"nr—r d'un — de torsion s'effectue sans difficulté en 

engendrant sur le périmètre du « corps creux » un flux constant 

r= -Ml 
•2 <> 

avec ü =aire totale limitée par les âmes (rigidités propres des semelles 
négligées). 

1. _ Dans les sections fermées, les llux agissant de part e t d ’^ ut ^ 
donnent une résultante nulle (flux convergents et divergents de meme mten.. té). 
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2.7 CONCLUSION. 

iï j j6S , ex , eni l’les précédents sullisent à montrer que lu détermination des 
eilorls generaux dans les poutres à âmes minces peut, généralement, s’el'- 
lertner par de simples considérations d’équilibre. 

On voit, cependant, que chaque âme ne peut réagir que suivant une 
direction bien déterminée, qui est celle de son axe. de cisaillement. Il est 
donc necessaire, pour que ces poutres soient mises en charge convenable- 
l" 1 ' 1 '!■//!' c f ' es éléments assurent la répartition des efforts appliquas entre 
es aif/crcntcs âmes. C'est le rôle des cloisons transversales (nervures d’aile 
roupies de luselages-coques) qui assurent cette « introduction des charges » 
pai llexion dans leurs plans. Le calcul de ces éléments constitue un des 
problèmes de detail essentiels dans l’étude des structures à âmes minces. 
INous 1 examinerons ci-après dans chacun des cas particuliers éludiés. 

3. STRUCTURES MONOLONGERON 
AVEC UN CAISSON DE TORSION 

3.1 CONFIGURATION GENERALE. 

h es structures inonolongeron avec un caisson de torsion constituent le 
type le plus simple de constructions à âmes minces. 

Elles sont essentiellement utilisées pour réaliser les ossatures résistan¬ 
tes des éléments sus tenta leurs (voilures, empennages), ou des gouvernes 
(ailerons volets de courbure, gouvernails de profondeur ou de direction). 
Leur configuration interne se prête mal à la réalisation des structures do 
lusclages. Elles comprennent les éléments longitudinaux résistants suivants 


tors ionVAV.. 



\//// //// • f 

////B 



// / / I 

— 

B Faux-le 

inôeron; 


Fig. 13. 

— nn longeron unique AH constitué par deux semelles et une âme 
plane et situe au voisinage du maître-couple du profil; 

du Ion«ercm ^ ar ° l mince de revêtement formant un corps creux avec l’âme 

Cette paroi, assimilable h une âme courbe, est reliée intimement aux 
semelles du longeron. Elle n’est, généralement, pas raidie longitudinale¬ 
ment^ et elle est, constituée, soit par le revêtement de bord d’attaque (struc¬ 
ture a caisson de torsion avant, figure 13 a), soit par le revêtement de bord 
de finie (structure a caisson de torsion arrière, figure 13 b). 

Dans cette dernière solution, la fermeture du caisson arrière est, géné¬ 
ralement, reabsee (en avant des volets ou ailerons) par un élément plan 
mmee appelé faux-longeron. La continuité en flexion du faux-longeron 
n étant pas assurée a travers le fuselage 2 et sa rigidité étant très faible 

serrés H Gt Si IeS raidisseurs sont continus et suffisamment 

sci rts, la stiucture s assimile a une coque (cf. XXI[). 

cul,-,fionT U ‘ reprlse d ’ un f a u *-longeron est généralement réalisée par une simple arti- 
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vis-à-vis de colle du monolongeron (ou longeron principal), on peut négliger 
sa participation à la transmission des efforts normaux de flexion 

Les deux types de structures « et h (fig. 13) sont donc assimilables a des 
poutres à deux semelles et deux âmes minces dont 1 une est plane. 

Remarques — a) Ces structures (voilures en particulier) comportent 

généralement des surfaces de revêtement rigides ou 

situées à la fois en avant et en arrière du longeron. Cependant, des raisons 
il aménagement peuvent obliger à interrompre pratiquement la contimute 
de l’une” ou l’autre'de ces surfaces. 11 reste alors une ossature il sis 
assimilable à 1 un des deux cas ci-dessus-. , r 

b) Des éléments transversaux ou nervures assurent la tonne (le 
semble et la répartition dos charges-(voir ci-après). 

3.2 DETAILS DE CONSTRUCTION. 

11 existe une très grande variété dans la réalisation des monolongerons. 
Nous avons groupé, figure 14. quelques exemples classiques applicables aux 

voilures. 




Pic. 14. 


Les exemples a à / concernent la construction métallique {alliages 
AU4G ou AU461 ou, plus rarement, semelles en acier) et les exemples g 
et h la construction bois (semelles en sprinte, âmes et revêtement en contre¬ 
plaqué, voir chapitre XII). Signalons qu’il existe des constructions mixtes 
(longeron métallique, revêtement en contreplaqué). 

L’âme du longeron peut être, soit simple (exemples a , b, c, h) soit dou¬ 
ble (exemples d, e, /, g). Dans ce dernier cas. le longeron possédé par lui- 
même une rigidité en torsion qui peut devenir appréciable Les calculs ci- 
après supposeront cependant, toujours, cette rigidité négligeable devant 
celle du caisson. En d’autres termes, les deux âmes sferont assimilées a une 
seule âme fictive, située dans le plan médian du longeron et d épaisseur 


1 . - cette hypothèse peut, néanmoins s’écarter de la réalité vers les extrémités 
de l’aile. 

2 . _ Dans le cas contraire, l’ossature devient un monolongeron a deux caissons 

de torsion : tvpe de structure étudié ci-après au paragraphe 4. 
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égalé à la somme des épaisseurs des aines réelles. Il conviendra de limiter à 
cette aine fictive 1 aire 12 du caisson de torsion. 

ce ^ fo î s ( 1 ,’ ân j e P leinG esl ' remplacée par un treillis simple ou double 
(_iig. loj. bette disposition particulière n’altère pas les principes de répar¬ 
tition des charges exposées ci-après. Le longeron peut cependant, se calculer 
en uexion, comme une poutre Irianqulée. 



Il existe enfin^ notamment pour les ailerons, volets, ou gouvernes, des 
ongerons ne possédant pas de semelles proprement dites. Ils sont consti¬ 
tues simplement par une tôle pliée en forme de U dont les ailes sont reprises 
sur le revetement (fig. 16). On doit, dans ce cas, limiter les sections travail- 
aa.es (aux efforts longitudinaux) à celles définies, dans chaque cas parti- 

desâme^chap llX) S équivalentes ’ com P tée s à partir des angles de pliage 

La jonction du revêtement aux semelles peut, être réalisée soit par rive¬ 
tage ou soudure (fig. 14 c, e, f), soit par vis (ou clous Parker) : fig. 14 b 
et d soit par collages (fig. 14 g et h), soit, enfin, par assemblages à charniè- 
les (üg. l i a). De toute façon, ces jonctions assurent le passage d’un certain 
glissement longitudinal entre le revêtement et les semelles 

Les nervures peuvent, être, soit à âmes pleines on ajourées, soit en 
treillis, soit en demi-coquilles en 'forme d’arcs. 

3.3 TRANSMISSION DES CHARGES. 

3 : 31 , Remarque préliminaire. — Ainsi que nous l’avons vu ci-dessus 
'f s Patres à deux semelles et deux âmes, auxquelles s’assimilent 
les structures etudiees, ne peuvent transmettre, en tant que poutres à 
âmes minces, que des charges orientées parallèlement à la droite Ab joi¬ 
gnant les centres de gravité des semelles. 

Ces charges, qui sont donc parallèles à l’âme du longeron, sont appelées 
charges normales. Elles agissent, en effet, perpendiculairement, au « plan 
de 1 aile ou de la gouverne étudiée et nous savons (chap. XX, § 1.31) qu’elles 
constituent la composante principale des charges totales. 

, r ® ste * néanmoins, à transmettre des charges agissant parallèlement 
au plan de l aile (ou charges de traînée). La transmission de ces deux caté¬ 
gories rie charges donne lieu à des calculs distincts. 

3.ù'2 Transmission des charges normales. 

3.321 Données. — Plaçons-nous, par exemple, dans le cas d’une struc- 



fil 9 
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ture à caisson de torsion avant dont la figure 17 représente une section 
droite. 

Désignons par : , 

T l’effort, tranchant brut appliqué à une distance b en avant ne 

l’axe du longeron ; 

jYi 

T l’effort tranchant réduit : T' = T — T" = T h -j~- (chap. IX, 

§• 3.84). , , , „ 

Cet effort est appliqué à une distance a de.l’axe du longeron, telle que 

T' • a = T • b. 


Désignons, d’autre part, par : 

q la surface du caisson de torsion ; . 

k la distance en les centres de gravité des semelles (hauteur equi 

valante du longeron). 



Fig. 17. 


3.322 Méthode théorique. — Cette méthode a été exposée au para- 

tiaP Dans le cas particulier qui nous occupe, on a d 2 = 0 (âme 2 plane), 
d’où les efforts et flux suivants (fig. 17 a) • 

— Ame 1 (revêtement du bec) 
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Ame 2 (âme du longeron) 


Ts = T / T / l = T' ( 1 ^A) 


i r,=T' ( - - 

h 


a_ 
2 L> 


3-323 Méthode pratique. — Pratiquement ii est plus commode, pour 
la conduite des calculs généraux de la structure, d'adopter un axe de réfé¬ 
rence unique, auquel se rapportent les efforts. 

Il est particulièrement pratique de choisir l'axe longitudinal du longe¬ 
ron qui est, généralement, rectiligne et normal au plan de symétrie de 
l’avion. 

Convenons de désigner par « moment de torsion » 1 le moment de trans¬ 
port : M, = T6 de l’effort tranchant brut (fig. 17 b). 

Nous avons donc également : M f = T'a (relation ci-dessus). 

Nous obtenons les flux suivants : 

— Flux dû à T' 

= T- 

h 

agissant sur Faîne 2 exclusivement. 

— Flux dû à M e (corps creux de surface ) 

r ~ = _ T' a =r 

2 Li 2 Q ' 1 

agissant sur les âmes 1 et 2. 

La composition de ces flux sur l’Ame 2 donne, compte tenu de leurs 
sens respectifs (fig. 17 b ) 

1 


r' — r" = T ( —_«_ 

\ h 2 Ù 

On retrouve donc'bien les mêmes flux x x et t 2 que par la 'méthode ci- 
dessus. 

(iC résultat permet souvent de dire que « le longeron transmet la tota¬ 
lité de l’effort tranchant ». Cette affirmation n’est cependant exacte que si T 
est appliqué au niveau du longeron. 

3.33 Transmission des charges de traînée. — La structure étudiée 
n est pas conçue rationnellement pour résister à ces charges. Heureusement 
celles-ci sont généralement très faibles vis-à-vis des charges normales (sauf 
cependant pour certains appareils dotés de volets-freins de piqué). Nous 
n aborderons que très succinctement ce problème qui doit, on pratique, 
s’étudier dans chaque cas particulier. 

3.331 Structures arec, faux-longeron. — Dans ce cas. on assimile le 
caisson arrière à un système bi-longeron (longeron principal et faux-longe¬ 
ron) avec doux âmes minces constituées par les revêtements arrières. Ou 
négligé ainsi la participation du bec d’attaque (défavorable). 

3.332 Structures sans faux-longeron. — Nous avons au chapitre XIX, 
paragraphe 2.34, que la courbure du bec d’attaque permettait aux tôles de 


Le moment de torsion réel devrait, en réalité, s’évaluer autour de l’axe de 
torsion (ou axe de flexion) de la structure, dont la position se déterminerait par un 
calcul analogue à celui effectué au § 2.32. La connaissance de cet axe n’offre pas d’inté¬ 
rêt pratique pour le calcul de la structure étudiée (flux résultants identiques) Elle n’est 
nécessaire que pour les calculs aux vibrations. 
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revêtement de transmettre, sans flambage, des contraintes de compr 
appréciables. On peut donc encore considérer un système lu-Ongeion 
titué par le longeron principal, la pointe extrême du bec et les Udes 

médianes. 

On réalise quelquefois, pour renforcer 
le système, un « longeronnet » situé près 
du bec d’attaque (fig. 18). 

On peut encore considérer tout 1 en¬ 
semble du bec comme une coque si . les 
tôles de revêtement ne, sont pus déjà ins- 
tabilisées par les efforts normaux agissant 
simultanément avec les efforts de traînée 
envisagés. 

3.4 CALCUL DES ELEMENTS LONGITUDINAUX. 

3.41 Longeron. — Nous renvoyons, pour ce calcul, au chapitre IX, 
paragraphe 7. où nous avons appris à effectuer le dimensionnemen, lap - 
des a |iéments (âmes et semelle,)™un longeron à unie nonce et auchap^ 
XIX paragraphe 6.7, où nous avons étudie les sollicitations 

Ss dues au plissement de l’âme, et le dimensionnement des rauhssevn 

ll ^Notons que l’effort tranchant à envisager pour ces calculs e st ^eiï°rl l , 
défini au paragraphe 3.322 ci-dessus (compte tenu de la convergence des 

Semelles et de l’emplacement de T en profondeur). 

Signalons également que l’on s’impose souvent de ne pas athm d> o la 
limite de stabilité en cisaillement de l’âme pour les charges 
d’être rencontrées usuellement (coefficients de charge l,u a 2 a selon le t>]« 
de l’avion), dette condition résulte de considérations de ruju i <>. 

3.42 Revêtement. — Les tôles, ou contreplaqués, de 1 e ' f ' jj! 11 . 

caisson de torsion, subissent une contrainte de cisaillement pur donnée p. 

avec e = épaisseur du revêtement. , , ^ 

Leur limite de stabilité étant généralement inférieure a^. surtout pou 
les tôles, sensiblement planes, des caissons amères, il convient de tenu 
compte de leur travail en traction diagonale (ohap. MX, § 4 ->- a 6 *’ 5 - ' r 
d’orientation des plis : p=4Ü 0 ). 

343 Influence du plissement du revêtement sur le longeron. Le 

travail en traction diagonale des parois de revêtement du euisson^detors,ion 
engendre des sollicitations complémentaires des semelles du longero . 
figure 19 illustre cet état de sollicitation, dans le ras « 
sion arrière. Les semelles reçoivent des actions, parallèles aux neivuie,, 

d’intensité 

i — r r T oi 

pur des tôles de revêtement (voir 

ChaP Soufl’adton ^efforcés, les semelles du longeron 
chir horizontalement vers le faux- longeron, en prenant appui sm les ner 
/ » j d' + d" \ 

vures f réactions R = fd avec d = ^ ) • 

Il se produit un phénomène réciproque pour le faux-longeron. 
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• Remarques. — a) Dans le cas le plus fréquent, où il existe un revê¬ 
tement métallique de part et d’autre du longeron (bord d’attaque et bord de 
lune.), la flexion horizontale des semelles se trouve pratiquement empêchée 
par la presence du revêtement non travaillant. 



Fig. 19. 


mp _P? peut , alors se dépenser de tenir compte des sollicitations complé¬ 
mentaires ci-dessus. 1 

F^ e f ? U ?' 1 '? ng f, ra î 1 est ’ de 111 cmc, renforcé par la présence de la 

flexionTme t 6 , T ' ai c , r01 ; 11 convi enl également de faire participer en 

uexion une bande équivalente de revêtement. 

Jonctions longitudinales. — Le calcul de la jonction âm.e-semellcs 

S B S î, C v hapltre IX. paragraphe 8.3, dam le cas d'une âme stable, 

rlecLfl P 1 V^ IX ’ P"?8rap he «.4. dans le cas d’une âme plissée. Le llux 

T a ? ï à consi , c orer est 10 flox '= défini ci-dessus au paragraphe 3.32. 

d ? u i° de \ semelUs o« revêtement du caisson de torsion se calcule 
ci une façon analogue en partant du flux r,. 

3.5 CALCUL DES NERVURES. 

Il y a lieu de distinguer deux types bien distincts de nervures au noint 

Uenn U ent d °ou UrS proc<Sdfe . tie c» 1 ™ 1 (mise en équilibre) selon qu’elles appar- 
tiennent, ou non, aux caissons de torsion de la structure. 

j ^"j 1 . Nervures n’appartenant pas aux caissons de torsion.—(Nervures 
le boid de tinte, cas a fi g. 13. ou nervures de bord d’attaque, cas h, fi g 13) 

ém.ilihro n Fnl U ' e o S ne preS ? te , nt au01ine diffi ™lté particulière de mise en 
J Comportent comnie des consoles encastrées sur le sys¬ 
tème résistant (longeron-caisson). ' 

et é ven tn ell p m sou mi ses aux charges aérodynamiques qui les intéressent 

meemenl n 1? ’ r^i centrées provenant des masses d’amé¬ 

nagement ou des articulations de gouvernes qu’elles supportent 

rrtrVpStoiSent OT COnt ^ ] ^ " au,ud ces 

3.o2 Nervures appartenant aux caissons de torsion (cloisons). 

RÔl ' e q i nér ^ 1 - — Ces nervures constituent essentiellement des 

c SÏK de révar l l \ Us tensions sur le revêtement travaillant au 

ef AmT 1,6 ^* r de Part et d ’ ailfrp dp ^ .pi»"., des «cerotV 
, , A J e * do? efforts normaux appliqués à la structure Elles rénar 

hSSenl esnlem ™* >“ de traînée et jouent enfin le XdSS 
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(comprimées) dans un caisson dont les parois travaillent en traction diago¬ 
nale (réactions R, lig. 19). 

3.322 Nervures courantes. — Nous désignons ainsi une nervure non 
chargée d’introduire dans la structure une charrie concentrer' importante 
et non située h un changement de forme brutal de Structure. 

Nous donnons Planche 43 (cas .4) un exemple numérique de calcul 
•d’une de ces nervures b Nous nous sommes placés dans le cas d’une 
structure à caisson de torsion arrière. 

Les charges h répartir sont : 

les charges aérodynamiques propres à la « tranche » de caisson de tor¬ 
sion intéressée par cette nervure, 

lejs charges correspondantes agissant sur le bord d'attaque et sur la 
gouttière arrière. 

Nous avons négligé les charges de traînée, ainsi que la compression sup¬ 
plémentaire résultant du travail en traction diagonale des tôles de revê¬ 
tement. 

3.323 Nervures d'introduction de charges concentrées. — Ces nervures 
peuvent être, soit directement intéressées par les charges concentrées, soit 
situées en regard de charges concentrées n'appartenant pas au caisson de 
torsion. 

Nous donnons Planche 43 (cas B) un exemple numérique concernant la 
mémo nervure que ci-dessus que nous avons supposée supporter une potence 
d’articulation de volet de courbure. 

Les efforts calculés sont les efforts supplémentaires dus à cette intro¬ 
duction de charge. Il convient d’y ajouter ceux dus au rôle de nervure cou¬ 
rante joué par cette cloison (cas A), d'où les efforts résultants figurés sur 
la planche 43. 

On remarquera que l’introduction d une charge concentrée fait essen- 
liellement travailler la cloison au cisaillement. Si cette nervure n'apparte¬ 
nait pas au caisson de torsion on trouverait, par contre, un moment fléchis¬ 
sant (de variation linéaire) très important. 

3.324 Nervures de « transformation de torsion ». — Nous désignons 
ainsi des cloisons situées au niveau de changements brusques dans la struc¬ 
ture du caisson de torsion. Nous donnons deux cas particuliers de mise eu 
équilibre de ces nervures. 


«) Passage d’un caisson avant, à un caisson arrière. — Tl arrive que 
des nécessités d'aménagement obligent h utiliser dans une même struc¬ 
ture de voilure, un caisson de torsion avant, puis un caisson arrière. 
11 est alors nécessaire de prévoir une ou plusieurs cloisons spéciales au 
niveau de cette transformation brutale du système résistant en torsion. 

C’est le cas de la nervure ARCHE de la figure 20 a. 

Le n moment de torsion » M, (évalué par rapport à l’âme du longeron) 
est transmis, jusqu’à cette nervure, par un flux 


appliqué sur 1 le périmètre du caisson avant. 

Il s’équilibre sur le caisson arrière par un flux 



(Les efforts de flexion du longeron se transmettent directement.) 


1. — Dans le cas A traité planche 43, la cloison considérée joue le même office 
qu’une nervure courante. 


Les efforts maxima ont 
T,=r, II, 

(Les attaches en A et B de 
des composantes horizontale 
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b) Fermeture d’un caisson. — d’est le cas de la nervure FGJK de la 
figure 20 a supposée située à l’aplomb du fuselage. 

Le faux-longeron est articulé en O 'Sur le fuselage. 

Le moment de torsion M t (transmis par le caisson arrière) s’équilibre 
par deux composantes 


appliquées en O et FG (section d’encastrement du longeron principal). 

D’où les efforts suivants dans une section courante S 3 de la nervure 
considérée (fig. 20 a et 20 c) 

T a = r 2 h,— R, M a =2 r„A ü„—Rx. 

N 

Le moment M 3 est nul à l’aplomb du longeron et du faux longeron. 

La cloison travaille essentiellement au cisaillement et faiblement en 
flexion. 


Remarque. — Si le caisson était rectangulaire et de hauteur Tl, on aurait 
L W - IiL et 

d’où : 


2 IIj L 


T = — 


et 


2 I. 


M 3 =2_. 


Ml =-= constante 

L 2 L 


M t 


2 H 3 L 


I L x — Ml r =0 
1 I, 


d’où travail en cisaillement pur. 


3.53 Conclusion. — Les calculs ci-dessus montrent que, dans une 
structure à âmes minces, il y a nécessité absolue de disposer des « cloisons 
répartitrices » au plus près de chaque charge concentrée importante, ou de 
chaque changement, de forme. Il serait, par exemple, illusoire de ne repren¬ 
dre une ferrure importante que sur les semelles du longeron ou sur les tôles 
de revêtement en pensant que « les charges introduites resteront dans ces 
éléments ». Le revêtement peut, tout au plus, tenir lieu de gousset pour 
intéresser quelques nervures voisines. Faute de cloisons, ces charges engen¬ 
dreraient très vite des contraintes et des déformations très importantes de 
la structure. Celle-ci transmettrait, en effet, la torsion par un mode de tra¬ 
vail comparable à une flexion différentielle (déformation des sections droites 
en parallélogramme). 

Ces conclusions sont valables pour loutes les structures à revêtement 
semi-travaillant ou totalement travaillant. 


4. STRUCTURES MONOLONGERON 
AVEC DEUX CAISSONS DE TORSION 


4.1 GENERALITES 

Ces structures sont également essentiellement; utilisées dans la cons¬ 
truction des voilures ou empennages. 

Elles comprennent (fig. 21) : 

un monolongeron identique à ceux des structures étudiées au para¬ 
graphe 3, 

un caisson de torsion de bord d’attaque (ou caisson avant), 
un caisson de torsion de bord de fuite (ou caisson arrière) généralement 
fermé par un faute-longeron. 


P. V ALLAT. 
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Klles sont assimilables à des poutres à deux semelles et trois âmes min¬ 
ces dont I étude théorique a été effectuée au paragraphe 2.3 ci-dessus. 

JMIes présentent, relativement aux structures à un seul caisson de tor¬ 
sion un avantage de rigidité en torsion. Leur calcul est, par contre plus 
complexe et donc moins précis (calcul hyperstatique). 

Xous ne développerons pas leurs principes de construction qui sont ana¬ 
logues a ceux exposés au paragraphe 3 . 2 . 

, n ex P°sons, ci-après, que la répartition des charges normales, 

c est a-dire parallèles à l’âme du longeron. Les charges dites « de traînée » 

SO u nt ’,?o e,let - transmises de façons analogues à celles étudiées au paragnu 
phe 3.33. ' c 

4.2 Transmission des charges normales. 

4.21 Notations (fig. 21). — Les notations concernant les caracténsti- 
qiœs de résistance de la section droite envisagée sont résumées dans le 
a bienu ci-après. hiles sont conformes à. celles utilisées au paragraphe 2 . 3 , 
compte lenu de la simplification particulière due à la présence d’une âme 
plane (ame du longeron) \ 

Nous adopterons, pour les efforts appliqués à la section considérée, les 
notations suivantes (fig. *21) : 

T = effort, tranchant normal brut positif de bas en haut et appliqué 
a une dislance b en arrière de l’âme du longeron. 

Cet effort se décompose en : 


T "=k 


M 


h = effort tranchant réducteur (avec M=moment fléchissant et 
coefficient de conveqgence des semelles) 

T = T T" = effort tranchant réduit, appliqué à une distance : 

T 

a = b ^ en arrière de l'âme. 

^4t = T o=T' (,a + d)=T b + T'd ^moment de torsion. 



Remarque. — On aura avantage, en pratique, pour l’étude complète 
cl une structure a évaluer les moments cle transport 


M' t = Tb 


1. — La surface O, est nulle et : ü\ = Q, ; £v = _o, (fig . 8 et 21). 
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des efforts tranchants bruts de leurs points d’application à l’axe du longe¬ 
ron.. Ces moments seront, ensuite, corrigés des termes complémentaires T'd 
afin d’obtenir les moments de torsion réels M ( . 


Tableau récapitulatif des notations et résultats 


</) 
0) 
a 
O - 

’C 
-a) 
u 
O 
v- 
O 

U 


« c 
-a a> 

* J 


Désignation 

Ame 1 

(bord d'attaque) 

__ 

Ame 2 

(bord de fuite) 

Ame 3 
(longeron) 


Epaisseurs 


«. 

Ci 


Longueurs développées 
(de A à B) 

h 

h 

h 

% 

l cas épaisseurs 
\ constantes 

Paramètres < 

a - .lu 

7., — 

* 2 =- 2 - 

a - JL 

1 e., 

Q) 

1 

V- 

•a3 

E 

0 

-à) 

J cas cpuis.sour* 
f variables 

Surfaces caissons 
de torsion 

y a a/ ' 

û, 

v A a/,, 

*■- V 

Ü, 

V A A h 

<x.= > - 

J J» e. 

05 






Coefficients 


« 

Décalage axe de cisail- 

lement (positif en avant de AB) 


1 

1 

1 1 



4* + 

A 

a i 

« 2 a :t 

- 

o. 


K = 

£2, 

l*! + “3) + ®3 


il, 

“ a+ JT *-' 


«2 + 

d — 

2A 

(ik ik\ 


h 

\ a, a, 1 


Flux de flexion pure 


. __T' A 

1 II a, 

Flux de torsion pure ! / =--îi- 

1 1 2(0, +Kü,) 


Flux résultants 


i = T t + r i 


T A 
• 2 — , 

h «.j 

r', = Kr'| 
r ,, 2 =r 2 + r , s 




T' A 

7? a. 


r :i = r 1— T 2 

r" ;i =r 3 + r' 3 


4.22 Flux de cisaillement. — Le tableau ci-dessus donne les expres¬ 
sions des flux de cisaillement agissant sur l’âme du longeron et sur les deux 
caissons de torsion (voir § 2.3). , 

Afin de faciliter la combinaison des flux nous avons adopté un sens 
positif unique qui est celui engendrant un moment piqueur par rapport au 
bec d’attaque 0 (fig. 24). 


4.23 Application numérique. — Nous donnons, planche 44, le calcul d’une sec¬ 
tion d’une structure monolongeron à deux caissons de torsion. Les notations uti¬ 
lisées sont identiques à celles ci-dessus. On voit que le décalage d de i’axe de 
cisaillement, par rapport au longeron, est faible. 

4.3 CALCUL DES ELEMENTS LONGITUDINAUX. 

Le calcul des éléments longitudinaux : longeron, revêtements et jonc¬ 
tions longitudinales, s’effectue d’une manière analogue à celle exposée au 
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paragraphe 3.4 pour les structures monolongeron à un caisson de torsion. 

Signalons toutefois que le calcul des moments de, torsion M t nécessite 
la détermination préalable de t axe de torsion de la structure i . On adop¬ 
tera pour cot axe la droite joignant (dans une vue en plan de l’aile) les 
traces des axes de cisaillement XX' de deux sections situées au voisinage 
des deux extrémités. 

On aura, généralement, avantage à luire apparaître les « moments de 
transport » des charges totales, de leurs lignes d’application à l’axe du lon¬ 
geron ; ces moments s’exprimant avec les notations ci-dessus (fig. 21), par 

/i = T b. 

On ajoutera ensuite les moments correcteurs 

ix'=t d 

pour obtenir les moments de torsion M, (§ 4.21). 

4.4- CALCUL DES NERVURES. 

Toutes les nervures se calculent comme des cloisons puisque les deux 
caissons avant et arrière participent à la transmission du cisaillement. 

Leur principe de calcul est. analogue à celui exposé au paragraphe 3.62 
ci-dessus, sous réserve toutefois d’évaleur les accroissements AM, en trans¬ 
portant les charges jusqu’à l’axe de cisaillement de la section considérée (et 
non jusqu’à l’âme du longeron comme pour les structures à un seul caisson 
de torsion). 

5. STRUCTURES BILONGERONS 
AVEC CAISSON DE TORSION INTERMÉDIAIRE 

5.1 GÉNÉRALITÉS (fig. 22). 

Ces structures sont utilisées dans la construction des voilures et des 
empennages horizontaux ou verticaux. 

Elles sont caractérisées par la présence de doux longerons à âmes min¬ 
ces planes, généralement situés de part et d’autre du nmître-couple du profil, 
et réunis entre eux par des parois de revêtement non raidies longitudinale¬ 
ment 2 . 




s Fig. 22. 


L'importance relative des deux longerons est très variable : certaines 
structures présentent des longerons <le hauteurs et. d’inerties sensiblement 
équivalentes (fig. 22 a) tandis que d’autres, au contraire, possèdent un lon- 

1. — Cette détermination exigeant la connaissance des caractéristiques de résis¬ 
tance des sections, un calcul de dimensionnement ne pourra se faire que par approxi¬ 
mations (comme pour tout système hyperstatique). 

2. — Quand ces parois possèdent des raidisseurs longitudinaux continus et suffi¬ 
samment serrés, la structure s’assimile à un caisson central à deux âmes, justiciable 
des procédés de calculs relatifs aux structures-coques (chap. XXII). 
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geron arrière très faible vis-à-vis du longeron avant (fig. 22 b). Ce longeron 
arrière s'assimile presque au faux-longeron des structures étudiées ci-dessus, 
mais la différence essentielle entre ces éléments réside cependant^ dans le 
fait que la continuité on flexion de ce longeron arrière est assurée à travers 
le fuselage, contrairement au faux-longeron. 

Les semelles des longerons sont généralement constituées pcir des pro- 
lilés ouverts, genre cornières, disposés d’un seul côté des Ames. Cette dissy¬ 
métrie dans la structure des longerons est acceptable par suite de 1 appui 
continu offert par le revêtement qui s’oppose au « déversement » de leurs 
sections. 

Ces structures s’assimilent à des poutres à quatre semelles cl quatre 
âmes dont l’étude théorique succincte a été effectuée au paragraphe 2.0. 
fl est à remarquer que. cette assimilation s’effectue aussi bien pour les 
efforts normaux que pour les eflorls de traînée (conlrairenicnt aux sliuc- 

tures précédentes). , . , 

Nous n’envisagerons donc, ci-après, qu une seule orientation (tes 
efforts appliqués : celle des efforts normaux, c’est-à-dire appliques parallè¬ 
lement aux âmes des longerons. 


5.2 AXE DE REFERENCE. 

Ainsi que nous l’avons vu au paragraphe 2.(3 ci dessus, la répartition 
des efforts entre les divers éléments de la structure constitue un problème 

lnjperstatique. . . , 

La méthode la plus utilisée pour lever 1 indétermination, consiste a 

déterminer l’axe élastique de la structure à l’aide des centres de flexion des 

sections droites. 



avant et arrière : 


I = W -. 
1 2 ’ 


I 2 = 


Sa llj 


avec : 


s, et s„=sections de chaque semelle avant et arrière-.(y compris les « sec¬ 
tions équivalentes » d'âmes 'et revêtement, intéressés); 
h, et /}„,=hauteurs équivalentes des. longerons (distances entre c. de g. 
dés semelles). 
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iu, U ioiAi<uf, UÜ.& MATERIAUX Glia}) XXI 

Le centre de flexion (; doit être situé sur un axe verlical XX' tel nu’nn» 

®n TS) dre des flèc,,es * < imm 

f «r iï-arîÊSÆ aüsscÆs c 

sas» vsæstt&sts**-' «sis 

.«Ævis riTvar=»si;r.””‘ 

La vdhcaJe XX cherchée est donc, dans ces conditions située au 
« foyer des inerties » des deux longerons, soit à des distances 1 

di=t * 2 — du longeron avant, 

1 ] T 

d 2 = l ~'-—du longeron arrière. 

•*•1 + A 2 

la ntfZTï T a) P n pe ? b également déterminer, de la môme manière 
la position en hauteur du centre G, en considérant les deux longerons formés 
par les semelles supérieures et les semelles inférieures • 8 Iormes 

liane C 6St é ?jl 6 ?ent le centre de torsion et donc le centre élas¬ 

tique de la section considérée ; 

4.32. C) N ° llS aV ° nS dé,à Uti1isé cette méthode au chapitre XX, paragraphe 

5.22 Axe élastique de la structure. Calcul des efforts. — On adonle 
comme axe élastique la droite traduisant « au plus près » le lieu des centres 
élastiques C des diverses sections droites P Centres 

rlétP^nLT. C6t aX ° ? U6 i d0lt S ’ effectuer le transport des charges afin de 
avecZlef d î t0rS,0n M S (d0nt les vecteurs sont confondus 

males à Vaxe ela^e^ 6 SeC ‘ ,0I “ enYis “8 6es Vivent être nor- 

5.3 CALCUL EN FLEXION NORMALE. 

dérée'par t “ Msign0nS '. d “ s ™ -tion consi- 

m *> x '). 

Ces charges se répartissent de la façon suivante • 
longeron avant 

T _ rj, de, , » , , (1. 


M, =M- 


longeron arrière 


T 2 = t 


M, =M-3t 


On en déduit les efforts tranchants réduits T\ et T', agissant sur charnu* 

leurï^ènUÎles 1 ^ 6 tGnU ^ coefficients de convergences longitudinales^de 

Chaque longeron se calcule selon les méthodes habituelles. 
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5.32 Cas particulier de longerons fortement convergents entre eux. 

— Dans certaines structures (empennages verticaux, en particulier) les 
deux longerons présentent une convergence qui donne lieu à des corrections 
non négligeables des efforts ci-dessus. 



La figure 24 représente la vue en plan d’une telle structure. 

Soient Mi et Ma les moments déterminés, selon la méthode ci-dessus à 
partir du moment, fléchissant total M appliqué à la section droite S consi¬ 
dérée. Leurs vecteurs sont contenus dans le plan de la section S. 

Ces moments se décomposent en : 



M., 

cos /?, 


et 


M',= 


JL_ 

COS |Ô 2 


M,, = —M, tg (i, et M ts = M a tg /L. 

Les premiers sont transmis, réellement, par flexion de chaque longe¬ 
ron l . 

Les deux autres donnent lieu à un moment de torsion correctif 


M’ t = 


Il convient de tenir compte de cette correction dans le calcul de M,. 


• 5.4 CALCUL EN TORSION 

5.40 Remarque préliminaire. — Nous avons.vu au chapitre Y11I qu’un 
état, de torsion pure, c’est-à-dire donnant, lieu exclusivement à des con¬ 
traintes tangentielles, engendrait, en général, un phénomène de gauchis¬ 
sement des sections droites des poutres. 

Ce phénomène présente peu d’intérêt, pour les structures monolongeron 


1 . — Les efforts tranchants T, et T., sont inchangés. La relation générale AM — 
T Ax reste satisfaite, car les Ax ) et Ax., de chaque longeron sont avec le A.r de la 
structure (compté sur l'axe élastique), dans le même rapport que M' et M'.. avec M, et. 
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qui ne possèdent pus d'éléments s’opposant efficacement «à cette déformation 
et donc recevant des charges supplémenlaires. 

Pai contre, si 1 on impose à la structure étudiée présentement une 
section droite rigide (encastrement aile-fuselage par exemple), les semelles 
situées aux quatre angles pourront encaisser des efforts normaux provenant 
de cet empêchement à une libre déformation. 

L état de contraintes résultant devient complexe dans un cas général 
INous traitons ci-après, au paragraphe 5.42, un cas particulier simple avant 
poui but de la ire apparaître l’ordre de grandeur des corrections obtenues. 

5.41 ^ Calcul en torsion pure. — Toutes les sections non situées à 
proximité d’un encastrement rigoureux sont, pratiquement, libres de se 
gauchir. 

Jmi eilet, les nervures (ou cloisons) n’opposent qu’une faible résistance 
a ces déformations qui se produisent normalement à leurs plans. 

On pourra donc, en pratique, calculer toutes ces sections en supposant 
un état de torsion pure (ou libre) qui se traduit par un flux de cisaillement 
constant dans une même section droite : 

__ 'M f 

avec li = aire du caisson de torsion. 

Les longerons ne subissent donc aucune contrainte normale due à M, 

5.42 Cas particulier de caisson encastré 1 . 

5.421 Données (fig. 25). — Nous nous placerons clans le cas parti¬ 
culier simple suivant : Caisson de torsion de section rectangulaire constante 
(dimensions / et h) soumis à un moment de torsion M, constant sur toute 
sa longueur L. La section d’origine ABCD est supposée entièrement libre 
de se gauchir et la section terminale À'B'G'D' parfaitement encastrée. 


C C' 



Nous désignerons par : 

la section des semelles AA' et PB' et e, l’épaisseur de lame intermé¬ 
diaire ; 

x .• la section des semelles CG' et DD’ et e 0 l’épaisseur de l’àme inlenné- 
diaire ; 

e :l l’épaisseur des âmes horizontales (revêtement). 

_ 5.422 Equilibre. — La figure 25 représente l'état de torsion pure 
(§ 5.41) qui donne lieu au llux de cisaillement constant 

_ = M t ’ M, 

2 L2 2 h i 


1 . 


Référence ; Précis d’aérotechnique. He 3/1, par M. Robin. 
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L’encastrement rigide permet, en supplément à cet état, de tournir des 
réactions longitudinales concentrées aux extrémités A', B', G' et U' des 

semelles. r ... 

Désignons par H l'intensité inconnue de ces réactions qui doivent 

former un système nul \ 

Adoptons, par exemple', pour ces réactions, les sens arbitraires indiques 
sur ia figure 20. Cette figure représente « Vêlât perturbateur » dû à la 
présence de l'encastrement rigide. 



Cet état comprend un flux de cisaillement d’intensité inconnue A dont 
l’orientation sur chaque lace est telle que les glissements longitudinaux 
correspondants engendrent, des efforts normaux équilibrés finalement par 
les réactions B (fig. 20) 2 . 

On doit donc avoir 

2 r' L=R (en valeur absolue). 

Les quatre unies du caisson suppor¬ 
tent finalement les flux résultants indi¬ 
qués sur la figure 27. Cette figure repré¬ 
sente donc « l’état de cisaillement, résul¬ 
tant » agissant sur le caisson encastré 
soumis à M t . 

5.423 Sollicitations des semelles.- 
engendre sur chaque semelle des efforts normaux N qui oni pour expression, 
dans une section d’ahscisse x , comptée à partir de l’extrémité libre ABC!) 
(fig. 26) 

N=+2 t' x (compression ou traction). 

Les semelles subissent donc des contraintes normales : 


5.424 Détermination du « flux perturbateur » x'. — Cette détermi¬ 
nation constitue un problème hyperstatique que nous traiterons par la 
méthode du travail minimum (cliap. XVIif, § 2.03). 


1 . __ Le s réactions ont donc même intensité H (en valeur absolue) do façon a 
former un système de deux couples en équilibre. 

2 _Il est nécessaire que le « flux perturbateur » ait la même intensité sui les 

quatre faces, afin de former un système nul en torsion. Si l’on désignait, en effet, par 
r' et r'„ les flux verticaux et horizontaux respectifs, on devrait avoir (fig. 2(.) : 
/’ hl—T'.,Jh=0, ce qui entraîne nécessairement r' 1 =r. y 



— Le « flux perturbateur » t' 


* 


I 


I 
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fl) Expression du potentiel élastique interne. 

Jravail des efforts normaux N sur chaque semelle de section Sl 

«r = T-irfr-ll! 2 L“ , 2 

N ‘ J» se ,, ~ e s, J o * d T¥^" r • 

travail de N sur chaque semelle de section s 2 


r' a . 

«• 3 E .v„ 


Ame d’épaisseur e, (section he,, 

effort tranchant : (>■ + x') /,) 

zr (r + r'Ph* 


3>r 2 G k e i 

Ame d’épaisseur e 2 

L 2 G e, < T + T> ' 


E L . , 


2G e, (T+/) ' 

Ame d’épaisseur e 3 (section le,, 

effort tranchant : (t — r ')Z) 


t L 


2 G e 3 (r - T) '' 

Potentiel élastique interne 


D=2 C, +2 C- + 

C + C +2 c 


(-L+-L) 

I C h / +t')- 1 

'_L +-L) 

, . H. 

' ^ »,j 

1 2 G ( + } ( 

> «i e 2 > 

1- 

1 G e 3 


l) Equation. 

j dér .‘ V -f e de U . ™PPOrt à l'inconnue x doit être nulle (théorème 
de Menabrea), ce qui donne v 

son en simplifiant, et en posant les paramètres sans dimension suivants 


„ _ h . 
a,-, 

e, 


_ Il . 


R= A <1 [IL , li 

e ’ e a ’ 3 E \ *, 1 .v, J 

. P T'+(c .., + *,) (r + r')-2 * 3 (r-r')=0. 

c) Inconnue. 

On tire de cette équation l’expression de l’inconnue : 

t’=t - —a a ! y -2 I 

«i+ a + 2a,+£ | 

5.425 Remarques. 

.. Condition de torsion pure. — Cette expression montre que la conrft- 
«on a remplir pour que le /Zwæ perturbateur % soit ni// est, 

-, %i+ r„=2 'J 

soit - * 

JL + _Â = 9 JL . 

c i ’ <5 ~ r, 

inn!î' me l (profondeur du caisson) est toujours supérieur h h (hauteur 
s gérons), il faudrait que le revêtement ait une épaisseur e 3 supérieure 
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,0nêçr0ns - Cette g,né- 

K^SSSÊSSEE» 

i a, peu exemple, adopter eu première approximation. 

L—l. 

c) Rigidité de Vencastrement. — La théorie ci-dessus suppose essentiel¬ 
lement 1 encastrement A/B C/D' infiniment rigide. Le flux perturbateur ainsi 
trouvé constitue donc, en pratique, une limite défavorable. 

5.43 Application numérique. 

Données (voir notations fig. 25 et 25) 

^2 = mm 0 T- ( i r ?? arqUe 3 ci - d * ssus > > -,=1000 nmP ; 
kg/mm 2 ; G—2700 kg/nmP (AU4G) ’ 3-1,25 mra : Mt = 6000 mk S > E = 7000 

Flux de torsion -pure : 


Paramètres : 


r =—M l_ = __6000_10 3 , 

2 h l 2 ■ 400 • 100(C 7,0 kg/mm - 


’>= -T-- *,= ^-=200; =800 

l,2o 

0= /PS ( J00ÇL + Jg0»^ =6 


3 • 7000 \ 1000 


200 


Flux perturbateur : 


' ~ 7 ’ 5 lÔÔT2Wiôd!l7Ô =7 ’ 5 ' °’ 161 = 1 ’ 21 ^/rom. 


Flux résultants dus à M, : 

âmes des longerons : . 
revêtement : 


r +P=7,5+1,21 =8,71 kg/mm, 
r P=7,5 —1,21 =6,29 kg/mm. 


Contraintes des semelles (à superposer à celles de flexion) 
Effort normal par unité de longueur : 

±2"'= ±2,42 kg/mm. 

Effort normal à l’encastrement : 

N=—R=+ 2r'L= +2,42 • 1000=+2420 kg. 
Contraintes correspondantes (.section d’encastrement) : 

2420 


n, = + 




1000 

2420 

200 


= ±2,42 kg/mm 2 . 
= ±12,l kg/mm 2 . 


L se déterminée arbitrairement 011 ^ 1 aV ° nS vu CI * dessus , la « longueur perturbée » 

un flux perPmbateur °: Pf r'iTl ?’ kgfoîm*’^soif' liT Ÿ' ?« US aurions trouvé 
que ci-dessus. ’ Kff/mm ’ S0lf un résultat 3,3 fois plus faible 



G36 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Chap. XXI 


Les efforts normaux et les contraintes (les semelles auraient été-- = 1,65 fois 
plus faibles que celles ci-dessus. 

Il semble que la dimension L = i puisse être adoptée avec sécurité. 

5.5 CALCUL DES NERVURES. 

Le principe de calcul des nervures, ou cloisons, est analogue à celui 
détaillé au paragraphe 3.i> pour les structures inonolongerons à un caisson 
de torsion. 

Les nervures extérieures au caisson de torsion (bord d’attaque et bord 
de tuile) se calculent comme des consoles encastrées sur le caisson et sou¬ 
mises-à leurs charges propres. 

Pour le calcul des cloisons interlongerons, il y a lieu de transporter au 
centre de flexion C de la structure, les charges qui les intéressent. On 
trouve ainsi, pour une cloison donnée : 

un accroissement d'effort tranchant normal AT, 
un accroissement de moment de torsion AM,. 

Pour la transmission de AT, la cloison se comporte comme line poutre 
appuyée sur les âmes des longerons avant et arrière. 

L’accroissement, AM, est équilibré sur tout le périmètre du caisson, 
soit par un flux constant t (torsion pure), soit par les flux résultants (t -j-f) 
et (t— t') déterminés ci-dessus pour les zones perturbées par un encas¬ 
trement rigide. 


6. COQUES A QUATRE LONGERONS 
ET REVÊTEMENT MINCE 


6.1 GENERALITES (fig. 28). 

Les structures qui sont utilisées dans la construction des fuselages ou 
des fus eaux-moteurs, sont parfois désignées sous le nom de « fausses- 
coques ». 

Elles présentent quatre éléments longitudinaux principaux continus : 
X» ^ ^ appelées « longerons », ou encore « quilles d’angle ». Ces 

éléments sont réunis entre eux par un revêtement mince assurant la forme 
extérieure. Ce revêtement possède parfois, dans l’intervalle, de petits rai- 
disseurs longitudinaux. Mais ces raidisseurs peuvent être pratiquement 
négligés pour le calcul de la structure, soit parce que leur continuité est 
interrompue au passage de chaque élément transversal (cadre ou couple), 
soit plus simplement par suite de la faiblesse relative de leurs sections. 

De même que les structures de voilure étudiées au paragraphe précé¬ 
dent, ces structures en « fausses-coques » sont, assimilables dans leurs par¬ 
ties fermées (fig. 28 a) à des poutres à quatre semelles et quatre âmes min¬ 
ces. Quelques différences entre les procédés de calcul soûl ducs au galbe des 
âmes et une simplilication particulière est, apportée par la présence d’un 
axe de symétrie (axe vertical). 

Dans leurs parties ouvertes (fig. 28 h) ces structures s’assimilent à des 
poutres à quatre semelles et trois âmes dont l’étude théorique a été effec¬ 
tuée au paragraphe 2.5. 

Il peut même arriver qu’il ne subsiste, par intervalle, que deux poutres 
indépendantes (fig. 28 c). Cette disposition, impropre à la transmission de 
tous les efforts, doit être évitée autant que possible. Elle nécessite, en effet, 
des renforcements importants des longerons qui doivent assurer, par flexion 
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indépendante le transport des efforts tranchants normalement transmis par 
les parois supprimées (efforts horizontaux dans le cas de la ligure -< c). La 
torsion doit, au surplus, se transmette par flexion différentielle des laces 


SUbS Nous tC n ; étudierons ci-après que les sections fermées qui donnent lien 
aux méthodes de calcul générales. 



Fig. 28. 


Remarque. — Certaines structures ne comportent que trois longerons 
principaux. Elles sont alors justiciables des procédés généraux exposes au 
paragraphe 2.4 (décomposition de forces isostatiques). 

Quand le nombre de longerons devient supérieur à quatre, les struct u¬ 
res peuvent s’assimiler, au point de vue de leurs procédés de calcul, aux 
fuselages-coques étudiés au chapitre suivant. 


6.2 CALCUL DE LA STRUCTURE (ÉLÉMENTS LONGITUDINAUX : LON¬ 
GERONS ET REVETEMENT). 

6.21 Données. — Nous nous placerons dans le cas général où les 
quatre longerons de la « faussc-coque » présentent entre eux des angles de 
convergence longitudinale dans les deux projections orthogonales de a 
structure (vue de profil et vue en plan lig. 29 a et 20 h h . 

Soit oc. r' un axe de référence longitudinal servant a la détermination 
des efforts appliqués. Cet. axe, contenu dans le plan de symétrie de la struc¬ 
ture. est perpendiculaire aux plans des éléments transversaux (cadres ou 
couples) mais occupe une position arbitraire en hauteur l . 

La (mure 29 c représente une section droite S normale a 1 axe de reie- 
rence. Nous désignons par s, et .s, les sections respectives des longerons 
supérieurs A et B et des longerons inférieurs C et D, ces sections compre¬ 
nant celles des bandes de revêtement intéressées (largeurs équivalentes, 


chap. XIX, § 2.4). 

Nous avons représente, sur celte ligure, le « 


quadrilatère résistant au 


1 - On choisira, par exemple, l'axe de référence servant au trace des formes. 
Nous' verrons, ci-après, qu’il peut, cependant, être avantageusement choisi a 1 aplomb 
de l’axe élastique de la structure, quand les longerons présentent des angles do con¬ 
vergence négligeables dans une vue en plan de cette structure. 
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etïS. Notons dStaMes”: ^ inéUl0do ex P osée aux Paragraphes 1.42 


longerons, de TêmV“q^Tles" wrf^efo* £§*£ 1 les Cent, ' 6s lle 8 ravit » *<* 


O 1 ) Vz/<? o'e profil 


<?°up 


e secf on S. 



Vï et 6 i-tsu S 8 du P ® ^race^rax, T ***** aux a.xes 

'e plan de la sectiLces effS * référ6nœ -es 

Mort fiS^' moment fléchi"! ■ÎM 1 flexi ° n verti “H 
Effort normal N * fléchissant M» (flexion horizontale). 

Moment de transport M « (ana.ogue à un conp,e de torsion autour de 
ces efforts * successivement, ci-après, la transmission de chacun do 

n, m ar que . - Los angles do convergence a, et p, et p 3 (fig . 2n a et, h) 
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seront toujours supposés suffisamment faibles pour que leurs cosinus soient 
assimilables à 1. Nous tiendrons compte, par contre, de leurs sinus ou 
tangentes. 


6.22 Transmission de la flexion verticale. 


6.221 Moment, fléchissant M„. 
normales : 

longerons supérieurs A et B : 
longerons inférieurs C et D : 


— Ce moment engendre des contraintes 

îi,= —M®— (compression), 

2 h 5 , 

n a = — -- - (traction). 


6.222 Effort tranchant T,. — Une fraction T"„ de cet effort est équili¬ 
brée directement par la convergence longitudinale des longerons (vue de 
profil) : 

T " v = k -Mr. 
h 


avec k = coefficient de convergence verticale = tg a q -f tg a 2 . 

Il reste à transmettre, par cisaillement, un effort tranchant réduit 

T'„ = T„—T"„. 

Cet effort se décompose, selon la figure 30. en deux efforts T', agissant 
sur les parois AC et BD (âmes 3) : 

r = Tv 

3 2 COS y 


ce qui engendre un flux de cisaillement d intensité 



et une contrainte de cisaillement de ces parois (d’épaisseur e 3 ) 



6.223 Remarque. — La structure se comporte donc, en flexion verti¬ 
cale, comme deux poutres symétriques indépendantes (flg. 30). 
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6.28 Transmission de la flexion horizontale. 

6.231 Moment fléchissant i\I„. — La répartition de ce moment ontre 
les deux poutres horizontales formées par les longerons supérieurs et infé¬ 
rieurs est telle que les fléchés de ces deux poutres soient écjalcs (même prin¬ 
cipe qu au paragraphe 5.2). r 

T' hl b Gn a donc la répartition suivante : 

- - 7 sur la noutre sunérip.m-p • AT, — AT_î»— 


■à* 




tjh, T sur la p° utre Supérieure :M h . = M, t —- 1 —, 

Si L + L 




\ ^ : 
\ ; <î 


—Æ- 


sur la poutre inférieure : M hn =M h —?= — 

L + L 

en désignant par I, et I 2 les moments 
d’inertie respectifs de ces poutros : 

r,= -^ et 

2 2 2 

Ces moments donnent lieu aux con¬ 
traintes normales suivantes : 


j—-J— i ^ ^ 


longerons A et B : 
longerons G et D : 


n\ = + -Miu. 


n\ = ± 


U s x . 


ê ~r)T - ^ 6.232 Effort tranchant T,,. —• Cet 

2 effort étant appliqué en un point 0, 

’ choisi arhitrairement, ne peut donner 

„ . . , lieu dans un cas général à un état de 

flexion pure, mais a une superposition de flexion et de torsion. 

a) Efforts de flexion pure. — De même que M l( l’elïort T, doit, en flexion 
pure se repartir proportionnellement aux inerties des deux poutres hori¬ 
zontales. On doit donc aussi avoir les résultantes de cisaillement, suivantes 
sur chaque poutre : 


poutre supérieure : ' 
poutre inférieure : 


Th, = T h 


Éft 2 = Ty, 


I,+I, ’ 

_JG_ 

Ï,+I, ■ 


Déterminons les « lignes d'action » de ces résultantes. 

On sait, d une part, que les longerons transmettent directement, par 
suite de leur convergence, des efforts : 


T" ftl =7c, 


T " h , = k 2 


k J =2\,g/3 l et fc 2 =2tg/? 2 (fig. 29 b). 

. efforts sont transmis, respectivement, suivant les droites AB et 

CD. D autre part, les panneaux de revêtement (âmes 1 et 2) réagissent sui- 
\ant leurs axes de cisaillement ab et cd. décalés de d, et d., et transmettent 
respectivement les efforts tranchants réduits : 

n, - T/„ — T",, et TV, = Tj, 2 - T", l2 . 

Les lignes d’action des résultantes sont donc à des distances de AB 
et CD (fig. 31) : 


et 
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On en déduit les distances D, et I), à t axe de référence 0 : 

D,=/ii+8, et 0 s =h 2 + S z . 

Remarquons que ces distances ne constituent pas des paramètres 
géométriques purs » de la section, car les longueurs ô, et ô 3 dépendent des 
rapports existant entre les efforts tranchants réduits et bruts, eux-memes 
fonction du moment fléchissant. Elles doivent donc se calculer dans chaque 

cas de charge. - . 

Les efforts tranchants réduits T (lI et T,,, .donnent lieu, sur les parois 
AB et CD à des flux et contraint es de cisaillement de flexion pure : 

paroi AB : r, = ; l , = - r ’- ; 

l, e i 

paroi CD : r ; — : t 2 = — 2 - • 

*9 

b) Correction de torsion. — Les résultantes de cisaillement de flexion 
pure T,,, et T„ 2 engendrent, par rapport à l’axe de référence arbitraire O, 
un moment : 

ju=T Jn D,— T,, s D z (fig. 31). 

Ce moment n'est nul que dans le cas particulier où le point U coïncide 
avec le centre de flexion de la section, c’est-à-dire quand et D, sont pro¬ 
portionnels à I 2 et T x • Or, on sait que les distances D, et D 2 sont, elles- 
mêmes fonctions des chargés appliquées, dans le cas général de longerons 
convergents l . 

Le moment a constitue un moment de torsion correcteur qu il convient 
de superposer à M, (voir ci-dessous). 

6.24 Transmission de la torsion. — Le moment de torsion réel iM, 
appliqué à la structure, a pour expression selon nos conventions de sens 
positifs (fig. 29 et 3l) : 

m ( =mw. 

11 existe rarement des fuselages possédant des.section- parfaitement 
encastrées. On peut donc admettre que M", est transmis exclusivement, par 
cisaillement du revêtement, ce,qui donne lieu à un flux constant 



avec il = aire totale limitée par le périmètre du revêtement. 
On en déduit les contraintes de cisaillement : 


paroi AB : l\= — ; paroi CD : l'„= — ; paroi AC et BD : / 3 = -f- - 
e, e , 

6.25 Transmission de l’effort normal. — L’effort normal X, appliqué 


ou point 0, se transmet par compression (ou traction) des quatre longerons. 
Il engendre donc les contraintes normales suivantes (fig- 29) : 


longerons supérieurs A et B : 
longerons inférieurs C et D : 


n , = 


n",= 


_N_ le, 

2 s, h 

_N_/q_ 

2 5, h 


1. — Dans le cas de lunc/erons parallèles ifs = fs, — 0), T/; et T/i 2 sont confon¬ 
dues avec les axes de cisaillement nb et cil (fig. 31). Le centre de flexion est alors indé¬ 
pendant des charges appliquées et on pourra donc adopter directement l’axe 0 a 1 aplomii 
de ce centre. 


P. Vai.lat. 
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6.26 Contraintes résultantes. 

6.261 Longerons (contraintes normales). 

longerons supérieurs A et B : n n =n x ±n\+n"„ 
longerons intérieurs C et JL) : n ra =n.,±ru\+n'\. 

6.262 Revêtement (contraintes tangentielles). 

parois horizontales J : Li = 6 + 1\ 

f LU : t r2 = t 2 — tf„ 

parois verticales AC et BD : t ra = t a ±t\. 


6.27 Remarque. — 11 convient., évidemment, de comparer les con- 
liujntes de cisaillement ci-dessus aux contraintes critiques de chaque pan¬ 
neau (chap. XIX). H 1 

On pourra en pratique, se contenter d’évaluer les contraintes critiques 
de cisaillement pur (plaques galbées, cliap. XIX, § 4.42). Si elles sont inle- 
imures aux contraintes reelles ci-dessus, il conviendra de tenir compte des 
sollicitations complementaires dés longerons, cadres et tôles, engendrées 
par le travail du revetement en traction diagonale. 

On se reportera pour ce dernier point, au calcul des fuselages-coques 
traite au chapitre suivant. 1 


6.28 Application numérique. — Nous donnons Planche 45, le calcul 
numérique d une section droite fermée d’un fuselage-coque à quatre lon¬ 
gerons. Les notai ions utilisées sont conformes à celles adoptées ci-dessus. 

6.3 CALCUL DES ELEMENTS TRANSVERSAUX. 


Pff f - l(îments appelés cadres ou couples Sont justiciables des mômes 
piocedés de calcul que ceux exposés au chapitre suivanl (calcul des couples 
de fuselages-coque, § 6.5). 1 

nnm 5i“ n f i L n f t 1 .“", cas particulier -simplifié do ces calculs, par suite du 
nombre restreint d éléments longitudinaux de la slructure 

Nous verrons qu’ils jouent le double rôle de « conservateurs de forme » 
(couples courants) ou « d introducteurs de charges » (couples spéciaux) 


CHAPITRE XXII 


CALCUL DES STRUCTURES-COQUES 


0. INTRODUCTION 


Les structures-coques ou « structures eu coquilles » sont encore désignées, 
d’une façon généralement assez impropre, par « structures à revêtements totale¬ 
ment travaillants ». 

Leur emploi est de plus en plus répandu en construction aéronautique mo¬ 
derne. Il répond, en effet, pleinement, tout au moins en théorie, au souci de légè¬ 
reté maximum, puisque les éléments nécessaires pour assurer les formes exté¬ 
rieures sont également chargés de transmettre la totalité des efforts généraux 
(normaux et tangentiels). 

Signalons cependant que l’utilisation des structures-coques n’a éfé rendue 
pratiquement intéressante qu’à partir du moment où les charges unitaires impor¬ 
tantes et les vitesses élevées ont imposé remploi de parois relativement épaisses. 
Nous savons, en effet, que des parois très minces nécessitent le soutien de nom¬ 
breux raidisseurs longitudinaux pour pouvoir «importer, sans flambage, des con¬ 
traintes appréciables. Le poids de ces raidisseurs pourrait alors surpasser celui 
de quelques membrures concentrées, convenablement disposées (poutres à âmes 
minces). Il reste néanmoins, dans ce cas, à l’avantage des structures en coquilles, 
le fait d’assurer une meilleure tenue des revêtements et, par suite un meilleur 
'! aérodynamique » des constructions. C’est cette considération qui les a 

fait utiliser, même avec des revêtements très minces dans la construction des 
fuselages-coques. 

Les paragraphes 1. à 4. du présent chapitre sont réservés à l’exposé de que!- 
1 u ®s généralités et, à l'étude théorique des poutres-coques soumises à diverses 
sollicitations. 


Les paragraphes suivants traitent des applications classiques des struetnres- 
2na Ja construction aéronautique. Nous avons développé d’une manière 
S C f s f^oes-enques qui constitue l’une des applications les 

plus mteressant.es de la résistance des matériaux appliquée aux éléments minces. 


I. GÉNÉRALITÉS 

1.1 DEFINITION. 

On désigné pnr poutre-coque ou poutre, en coquille line surface prisma¬ 
tique, .ouverte ou fermée, dont les parois sont capables de résister à des 
contraintes normales ('tractions et compressions - ) on tangentielles (cisaille¬ 
ments) agissant dans leurs plans. 

Cotte définition fait a pua mît re la différence essentielle existant entre 
les structures en coquilles et, celles étudiées au chapitre précédent dont *es 
parois, ou âmes minces, ne résistaient, par définition, qu’à des cisaillements. 

1.2 COQUES THEORIQUES ET PRATIQUES. 

La définition ci-dessus s’applique donc à des éléments dont les parois 
sont suffisamment minces pour que l’on puisse admettre une égale réparti-' 
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tion des tensions normales clans leurs épaisseurs et une orientation bien 


i etuae ae la llexion et de la torsion des poutres d épaisseurs minces (chap. 
IX, § 3.73 et 3.74 ; chap. XI, § 3. et 4. ; chap. XIII, § 4. et 5.). Nous avions 
alors, implicitement, supposé qu’aucun phénomène à’instabilité ne se mani¬ 
festait le long de leurs parois non raidies. Cette condition implique, soit 
des contraintes lai blés, soit des parois suffisamment épaisses pour être 
stables (chap. XIX). 




Fie. 1. 

Nous conviendrons de désigner par « coques Lhéin'iques » ces poutres 
dont les parois résistent, par elles-mêmes, sans le secours d’aucun élémenl 
raidisseur (fig. I a et 1 b). Elles comprennent, notamment, tous les profilés 
minces usuels, filles reçoivent, par contre, peu d’applications pour la réali¬ 
sation des ensembles de structures, hormis quelques parties peu chargées 
de fuselages-coques ou quelques constructions particulières diles « mono¬ 
coques » ou (( corps creux ». 



— 4 ^%/ 

j y 



Fig. 2. 
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11 est possible, par contre, de stabiliser des parois de revêtement rela¬ 
tivement minces, en leur adjoignant des raidisseurs longitudinaux (ou lisses) 
convenablement serrés. On arrive ainsi aux procédés de construction fort, 
répandus que nous désignerons par « coques (ou coquilles) pratiques » 
(lig. 2 a et 2 h). 1 ' 


Air>™ e ! 1l AÏ qUe ' ~ -n a sta )1 ,- JSation des P arois situées entre les raidisseurs longiUi- 
lenr^mrSbîëtvî 1 H es pratiques peut néanmoins n’être que partielle. Dans ce cas, 
vée C1 ,?r tl0n ;I a résistance en flexion de l’ensemble reste suffisamment, éle- 
des’ (fâmes 15 m'rfcp^” ’ P2J r ne êt . r . e négligeable, à priori , comme dans le cas 
SJ® “ ?2® s mi , r ? ces »• Celte participation est. d’ailleurs, mise en évidence d’une 

pitre 1 xîx S (§2 a 43) Ue Paf a n0tl0n de " lar fi eu ™ équivalentes » exposée mu chn- 

Kemarquons que la distinction entre une « poutre à âmes minces » et mie 
SS,?i atLqUe devi . ent > de ce fait . assez subtile. On peut ainsi définir les coques 
VemetleTet'd'ümes ^ 1>0UtVeS a âmes minccs possédant un grand nombre de 


2. THEORIE DE LA FLEXION PURE DES POUTRES=COQUES 

2.0 REMARQUE PRÉLIMINAIRE. 

« no ^ s placerons, ci-dessous, dans le cas général, de coques possédant 

î S /S° nSdr0lteS de f ? rmes quelconques (non symétriques). Nous supposerons 
pai contie, que ces poutres sont cylindriques, c’est-à-dire que leurs génératrices 

“îS? longitudinale. L’influencé de celte, ^omSgënce 

seia étudiée dans chacun des cas particuliers de structures, envisagés ci-après. 

2.1 NOTATIONS. 

/p ë ai \ s dne coque, théorique ou pratique, el de section ouverte on fermée 
(üg. I et 2 ), nous désignerons par : 

G le rentre de gravité des éléments résistants d une section droite 
Dans le cas d une coque théorique, ces éléments résistants compren¬ 
nent ensemble du revêtement, tandis que dans une coque pratique, 
us comprennent les raidisseurs et seulement les bandes équivalentes 
de revetement (voir ci-après) ; 

G y et Gz, les axes principaux d’inertie de cette section droite résis¬ 
tante (voir chap. II, § 8.4) ; 

G a- / axe longitudinal, normal aux plans des sections droites, issu 
clu centre de gravité G ; 

après)* ^ Cen ^ e cisaillement de la section droite résistante (voir ci- 

C c X 1 axe longitudinal, issu de (J e , qui constitue l'axe élastique 
de la coque (chap. XX, § 3,2). 

Afin de simplifier les notations, nous conviendrons d’étudier seulement 
la flexion autourde l axe principal G y, la flexion autour de Gz s’effectuant 
d une mamere identique. Nous désignerons, dans ces conditions, au niveau 
d une meme section droite par : 

T Veffort tranchant qui est donc parallèle à Gz el doit passer par 
G t pour obtenir un « état de flexion pure » (chap. XI, § 6.) ; 

M le moment fléchissant , dont le vecteur est parallèle à Gy. 

, . ë° us ^opterons enfin les notations, concernanl les caractéristiques de 
résistance dos sections droites, résumées dans le tableau ci-après. 
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DESIGNATION 


COQUE THÉORIQUE 


COQUE PRATIQUE 


L, , , Distance (curviligne) entre les 

Elément de longueur du péri- centres des deux panneaux 
métré de la section droite délimités par les deux raidis- 

seurs situés d e part et, d’au-! 
tre de celui considéré. 

Epaisseur (moyenne) du revêtement dans l’intervalle AL | 


Elément de surface du revête¬ 
ment : 

I AS =eAl 


Tôle non plissée : 

AS = cAl + S r 
Tôle plissée : 

AS=eAl'+ S, 
avec 


S r section du raidisseur con¬ 
sidéré ; 

AL = largeur de revêtement 

j « intéressée » par ce raidis¬ 
seur (largeurs équivalentes 

__ ch - XIX, § 2.43). ! 

à raXe dC G?/^orien- 


Moment statique élémentaire par rapport, à l’axe de flexion : j 

AW=-AS 

|_ (positif au-dessus de G?/ et négatif au-dessous de cet axe). | 

| I J Moment d’inertie principal (autour de G„) de la section résistante: 
j I=Ss 2 AS 

2.2 CONTRAINTES NORMALES DE FLEXION 

n = -M- 2 . 

nori s driSÆr sss? a t «t- »»«. «- 

flexion comme pour les „ fibres „ Ses poutrVpsm^ut^fnaUT * 

f> Q n » -r* —__ 


2.3 REPARTITION DE L’EFFORT TRANCHANT 

9. 90 «. .. 


-mmNL.nMM, 

Chant donne lieuà un^/ÏÏ^tangent auront danS i t0Ut 9 or P s nii nce, l’effort tran- 
le problème de la flexion des coques. * ’ d ° nt 1 étude de la répartition est 

structures 0 très profondes^lîsSns très^plats’ ™’ Une apî ? roximation dans le cas de 
cisaillement, non négligeables, faussent l’hypothèse deTxïn p î? ne IeS déf ° rmations de 
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ce pr .°ï lème > dans quelques cas particuliers, au 
à des /actfon'l de formes d “ générales ' 

„.,„ L /?. recherc J he , de la Position des centres de cisaillement de ces sections nin-ïi 
Ci-après n ° nCe de l6UrS conditions flexion, seront exposés au“paragraphe il 

. ,. 2 ‘ 3 , 1 Accroissements de l’intensité du flux de cisaillement. - De pari 

InZ C Un f f ’ me lJ AS (notation ci-dessus), le flux de cisaillement subit, 
un accroissement parfaitement, déterminé, donné par : 

Ar= JL AW. 

Nous savons que cet accroissement résulte de la « mise en charrie lon¬ 
gitudinale » de 1 élément considéré. 

,. Sl 1,()n connaît la valeur de x en un point quelconque du contour d’une 
.ection droile il sera donc possible de connaître le flux en tous les points 
de ce contour (par simples additions). 

Nous examinons successivement le cas des sections ouvertes et, celui 
des sections fermées. 


2.32 Flux de cisaillement de flexion pure le long d’une section ouverte. 



.Z’ 3 ? 1 hlv % en . l J0lfLt : — Considérons les sections ouvertes repré- 
tm npfM'? a A 3 /> '. 4 a,lx dU 0 lles s’appliquent toutes les notations précc- 
deminent (léfimes. On sait que le flux doit etre nul aux bords libres A et B 
f)bis d éléments a mettre on charge). En un point P quelconque du contour 
l intensité du flux de cisaillement de flexion pure est donc 

T~ V ' A T= JL V " AW 



ce que nous écrirons : 
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en désignant par \\ le moment sialique par rapport à l’axe de flexion, des 
éléments situés entre une extrémité libre et le point considéré : 

W = Y r zAS=— Y 1 zAS. 

■^A -^1, 

2.322 1 aviation du flux. — a) Dans le cas de la figure 3 a où l’axe de 
flexion Ci y ne coupe lu coquille qu’en un seul point C, le flux croit de A à C 
ou les AW sont positifs. 11 décroît ensuite de C à B, où les AW sont négatifs. 
11 ne possède donc que deux valeurs nulles en A et B.' C’est ce que schéma¬ 
tise le système de Hoches (de longueurs variables) disposées sur cette 
ligure ; 

b) Dans le cas de la figure 3 b où Taxe C y coupe la coque en deux 
points G et D l’on obtient, en convenant d’adopter comme sens positif des 
flux celui des aiguilles d’une montre : 

flux positif croissant de A à C (AW positifs) ; 

fiux positif décroissant de C à Q (AW négatifs) ie point Q étant tel que : 

Y AW — — YAW ; 

flux négatif croissant (en valeur absolue) de Q à D (AW négatifs) ; 

nux négatif décroissant (en valeur absolue) de D à B (AW positifs). 

On obtient donc trois points de flux nul : A, 13 et, Q. 

Remarques. — a) Dans l’un et l’autre cas, le flux est toujours maxi¬ 
mum au niveau de l’axe neutre de flexion Gy ; 

b) Dans le cas d’une « coque pratique », les variations de r s’effectuent 
brutalement au passage de chaque raidisseur (en supposant leurs sections 
concentrées en leurs centres de gravité). Les flux au voisinage immédiat de 
i m ' e sor rï nu ^ s - mais possèdent des valeurs proportionnelles aux AW 
des éléments longitudinaux concentrés en ces deux points. 

2.33 Flux de cisaillement de flexion pure le long d’une section fermée. 

2.331 Cas general. Considérons la section fermée quelconque (non 
symétrique) représentée figure 4 a. à laquelle se rapportent toutes les nota¬ 
tions definies ci-dessus (§ 2.1). 

On ne connaît, a priori, la valeur de t en aucun point. Le problème est 
hyper statique. 

Pour le résoudre, supposons la coque coupée suivant la génératrice 

j>. ssant par un point A quelconque cl désignons par X l’intensité inconnue 
•lu flux on ce point. 

Le flux en un point quelconque P a pour expression : 


r=X + ~ w 
r 


(D 


avec AS _ Y^ AW = V z AS (même notation que ci-dessus). 


ment 


Ln élément de paroi de longueur Al est soumis à une force de cisaille- 


f = rAl. 


Sa section étant : s == c Al, il subit, par unité de dimension longitudi¬ 
nale, un travail élémentaire de cisaillement 1 : 


AU = — f~ - = _Ll- A* 
2 Gs 2 G e 


(chap. VITI, § 4.3). 


prise’'égale e à e run?té eSSi0n 3 dimension d ’ une force > la largeur de l’élément étant 



l'LEXION PURE DES POUTRES-COQUES 


049 


Le potentiel interne de ce fragment de coquille a donc pour expression : 

U=2AU = —-— V r 3 A l - 

2 G — e 

u=A_v(x+ A wV 2 — 

2 G — \ I le 


(le signe S indiquant une somme à effectuer tout le long du contour de la 
section). 



D’après le théorème de .Ménabréa (chap. XVIII, § 2.53), on doit avoir : 

ÜL =o 
ax 


suit, après simplifications : 


i 

d’où l’on tire 



+ A V W =0 

I — c 


V W - Al - 

T_ _e _ - 

I ^ Al 


On en déduit la valeur de t en chaque point du contour, à l’aide de 
l’expression (1) ci-dessus. , 

On obtient une allure de flux à deux « points de rebroussement » J) et h 
/flux nul on res points) telle que celle imagée par la figure 4 b. 

Remarque. — Le numérateur de l’expression de X constitue, en réalité, 
une intégrale double puisque W est, lui-même une somme d’accroissements 
élémentaires. Le terme se calcule, en pratique, en effectuant la somme de 
produits élémentaires partiels (voir ci-après ü 7/2). 

2.332 Cas particuliers de sections symétriques. 

a) Sections à un axe de symétrie (fuselages-coques par exemple, fig. 5 a). 

Le problème est isostatique pour un effort tranchant appliqué le long 
de l’axe de symétrie. Les flux doivent, en eflet, être nuis en A et B par raison 
de symétrie, d’où l'allure représentée sur la figure 5 a. La coquille se com¬ 
porte donc, dans ce sens de flexion, comme deux éléments ouverts indépen¬ 
dants. 



ô 
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Pour une flexion normale à l'axe do symétrie, on obtient une répartition 
de flux antisymétrique (fig. o b). Le problème est hyper sialique, mais il 
suffit d’étudier une demi-section ; 



b) Sections à deux axes de symétrie. 

Le problème est isostatique pour les deux flexions suivant chaque axe 
de symétrie. 11 suffit d’étudier un quart de section. 

2.34 Flux de cisaillement de flexion pure le long d’une coque fermée 
avec cloison intérieure. 


2.341 Données et notations. — Considérons (fig. 6) la section droite 
d’une coque fermée de forme quelconque, possédant une cloison intérieure 
AElt constituant, elle-même, une paroi de. coque. 

Les notations indiquées au paragraphe 2.1 s'appliquent a cette section 
en ce qui concerne ses caractéristiques de résistance et les efforts qui lui 
sont appliqués. 

Nous conviendrons cependant, pour préciser ces notations, d’affecter 
respectivement des indices 1, 2 ou 3 les éléments de longueur Al. les épais¬ 
seurs e, et les éléments de surface AS appartenant respectivement aux parois 
ACB, ADR et AEB. 

Nous poserons également les notations simplificatrices suivantes : 



|AO:J 



l'"nl 




|Ar:n| (a mi) 


ft=yw, 

e 3 

(A KH) 


Dans ces dernières expressions, les termes W„ W„ et W 3 désignent les 
moments statiques, par rapport à C y, des fractions de parois situées, respec¬ 
tivement, entre les points quelconques P,, P 2 ou P s de ces parois et le point 
A, soit. : 


W, = V n 3,AS, ; W 2 = y z 2 AS 2 

A 


w s ~ y s 3 as s 
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Notons que les termes P,, p 2 et P a constituent des intégrations doubles 
se déterminant, pratiquement dans un tableau en envisageant des intervalles 
partiels et en effectuant les sommes correspondantes. 

2.342 Méthode de calcul. — Supposons la coque coupée par deux 
sections longitudinales et S 2 situées au voisinage immédiat de la géné¬ 
ratrice A (fig. 0). Ces sections interrompent respectivement les parois AClî 
et AEB. 

Il reste donc une coque de section ouverte pour laquelle la détermi¬ 
nation des (lux de cisaillement est isosialique. 

On obtient, en effet., avec les notations ci-dessus : 

en P, : r\ = JL W, ; en P 2 r ' 2 = JL W, ; en P 3 : -y- W a 

ces llux étant, tous les trois, nuis au point A et étant comptés positivement 
dans le sens indiqué sur la figure 0. 

Désignons par X et Y les llux, inconnus, agissant réellement à travers 
1rs sections de coupure Si et S 2 et convenons de diriger, arbitrairement, ces 
llux dans le sens AD pour X et dans le sens DA pour 



Les flux réels agissant, respectivement aux points P,, P 2 et P 3 ont pour 
expressions : 

En P, (paroi ACB, appartenant au corps creux BCAD après suppression 
de S,): 

r, =t\ +X= y— W, +X. 

En P, (paroi AEB appartenant au corps creux BAT) après suppression 
Vie S 2 ) : 

r,=/,+Y= W> + Y. 

En P 2 (paroi ADB, appartenant aux deux corps creux précédents) : 


, = r'„—X—Y = -A— ’W, — X — Y. 


T 2 = v ,-.v-i — y— • - 2 
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Le potentiel élastique, interne de cisaillement d’un élémenl de coquille 
de dimension longitudinale égale «à Limité, a pour expression : 



+ V v Jf - 

I e t -“J e s 


L Iacb) (Ann) 

(àeb; 


D’après le théorème de Ménarkéa, on doit avoir : 

~ =0 et dR =0 
■'X ,-)Y 

2.343 Résultats. — Los deux équations ci-dessus s’écrivent, après 
remplacement de t„ t 2 et r 3 par leurs valeurs et après simplifications, ’ 
compte tenu des notations précédentes : • 

X (x 1 + a 2 ) + a 2 Y+X( / 8 l _ J 8 a ) = 0 . 
a 2 X + Y (y. 2 + y. s )+ X (j8,— fi„)=0. 

Un en lire les expressions suivantes des inconnues : 


X = XL *» (&~&) + «a — _ 

I a a (x t + a 3 ) + z x a 3 

Y — JL (ft -A). 

1 _«s («!+«<) H-a 1«3_' 

En remplaçant X et Y par leurs valeurs dans les expressions de t,, 
t 2 et r 3 données ci-dessus, on peut, déterminer, par points, le flux de cisail¬ 
lement, de flexion pure s’exerçant sur tout le contour de la section et sur la 
cloison intérieure. 


, 2.344 Remarque. Cas d’une cloison mince non raidie. — Si la cloison 
intérieure AEB est réalisée par une paroi mince non raidie longitudinale¬ 
ment, cette cloison peut s’assimiler à une âme mince transmettant donc un 
flux constant : 


- 3 =Y (chap. XXI). 

Le terme W 3 relatif à cette âme mince est, nul d’où p.,=0 et les expres¬ 
sions des inconnues se simplifient en : 


X= JL (A— A)— *g A 

I a* (*l + «s) + *, *3 

Y= JL _«iA +«a A__ 

I *2 (*i + a 8 ) + ï,i, 


2.343 Généralisation. — La 
des coquilles présentant plusieurs 
devient très rapidement complexe, 
labiés à des âmes minces. 


théorie précédente peut sc généraliser à 
cloisons intérieures. Le calcul matériel 
à moins que ces cloisons soient assimi- 


L’étude de la torsion pure des coquilles fermées avec cloisons sera effec¬ 
tuée ci-après au paragraphe 3.2. 


2.4 POSITION DES CENTRES DE CISAILLEMENT. 

2.40 Rappel de propriétés. — La définition dû rentre de cisaillement, C, des 
sections droites des poutres minces fléchies a été donnée au chapitre XI (S 3.2) 
Rappelons que ce centre constitue le point d'intersection de toutes les résultantes 
des flux de cisaillement de flexion pure appliqués à la .section considérée. Ces 
flux possèdent donc un moment, nul par rapport au centre de cisaillement C„. 
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Nous avons également appris, au chapitre XI, la position ,1e C. 

^ufglnSsCucah'les aux sections 

(notation ci-dessus § 8.1), ce m 4 fi* Cét axe. On déter- 

de cisaillement C c Z parallèle a G, et situé a une aisiax e y. centre 

minerait de même la distance cl' séparant 1 axe C c Y de G?/, ce qui 

de cisaillement C c . 

Rappelons les propriétés principales des centres de cisaillement : 

trouve S =•«& 

b) Tout effort tranchant passant par C c 'engendre un état 

d’une poutre prismatique. S'il'est, au surplus, parallèle a un axe pnncipa 

tie il engendre un état de flexion, plane (cnap. Xi, § l».)- ., 

c) Dans une poutre prismatique le centre de éîartoe' I de 

évalués autour de cet axe. 

2.41 Centres de cisaillement des sections ouvertes. — Considérons 

la section droite ouverte de forme quelconque re P^Tr a nrh?nt T parallèle 
mise à un flux do flexion pure engendree par un effort tranchant 1 parai 

Un élément A l du contour reçoit, une force tangenliello : 

f = T Al. 

En formant le dynamique des forces /, relatives à l’ensemble du con¬ 
tour (lig. 7 6), on retrouve bien la force T comme résultante de cisaillement 
La position de cette résultante coïncide avec / axe de cisaillement,,\. Jc /, J.u- 
ché, par définition. 



La force élémentaire / engendre, par rapport à un point O quelconqi 
de fi:; un moment : 


Ay-=fr. 


(flg. 7 a). 



Le flux total, c est-n-dire la résultante T, donne donc un moment : 


/M = '2 i AiJ.=^ i rrAl 

[le signe 2 s’étendant tout le long du contour, de A à b). 

Or. n = T d, d’où lu distance d cherchée : 

d=-ï- = ll J ''Ai . 

TT 

Ln remplaçant r par sa valeur : x = \Y (§ 2.321), on obtient fina¬ 
lement 

d= 2 W r A i 

1 

_____ 

Remarques. a) Les sens respectifs de et de T montrent que d est 
compte positivement à gauche de G s, c’est-à-dire du côté opposé aux bords 
libres A et B. Nous avions déjà remarqué cette propriété, lors de l’étude de : 
la flexion d’un profilé en U (chap. XI, § 3.2). Le centre de cisaillement est 
ainsi rejete à l’extérieur du contour de la plupart des sections ouvertes, à 
moins que celles-ci possèdent des sections importantes vers A et B (voir 
planche 20 le cas des profilés o, par exemple). 

b) L’expression de d figure une intégrale double, par suite de la pré- ; 
sence de AV (§.2,331). Nous verrons au paragraphe 7.2 ci-après la dispo¬ 
sition pratique des calculs permettant la détermination rapide de d en un 
seul tableau. 

2.42 Centres de cisaillement des sections fermées. — Soit la section 
fermée de / orme quelconque représentée ligure 8, soumise à un flux de 
cisaillement de flexion pure dû à un effort tranchant T (parallèle à G s). 


•y 


Fig. 8. 

Les forces tangentielles f=x M intéressant tous les éléments Al du 
contour admettent une résultante égalé à T. Elles engendrent, par rapport 
a un point 0 quelconque de Gr, un moment : 

/x=S fr=.S t r Al 

(sommes le long du contour do la section). 

Or, 

T =x+ JL w 

i 



(§ 2.331) 
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d’où 


v (X + — W) r Al=X v r At+ y V W r Ai. 

l — 1 

Or, rtl représente le double de l’aire du triangle hachuré figure 8, d’où: 


S r Ai=2 û 


avec 12 = Rire 
On a donc 


délimitée par le contour résistant de la coquille. 


ju=212 X+ -y- S W r Ai 


La distance d cherchée est telle (pie Td-iL soit 


. 212 ^ , X W r Al_ 

d = —X h--- 

T I 


pj^rsroïvuft PrïSUjE pression de d gui constitue donc 

efe - r ■ s al A- 

librant un effort tranchant quelconque. 0ll 

c) La méthode ci-dessus se généralise aux sections fermées p 
plusieurs cloisons intérieures. 

2.5 CONTRAINTES DE CISAILLEMENT. 

Connaissant le flux , en un point quelconque la conlmnlc * 
lement dv revêtement d’épaisseur c en ce point est donnee paï l.i leUti 

générale : 

e 

Notons nue dans une coque uralique, (avec raidisseurs), seul lt ici < 
uJnf ZA celle contrainte.'Tes raidisseurs ne sont sont»,s qu aux 

contraintes normales n précédemment definies. • . 

Ce sont ces contraintes t qui sont à comparer avec les « conluunte- 
Cri4- S donnant lieu à rapporiiion d’une instabilité an csa,liment 
(ou cisaillement -I- compression). 

3. THEORIE DE LA TORSION PURE DES POUTRES COQUES 

3.0 REMARQUES PRELIMINAIRES. 

* TUS"^/auchSSit SUŒi droites presse une te,te impor- 
tnnee pour les coquilles de sections ouvertes . que celles-ci ne peuvent, en prati n e 
tra vai P e r torsion nure > dans les structures usuelles. Par suite de leur grande 
déformabilité en torsion, elles ne sont, en effet, utilisées que sut une fraction de a 
longueur de ces structures (ouvertures dans un fuselage coque, par exemple! et •. 
continuité des éléments longitudinaux s’onoose fi un libre gauchissement des sec¬ 
tions ouvertes relativement aux sections fermées de la même structure. 

Par contre, le gauchissement des sections fermées est généralement tu s faihb. 


I _ L'étude théorique de cette torsion pure, ou torsion gauche libre, n été effec- 
(u ée au chapitre XIII. § 5. 
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et 1 on peut admettre que les coques fermées travaillent en torsion pure (tout au 
moins hors de la proximité immédiate d’encastrements rigoureux). 

I\ous n étudierons donc ci-après que la torsion pure des coques fermées. 


3.1 TORSION PURE D’UNE COQUE FERMÉE SIMPLE. 

Xous désignons ainsi une coque, théorique ou pratique, formant un 
seul corps creux (sans cloison intérieure). 

Le flux de cisaillement de torsion pure est donné par la formule clas¬ 
sique de Bueut (chap. XIII. § 4.1) : 

— Mt 

90 

'avec il = aire limitée par le contour de la section) et la contrainte de cisail¬ 
lement du revêtement, par ; 

Me . 
e 2 Qr 

Rappelons que la constante de rigidité en torsion est donnée par : 

•T= - (chap. XITT, § 4.21). 

V ^ 

— e 


*•2 TORSION PURE D’UNE COQUE FERMEE AVEC CLOISON INTÉ- 

lUhiUlib. 


3.^1 Données. — Considérons la section droite représentée figure fi a 
qui est soumise à un couple pur de torsion M,. 

Désignons par : 

"i et, Q-, les surfaces respectives des deux corps creux ABC et ABD 
délimités par le contour extérieur et la cloison AEB ; 

Af,, a/ 2 , aZ 3 les éléments de longueur des parois ACB. ADB et AEB ; 

6i. c 3 , e 3 , les épaisseurs respectives de «es éléments de parois. 

Nous poserons également les notations simplificatrices : 

*1=V -^-î a a = \ 7.3= V -^3-. 

Acn 6| ^ ADB C. 2 ^ AEn € 3 

3.22 Méthode de calcul. —Supposons la coque séparée en deux corps 
creux simples, selon figure fi b. Le moment, M t se partage en M,, et M ( „, 
tels que : 


Mu + M( 2 = M*. 

Ces moments engendrent des flux de cisaillement : 


r.= -Mu. 


Posons : 


2Ü, 


et 


3 2ü a 


r„ = K r,. 

La cloison AEB est soumise à un (lux résultant 

T s= r i — r, = r, (1 — K) 


(on adoptant pour sens positif des flux celui donnant un moment du même 
sens que M, par rapport au point C). 

Ecrivons que la participation de la cloison centrale dans chaque corps 
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creux est proportionnelle aux flux respectifs (contraintes égales) ; on délia il 
ainsi les épaisseurs fictives e\ et e" a (fig. 9 b), telles que : . 



La détermination de K est un problème hyperstatique. 




Fig. 9 . 


Pour le résoudre, nous écrirons que les angles de torsion des deux corps 
creux doivent être égaux. Ils tournent, en effet, du meme angle, autour de 
l’axe de torsion de l’ensemble. 

3.23 Calcul de K. — Les constantes do rigidité en torsion des deux 
corps creux sont, respectivement : 


V Àb + y _Ab 

^ ACU g > AEn e \ 


_ = 4ü, a 

Al a y-i +a 3 (1 — K) 


y ^k + v m *. *,+«„ -^-=4- 


La condition énoncée ci-dessus s’écrit (égalité des angles de torsion, 
par unité de longueur) : 


Mt, _ M t , 
-G.T, G J, 


2 Q , ■, 2 K 12, 

J, J, 


ce qui donne, en simplifiant et en remplaçant L et J 2 par leurs valeurs : 


d’où l’on tire : 


+ x s (.1 K ) = k 

Û, 




K —1 




(*,+ «,)+ a, 


a 2 +a 3 + a .-, 


3.24 Expressions des flux et contraintes de cisaillement. 

expressions de t, et t, ci-dessus, on lire : 

M tl +M t2 =2 7,12, +2 r s ü a =2 r, (l»,+K12 s ) = M t 

’p. Vallat. — Résistance des Matériaux. 



(158 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Olap. XXII 



3.25 Remarques. — Nous avons déjà indiqué ces résultats au chapitre XXI 
f§ 2.34) et nous les avons utilisés dans l’application numérique de la planche U. 

Ces formules supposent que, dans le cas d’une coque pratique, les rnidisseurs 
ont une rigidité propre nulle en torsion (hypothèse toujours admissible, en pra¬ 
tique). 

Elles supposent également que les différentes parois atteignent sensiblement 
en même temps leurs limites de stabilité (élimination de G dans les formules). 

Cette méthode peut se généraliser au cas de plusieurs cloisons intermédiaires. 


3.3 DETERMINATION GRAPHIQUE DU CENTRE DE, TORSION D’UNE 
COQUE FERMEE SIMPLE. 



Fig. 10/ 


3.31 Principe de la méthode. — Considérons la secLion droite d’une 
coque fermée simple (sans cloison) représentée ligure 10 a. 

imaginons une cloison verticale fictive se déplaçant de lu gauche vers 
la droite de cette section. Quand celle cloison passera par le centre de tor¬ 
sion C, cherché (position AB sur la ligure), elle ne subira aucun flux do 
cisaillement. 

Avec les notations du paragraphe précédent, on doit donc avoir à ce 
moment-là : 

L,=r,— r 2 =0 Soit : T,=r, 


d'où 


K = l. 
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En mnnrqunnl <1110 le coefficient u 3 relatif à 
fictive), l’expression de K établie au paragraphe 



la cloison esl nul (cloison 
3.23 donne, en régalant 


les aires o, el Q> délimitées par AB doivent donc être, dans le môme 
rapport que les coefficients ^ — relatifs au.r parois situées de part el d’au¬ 
tre de cette cloison fi dire. 


3.32 Construction graphique. —Cette proprié lé permet une délerini- 
mitiou graphique aisée de Alt : 

Divisons lu section par une succession de vei licales I. 2... .‘i ((ig. 10 a). 
Portons sur un diagramme (fig. 10 b) en abscisses les aires situées a gau¬ 
che de ces verticales, el en ordonnées les coefficients AAl/e relatils aux parois 
de la coquille situées égalemenl à gauche de ces verlicales. 

O 11 obtient la eourbe OPMN représentée ligure '10 h Joignons par 
une droite les points extrêmes O et N de cette courbe. Le point d’intersec¬ 
tion ? délimite les aires lu = OQ el u 2 = 01» situées de port et <1 autre de 

AB. 

Les triangles semblables O PO et PMI donnent, en Ht et : 


O 
< » 




Al 

c 


Al 


Pour obtenir, avec une bonne précision, la droite AB sur la ligure 10 a 
il suffit de tracer figure 10 b la courbe : 


7/ = jf (Ü) 

( 1 / étant 1 abscisse d’une des verticales par rapport nu poiul C). 

On obtient ainsi l’abscisse //, = QS de la droite AB passant par C cl où 
un « lieu vertical » de ce point. 

En répétant l’opération horizontalement, 011 détermine un « lieu hori¬ 
zontal » d’où le centre de torsion C, à l’intersection de ces deux lieux. 

3.33 Remarques. — Le centre de torsion, ainsi déterminé, ne coïncide géné¬ 
ralement pas exactement avec le centre de cisailleme it de la même section, déter¬ 
miné selon le paragraphe 2.42. Ce résultat est contraire à la théorie qui démontre 
que C c et C, sont confondu ■. 

En pratique, on réservera la construction simple ci-dessus pour les applica¬ 
tions ne nécessitant que la connaissance de l’axe de torsion d’une structure (cal¬ 
culs aux vibrations, par exemple). Pour les calculs de résistance des matériaux 
qui nécessitent un équilibre entre les forces appliquées et. les tensions, il est 
indispensable d’utiliser la méthode du centre de cisaillement, ou plus simplement 
la méthode pratique exposée au paragraphe 4.2 ci-après. 


4. THÉORIE DE LA FLEXION AVEC TORSION 
DES POUTRES=COQUES 


Nous exposons, ci-après, deux problèmes distincts applicables respectivement 
aux coques de sections ouvertes et fermées. Ces deux problèmes mettent en jeu 
des sollicitations simultanées en flexion et en torsion. 


1. — Au niveau de la verticale 5 qui coïncide avec la paroi plane de fermeture, 

le coefficient V subit un accroissement brusque (égal à h/e) tandis que l’aire 

Ai e 

Q reste constante, ce qui explique le dernier tronçon 5-5' de la courbe. 
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4.1 TORSION-FLEXION D’UNE COQUE CYLINDRIQUE DE SECTION 
OUVERTE. 

4.10 Rappel de propriétés. — Nous avons vu, au chapitre XIII (§ 5.4), que 
les poulies de sections minces ouvertes présentaient une très faible résistance 
en torsion pure (ou torsion gauche libre). Leur paramètre de rigidité J est, en 
effet, égal à celui de la bande plane qui les constitue, soit : 

J=Y JL Al. 

^ 3 

Comme nous l’avons indiqué ci-dessus au paragraphe 3.0, on n’utilise guère, 
en pratique, les coquilles ouvertes que sur une fraction de la longueur des struc¬ 
tures, cette utilisation étant généralement imposée par des servitudes d’aména¬ 
gement. Le gauchissement des sections droites ne pouvant alors s'opérer librement , 
les coquilles ouvertes transmettent la torsion par un phénomène complexe mettant 
en jeu des contraintes normales et tangenticlles. Nous avions déjà abordé l’étude 
de ce phénomène (torsion gauche non libre) au chapitre XIII (§ 6.3) dans le cas 
particulier d’un profilé ouvert possédant une extrémité encastrée. Nous avions vu 
que la rigidité en torsion de ce profilé pouvait être considérablement augmentée, 
par rapport à celle de torsion pure, si ce profilé était de faible longueur (phéno¬ 
mène analogue à la -flexion différentielle). 

4.11 Bases de la théorie. Données. — La théorie, dont nous n’expo¬ 
sons ci-dessous que les résultats, est. connue sous le nom de « torsion-flexion 
des coques ouvertes » x . Elle concerne des coquilles cylindriques (généra¬ 
trices parallèles) et elle n’est, pratiquement applicable qu’aux sections 
symétriques. 



Considérons la coque cylindrique et symétrique représentée figure 11, 
dont une extrémité ABA est libre et l’autre extrémité A^A 7 , est parfaite¬ 
ment encastrée. Cette coque est soumise à un moment de torsion cons¬ 
tant M t . Ce moment est dû, soit à un couple pur (à vecteur parallèle aux 
génératrices) appliqué à l’extrémité libre, soit au transport d un effort tran¬ 
chant (dans le plan de l’extrémité libre) de son point d’application, au cen¬ 
tre de cisaillement C c de cette section. 

Nous désignerons par x l’abscisse d’une section intermédiaire quelcon¬ 
que, comptée à partir de l’extrémité libre. 


1. — Référence : Wagner et Pretschner (Luftfahrtfôrschung, vol. 11, no 6, du 
5-12-1934). Traduction française : Cahier aérotechnique, n° 15. 
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La transmission de M, engendre 

de cisaillement, x taisant équihb e « ' . ’ t ■ p est évident que 

süs srs 

bords libres À Al et A A x . 

C e de la section. . 

Désignons par Mi le produit, partiel : 

Att = p Ai 

et par u la somma de ces produits partiels 

nulle B jusqu’au point P auquel se rattache 1 élément M consul» u 

w = S nP Al 




Fig. 12. 


On voit nue Au représente le double de l’aire du triangle élémentaire 
avant M pour base et C, pour sommet, cette aire pouvant, neanmoins 01 
affectée d^un*signe négali? quand la distance p change de sens (cas de 1 clé¬ 
ment A Z entourant le point P de la figure 1- b). 

f! S e par °,e du triangle curviligne C, BP, quand le 

point P est compris entre B et Q (point de contact de la tangente au contour 
issue do C e ), voir figure 12 a ; 


-T-TT^ne de la torsion-flexion peut s’aooliquer à des sections non symétrû 

ques! à'condition de connaître le point de contrainte nulle de ces sections. 
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— Soit par la <1 ilféioiicc des aires : 

a = C c BQ—C c QP' 

si P' est situé au delà de Q (fig. 12 b). 

On désigne par « constante de torsion-flexion » de la section droite 
considérée le terme C délini par l’expression : 


C= Y u. 2 AS. 

“‘(AH*' ) 


( hi voit que ce terme, qui constitue mi paramètre géométrique de la 
section, est de dimension L 8 (sixième puissance de longueur). Il joue, dans 
la torsion-flexion un rôle comparable aux moments d’inertie en flexion ou 
torsion simples. 

4.13 Flux el contraintes de cisaillement de torsion flexion. — L'ac¬ 
croissement d'intensité du flux de cisaillement de part pi d’aulre d'un élé¬ 
ment AS entourant un point P considéré est donné par : 

Ar= .Ml «as. • 

c 

L’intensité du flux en P esl donc donnée par la somme de ces accrois¬ 
sements, d’une extrémité libre à ce point, soit : 



Ou obtient sur les parties AJJ et A lî des flux anli.sy métrique s dont 
la variai ion a I allure schématisée sur la ligure 13 a (deux points de flux 
nul D et TV). 



Fie. 13. 


En formant le dynamique des forces Lange nlielles : f=xM (Jig. 13 b), 
on constate que les résultantes partielles ah et bu' des flux agissant sur chu- 
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que demi-section Ali et HA" sont verticales et opposées. La résultante géné¬ 
rale est donc nulle (couple pur) et l’on vérifie que la somme des moments 
des forces /. par rapport, à un point quelconque de la section est égale a M, 
(voir application numérique § 7.2). 

La contrainte de cisaillement du revêtement d'épaisseur e au point 
considéré vaut : 

e 

4.14 Contraintes normales de torsion-flexion. — l u élément longitu¬ 
dinal PP,, (tig. I I) auquel se rapporte le paramètre u défini ci-dessus, subit, 
dans une section d'abscisse x (voir § 4.11) une contrainte normale : 



Pour un même élément longitudinal (lisse d’une coque pratique), cette 
contrainte normale croit donc linéairement de la section libre (a; = 0, n = 0) 
à la section encastrée (x = /) où l’on obtient : 

«n,.,x= ni. 

Ce phénomène est donc bien comparable à la flexion, différentielle 
(chap. XIII, § 6.1). Les éléments longitudinaux les plus fatigués sont situés, 
soit à l'aplomb de la génératrice QQ, (maximum positif de u), soit sur les 
bords libres AA, et A'A ', (maximum négatif de a), selon la forme de la, sec- 
lion considérée. _ . . 

Ces contraintes se superposent à celles dues aux moments fléchissants 
de flexion pure (dus au Iran sport des efforts tranchants appliqués au niveau 
de l’axe élastique). 

* 

4.15 Emplacement de la section libre. — Les parties ouverles apparte¬ 
nant aux structures réelles possèdent rarement., une section libre (section 
extrême). 



Pans le cas d une partie ouverte située entre deux parties fermées 
(fig. 14) on peut admettre que la « section libre » (origine des abscisses x) 
est située au milieu de la longueur 2Z de la partir ouverte. Ceci revient, à 
supposer les encastrements extrêmes de même rigidité (analogie avec une 
poutre bi-enrnstrée chargée de transmettre un effort tranchant constant, 
où le moment est nul au milieu de la portée). 
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D une façon plus générale, la « section libre » esl, située à des distances 
inversement proportionnelles aux rigidités des encastrements externes de 

partkulfer° UVeit6 ‘ b ° n em P lacement doit se déterminer dans chaque cas 

4.16 Disposition pratique des calculs. .— Nous donnerons ci-après au 

Vu| a |w° ? r’ ÜU C °T d , une a VV ll ^Lion numérique concernant^e cal¬ 
cul d une section ouverte de luselage-coque, une disposition pratique des 
calculs ci-dessus en un seul tableau. Nous donnerons également une 
ficahon graphique des résultats obtenus. 

tre t!L Ang ! e u tâÜOn f es 5ections en torsion-flexion. — On démon- 
î y ur . s de ,J a theone de la torsion-llexion, que l’angle de rotation 
ixpîe~ " 1 encastrement fixe) d’une section d’abscisL r a pou? 


6 = 




6 EC 


(x —3 F x -h 2 F) 


(angle en radians, rotation autour de C v ). 

Dans cette expression : 

h- = module d’élasticité longitudinal ; 

1 = lon gueur libre de la coque (cylindrique). 
pure 0n VOlt que la variati °ii de 0 n’est pas linéaire comme dans la torsion 

I/angle de rotation de l’extrémité libre (x = 0) est donc 




Ml. JL 

EC 3 


lon^nlnfpllé 0 ^ 1110111161 aU cuhe de . la lon 8 l, 6ur de la poutre et non h cette 
(ligueur ellc-meine, comme en torsion pure. Ceci explique que la déforma- 

. , - 1 l e l t ?; S ;° n ' neX10n d " n ° ï° que ouve 5 te > devienne sensiblement égale 

tanb ® d Ætr n ,r re q K-ïï d la . longaail r de cette coque devient impor- 
ante . , est cette déformabilité qui interdit, en fait, l’utilisation des struc- 

EUe engendr6rait ’ “ ** g rav es risques 
4.2 FLEXION ET TORSION D’UNE COQUE FERMEE 

Eiü 

cisaillement de leurs sections cfroites ’ déterminer ,a position des centres de 

ÆSS- Sffetw 

4.21 Données-Considérons une section droite fermée d’une conue 

cylindrique de forme quelconque (fig. 15) et soit T un effort tranchant 
parallèle è 1 axe principal d’inertie Gz et appliqué en un point arbitraire O 

parallèle à°Gÿ) n d ‘ erait de m?mo la transmission ri’,,/, effort tranchant 


1. Voir application numérique § 7.2 ci-après. 
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4.22 Contraintes normales. — Les contraintes normales n sont égales 
à celles de flexion pare, soit (§ 2.2) : 

1 

avec : M = moment fléchissant correspondant à T (vecteur parallèle à G y) ; 
1 = moment d'inertie de la section autour de Gy ; 

2 = distance du point considéré à l’axe de flexion Gy. 

4.23 Flux et contraintes de cisaillement. 

4.231 Flux arbitraire. — Supposons le flux nul en un point À arbi¬ 
traire du contour 1 . 

La distribution des contraintes normales étant identiques à celle de 
flexion pure, l’intensité du flux (arbitraire) en un point P du contour est 
donnée par'(§ 2.331) : 

Z AS= X w. 

i A i 

4.232 Couple de torsion et flux correcteur. — Au llux arbitraire F cor¬ 
respondent des efforts tangentiels élémentaires 

f = r' Al. 

Le dynamique de ces efforts admet, bien T pour résultante, mais ces 
efforts donnent par rapport au point de référence O un moment : 

/*=2 f'r=% F rAl (fig. 15) 

* 

(cette somme s'étendant sur tout le contour). 



Fig. 15. 


Le moment est assimilable à un « couple de torsion correcteur » qui 
engendre sur le contour de la section un « flux correcteur » d’intensité 
constante 

t" = — —-— 

. 2Q 

1. — Dans le cas d’une section symétrique (chargée perpendiculairement à son axe 
de symétrie) on choisira le point A à l'aplomb de l'axe de symétrie, de façon ù n’étu¬ 
dier qu’une demi-section. 
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ilux tournant en sens inverse de g de façon à annuler ce moment) avec 
<2 = aire limitée par le contour de la section. 

4 .233 Flux résultant. — L’effort, tranchant T. appliqué en O, donne 
donc lieu finalement à un flux résultant 


Ce ilux comprend, en réalité, une superposition de flexion pure et de 
torsion pure qu’il n est pas nécessaire de discriminer. 

4.2.14 Contraintes de cisaillement ..— hiles sont données, - en chaque 
point, par la relation générale : 

t= JU-. 

e 

4.24 Application. — Nous trouverons ci-après au paragraphe 7.1 une appli¬ 
cation numérique concernant ta détermination du flux de cisaillement appliqué 
a une section de fuselage-coque soumise à un effort tranchant normal à son axe 
de symétrie. Nous effectuerons également les vérifications graphiques corres¬ 
pondantes. 


5. ÉTUDE DES CAISSONS DE VOILURE 


5.1 CONFIGURATION GENERALE. 


5.11 Définition. — Dans la construction des éléments sustentatéurs 
(voilures ou empennages) les structures-coques sont utilisées sous forme de 
caissons. La forme des profils, ou dés nécessités d'aménagement. rendent, 
en effet, généralement impossible la réalisation d'ossatures résistantes com¬ 
prenant loute la profondeur de ces profils. 

Un caisson constitue un « corps creux longitudinal », occupanl une 
profondeur plus ou moins importante des profils, chargé de transmettre la 
totalité des efforts généraux de flexion et de torsion appliqués à l’élément 
• le strurlure. Ses parois supérieure et inférieure sont composées par les sur¬ 
faces de revêtement de I aile, suffisamment épaisses ou suffisamment rai¬ 
dies pour supporter des charges longitudinales en supplénieiil aux cisail¬ 
lements. C'est ce dernier point qui différencie les caissons des >1 ructures 
à âmes minces étudiées au chapitra précédenl. 

L avantage essentiel des structures-caissons réside dans un» grande 
rigidité en flexion et en torsion. T,a première est due à un abaissement’ des 
lanx de travail en compression (voir ci-après) et la seconde à une stabili¬ 
sation parfaite des parois cisaillées. 

Il existe une très grande, varié!é dans la réalisation des caissons. Nous 
proposons une classification de ces structures basée sur le nombre d’âmes 
(parois minces verticales) qui les composent,, cette classification reposant 
essentiellement sur les procédés de calcul applicables aux différents groupes. 

© ® 
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5.12 Caissons sans âme (fig. 1(1). — Ce procédé de construction con- 
siste a réaliser un « corps creux » occupanl une profondeur importante du 


profil allant, 
lerons. 


r * -j * , « r .» in | ■* Miim un 

eneralement, du. bec <1 attaque jusqu'aux articulations d’ai- 
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Ce corps creux se comporte comme une coquille fermée, sim pie et ne 
présente pas de particularité de calcul, en ce qui concerne In distribution 
des flux de cisaillement. 

Il peut être composé : 

— Soit par des parois de revêtement sul'lisammenl épaisses pour être 
stables sans le secours de raidisseurs (constructions dites « monocoques » 
en bois, alliages ultra-légers ou matières plastiques) (fig. 16 a). Ils consti¬ 
tuent alors de pures « coques théoriques » ; 

; Soit, plus fréquemment, par des revêtements raidis par des lisses 
longitudinales (fig. 16 h). 

Ce procédé de construction n'est guère utilisé en pratique, (pie sur des 
appareils monomoteurs légers. Il présente, en effet, de sérieuses difficultés 
en ce qui concerne l'introduction des charges concentrées importantes et 
la, stabilisation, a un taux de travail élevé, des parois do revêtement. 

5.13 Caissons à une âme (fig. 17). — Ces caissons occupent généra¬ 
lement lé bord d attaque des profils. La fermeture arrière est assurée par 
une paroi plane qui (si elle n’est, pas raidie longil udina.lement) s’assimile 
a une « âme mince ». Celte âme ne participe donc en flexion que par « deux 
bandes équivalentes » (supérieure et inférieure) el elle est soumise à un 
flux de cisaillement constant. 




Fig. 17. 


Celle construction présenlo l 'aranlaqe de rendre libre, pour les aména¬ 
gements, toute la partie arrière de I aile qui est simplement, encastrée, par 
ses nervures, sur le caisson avant. 

bile présente, par contre, l'inconvénient de posséder une « bailleur 
moyenne », entre les parois encaissant la flexion, plus faible que dans les 
solutions ci-après, don un poids plus élevé, à priori. Kilo est. au surplus, 
soumise a des moments de torsion aérodynamiques plus importants. 

L ame peut, dans ces structures, être bordée par des raidisseurs impor¬ 
tants constituant alors, avec celle-ci. un vérifiable lonqenm (fig. !7 b) qui 
transmet, a lui seul, une pari notable des efforts de flexion b 


5.14 Caissons à deux âmes (fig. 18). —C’est le procédé de construction 
le plus utilisé. On peut distinguer deux types principaux de ces caissons : 



Fig. LS. 


5.141 ('nissons formant deux corps creux (lig. 18 n). — Dans celle 
solution, le bord d'attaque est raidi longitudinalement, en plus des parois 
comprises entre les âmes. L’ensemble forme une coque arec cloison inté¬ 
rieure justiciable des procédés de calcul exposés aux paragraphes 2.61 et 3.2. 


1. — Cette construction constitue une étape intermédiaire entre les caissons purs 
et les poutres à âmes minces monolongerons. 
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Les âmes qui ne possèdent, généralement, que des montants verticaux, 
peuvent encore être assimilées pour le calcul, à des « âmes minces ». (flux 
constants). 

5.142 Caissons centraux (fig. 18 b). — Dans cette solution, qui est la 
plus répandue, le caisson forme un corps creux unique dont la profondeur 
relative varie entre 20 et 40 % de celle des profils. Les parois de revêtement 
raidies, comprises entre les deux âmes, tonnent deux semelles, sensiblement 
planes. Cette solution présente l’avantage de situer l’élément résistant à 
/ emplacement optimum, dans les profils, quand on prend soin de disposer 
les âmes symétriquement par rapport aux maîtres couples de ces profils. 
Le caisson bénéficie, en eflet, en flexion, de la hauteur maximum entre 
semelles, et en torsion de 1a. proximité du « foyer aérodynamique » avec 
l’axe élastique. 

Le bord d’attaque et le bord de fuite sont simplement encastrés, par 
leurs nervures, sur le caisson central et ils ne possèdent aucune rigidité lon¬ 
gitudinale. 

C est cette solution de caisson central à deux âmes que nous étudierons 
seule, en détail, ci-après. 

5.15 Caissons à âmes multiples (fig. 19). — Le souci de ménager les 
parois do revêtement, en ce qui concerne les flux de cisaillement dus aux 
efforts tranchants, a conduit à réaliser des caissons comprenant plus de deux 
âmes verticales. 

La rigidité générale en flexion peut, de ce fait, se trouver légèrement 
augmentée, mais ces structures' présentent, par contre, de sérieuses diffi¬ 
cultés, ou incertitudes, de calcul. Un caisson à trois âmes, du genre de 

celui de la ligure 19 a, s’assimile à une coque fermée avec une cloison inté¬ 
rieure. 

@ ® 



Fig. 19. 


In caisson à b âmes, du genre de celui de la figure 19 b, possède 4 cloi¬ 
sons intérieures et M corps creux. La solution générale de ce problème, trai¬ 
tée par les cisaillements, est fort complexe. C’est pourquoi l’on a généra¬ 
lement recours à la méthode de calcul approchée suivante : 


h il flexion, on assimile la structure à un système de cinq longerons On par¬ 
tage, pour cela, arbitrairement, le revêtement en « zones influencées par charrue 

t'frnZ’ C ï J U ' Pemiet d ' évalu f l'inertie de chaque longeron. La répartition des 
efforts généraux normaux se fait proportionnellement aux inerties de chacun de 
ces longerons (méthode comparable à celles exposées au chapitre XXI, §§ 5. et 6.) 

Eu torsion, on ne considère, généralement, que le corps creux d’ensemble en 
né^hgeant les cloisons intermediaires. Notons que M f doit s'évaluer par rapport 
au « foger des inerties » de 1 ensemble des longerons. 1 m 


. E ? fa,t » ces calons à âmes multiples ont souvent constitué des solv- 
- ll0m intermédiaires entre les structures multilongerons et les coquilles pro¬ 
prement dites C’est pourquoi il subsiste souvent, aux sommets de leurs 
antes, des profiles beaucoup plus importants que les rnidissei.rs inlermé- 
dmires. Il semble que la présence de ces âmes nombreuses ait résulté d’une 
certaine crainte, d’ailleurs peu justifiée, de voir disparaître les parois planes 
orientées directement dans le sens des efforts prédominants (effort nor¬ 
maux ail plan de l’aile). 
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5.2 ETUDE DES ELEMENTS RAT DISSEURS. 

5.21 Généralités. — La grande majorité des caissons constituent des 
« coques 'pratiques », c’est-à-dire dont les parois extérieures (extrados et 
intrados des profils) sont stabilisées par des éléments longitudinaux de rai¬ 
dissage. Cette stabilisation est, en effet, pratiquement indispensable en 
construction métallique , pour obtenir une participation notable des tôles 
de revêtement à la transmission des efforts de compression résultant de la 
flexion générale (chap. XIX). 

La stabilisation des revêtements peut s’effectuer, soit par intervalles, 
à l’aide de raidisseurs longitudinaux (ou lisses ), soit d’une façon continue à 
l’aide de tôles ondulées. 

Nous étudions succinctement ci-après l’un et l’autre de ces procédés. 
Notons que les contraintes admissibles des parois comprimées sont condi¬ 
tionnées par le jlambage général de ces parois entre les nervures, ce flam¬ 
bage général dépendant lui-même du taux de flambage local des éléments 
raidisseurs (chap. XYI, § 4.2). 11 s’agit donc, à priori, d’utiliser des raidis¬ 
seurs présentant les meilleures caractéristiques possibles au flambage local. 

5.22 Stabilisation par raidisseurs isolés. 

5.221 Section des raidisseurs. — Il n’existe pas de règle formelle 
fixant la section des raidisseurs à utiliser. On les dimensionne généralement, 
compte tenu des charges à transmettre, par homogénéité avec les tôles de 
revêtement ; c’est ainsi que, dans la plupart des constructions métalliques 
usuelles, la section s d’un raidisseur satisfait à la condition : 

0,b d, e <Z s < d e 

en désignant, par e l’épaisseur de la tôle de revêtement et par d l’intervalle 
entre raidisseurs. (Le produit de mesure donc la section de tôle entre rai¬ 
disseurs.) 

5.222 Intervalle entre raidisseurs. — Cet intervalle d dépend essen¬ 
tiellement de l’épaisseur e des tôles à stabiliser : 

Pour les tôles minces (e < 2,5 mm en AU4G), il n'est généralement 
pas possible de réussir à stabiliser entièrement ces tôles jusqu aux contraintes 
de compression de calcul (contraintes extrêmes). Nous savons, en eilet, que 
pour un taux do travail n cr - 28 kg/mm 2 (qui correspond à la moyenne 

des contraintes admissibles pour les raidisseurs en AÜ4G comprimés), il 
serait nécessaire d’avoir : 

d=2 c=30 e (chap. XIX, § 2.462). 

Cette condition conduirait à un nombre de raidisseurs très élevé et l 'on 
préfère perdre (fictivement) des bandes de tôle entre les largeurs équiva¬ 
lentes propres à chaque raidisseur comprimé. , 

Pour les tôles épaisses (e > 3,2 mm en AU4G), il est possible, par 
contre, de stabiliser entièrement ces tôles, ce qui conduit à un poids mini¬ 
mum (théorique) des semelles comprimées. Notons, à ce sujet, que 1 épais¬ 
seur des tôles dépend essentiellement de la profondeur du caisson (section 
totale nécessaire). Il apparaît donc ainsi intéressant, à priori, d’utiliser des 
caissons peu profonds (du type caissons centraux a deux âmes, pai exem¬ 
ple) de façon à dimensionner des tôles épaisses. Ûn réalise fréquemment 
des caissons présentant des raidisseurs plus serrés sur les semelles supé¬ 
rieures (comprimées en vol normal) que sur les semelles inferieures (tendues 
en vol normal). Les efforts inversés existant en vol sur le dos sont, en effet, 
toujours inférieurs aux efforts de vol normal. 
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5.223 Forme des raidisseurs. — Nous donnons, ligures 20 a à 20 d, 
t[ucl(fues types de raidisseurs oblenus par pliage, ou étirage, de tôles. 
A lin de contrarier le flambage local, on évite les grandes faces planes ou les 
bords libres qui créent des « amorces de voilcme.nl ». On arrive ainsi à des 
sections à flancs emboutis ou à bords retournés telles que celles représentées 
par ces-figures. 





Fig. 20. 



Les ligures 20 e à 20 g donnent quelques types de raidisseurs obtenus 
par u filage à la presse ». Le flambage local de ces profilés es! contrarié par 
la présence des « boudins de raidissement ». Ces profilés donnent, en géné¬ 
ral, des contraintes admissibles plus élevées que les raidisseurs obtenus par 
pliage (voir ci-dessous). 

5.224 Taux de flambage local. — Il esl délient de menlionuer des 
chiffres précis au sujet des contraintes admissibles au flambage local des 
différents raidisseurs. Celles-ci dépendent, en effet, de la forme des profilés, 
de leur épaisseur et, également, de l’épaisseur de la tôle à laquelle ils sont 
reliés. Cette tôle joue, en effet, un rôle stabilisateur vis-à-vis des ailes aux¬ 
quelles elle est fixée. 

La recherche de ces contraintes doit s’effectuer expérimentalorient, dans 
chaque cas particulier. On réalise, pour cela, dos panneaux courts compre¬ 
nant quelques raidisseurs et la tôle de revêtement correspondante. Les 
faces extrêmes de ces panneaux doivent être très soigneusement dressées 
do façon à obtenir une égale répartition des pressions entre les plateaux des 
machines d’essai. I e dépouillement de ces essais se fait en utilisant les 
théories usuelles du flambage des plaques comprimées (largeurs équivalentes, 
cliap. XIX, § 2.4) de façon a faire apparaître les contraintes n cr des raidis¬ 
seurs. Ces contraintes sont ensuite corrigées en tenant compte des élance¬ 
ments des panneaux ce qui permet-d’obtenir le taux de flambage local n„ 
des raidisseurs 1 2 . Nous indiquerons seulement, pour fixer les ordres de 


1. — Il est nécessaire pour cela que la rupture des panneaux soit due réellement 
au flambage local des raidisseurs et non à un flambage de la tôle entre points de fixa¬ 
tion. 

2 — L’utilisation des tensomètres électriques (ou Strain-gauges) permet dé" mesu¬ 
rer directement cette valeur pendant l’essai. Elle permet aussi de déterminer la varia¬ 
tion de contrainte de la tôle entre raidisseurs (courbes analogues à celle de la fig. lü a 
du chapitre XIX). 










as 
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randeur, les résultats 
sur des assemblages en 


suivants obtenus à 
alliage A b 40. 


la suite (bossais récents 


effectués 



5.22b Liaison des raidisscurs aux tôles. La liaison (les raidisseurs 
aux tôles de revêtement qui s’effectue par rivetage ou soudure électrique 
par poinls (ou à la molette) doit satisfaire à la condition de non flambage 
delà tôle entre points de liaison, étudiée au chapitre M.\, paragraphe 2.47. 

et Planche 39. 

5.23 Stabilisation par tôles ondulées. 

5.231 Réalisation. — Ce procédé consiste à disposer, sous une tôle 
lisse de revêtement, une tôle ondulée donI chaque onde joue le rôle d un 
raidisseur (lig. 21). L’orientation générale des ondulations est donc paral¬ 
lèle à l’envergure et l’ensembie tôle* lisse-tôle ondulée tonne une succession 
de tubes présentant de bonnes caractéristiques de résistance au plissement 
local. 



Fig. 21. 


On utilise des ondulations arrondies (lig. 22 a) ou à plis auffvieux 
(lig. 22 b). La première solution présente un avantage de résistance au flam¬ 
bage local et la deuxième un avantage de fabrication. La forme convergente 
des caissons (dans le sens de l'envergure) nécessite, en effet, la réalisation 





1 — Essais effectués aux laboratoires de l’E. R. Aé de Toulouse de 1944 à 1948 
pour la S.N.C.A.S.E. 
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L’étude expérimentale, comparable à celle des raidisseurs, est cepen¬ 
dant la plus utilisée. , .. , ,, 

Nous donnons, ligure 23, un diagramme traduisant les résultats d es¬ 
sais effectués aux laboratoires de la S. N. G. A. S. E. en 1937. Ces résultats 
concernent des tôles ondulées seules, avec ondulations arrondies suivant le 
profil représenté sur la figure. Signalons que 1 on obtient des résistances 
unitaires légèrement plus élevées avec des assemblages tôles lisses-tôles 
ondulées présentant des pas de l’ordre de vingt-cinq fois l’épaisseur de la 
tôle lisse. 


5.234 Résistance au cisaillement. — L étude de cette résistance (sta¬ 
bilité) peut également se faire en utilisant la théorie des plaques ortho- 

°^Nous ne donnerons qu’une règle pratique résultant d’essais comparatifs 
de déformabilité, effectués aux laboratoires de la S. N. C A. S. E. en J do.) 
<ur des panneaux composés d’une tôle ondulée seule, ou d assemblages tôles 
lisses-tôles ondulées. Les tôles ondulées essayées étaient de formes analo¬ 
gues à colle représentée sur la figure 23 et le montage d essai était du type 
parallélogramme articulé décrit au chapitre XIX, paragraphe 4.21. 

En désignant par p le rapport : 


_ pas de l’ondulation _ 

longueur développée d'une onde 


il résulte de ces essais que le « module d’élasticité transversal apparent. 
des panneaux en tôle ondulée est relie au module d élasticité (■ oïdi 
(tôles lisses) par le rapport : 


G' 
maire 



Pour une semelle comprenant une tôle lisse d’épaisseur e, et une lolo 
ondulée d’épaisseur c 2 on pourra donc assimiler la tôle ondulée à une tôle 
lisse d’épaisseur fictive au cisaillement 


r" 

d’oii une épaisseur totale de calcul pour le cisaillement 

e'=e, +6'.,. 

5.24 Remarque. — L’exposé précédent montre que les contraintes 
admissibles en compression des parois de caissons sont toujours nettement, 
inférieures à celles admises pour les longerons a semelles concentrées. Il 
convient, en effet, ainsi que nous l’avons signalé au paragraphe 5.21. de 
tenir compte du flambage général 1 des parois entre nervures, ce qui limite 
les contraintes admissibles «à des valeurs inferieures aux taux de flambage 

local. . . 

11 y a lieu également, pour le calcul des parois tendues de tenir compte 
do l’affaiblissement dû aux liaisons longitudinales ou transversales (trous 
de rivets ou points de soudure). Même avec des liaisons bien étudiées, cet 
.iffïiihlissement est généralement de l’ordre de 10 à 13 % des sections brutes. 

11 convient, enfin, de tenir compte des contraintes supplémentaires des 
parois engendrées par les pressions, ou dépressions, aérodynamiques qui 

leur sont directement appliquées. < , 

En résumé, les caissons travailleront donc toujours en flexion a des 


i _ Cette correction de flambage général peut s’effectuer à l’aide des formules 
usuelles (abaques de Strand-Euler par exemple). 

p. Valut. — Résistance des Matériaux. 43 
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laux moins élevés que les semelles des longerons des poutres 


i aines mm- 


5.3 CALCUL SIMPLIFIÉ D’UN CAISSON CENTRAL A DEUX AMES. ' 

.’anniim.^nîJv rQl?eS P ré,îm inaires. ~ La méthode que nous exposons ci-dessous 
t ppl]( ? ue caissons centraux tels que cr ux définis ci-dessus au ParaGraph- 5.142 
Vnn,m a â'2! S ’ dl |P°sees sensiblement symétriquement de part et d’autre du maître- 
couple des profils, présentent de s hauteurs /q et /q peu différentes (fig. 24 a) et 
!euis semelles sont laihlement galbées. Ce sont ces propriétés qui permettent les 
simplifications de calcul exposées ci-après. 

Les Semelles ^ peuvent être raidies, soit par des profilés isolés soi! par des 
tôles ondulées. Nous supposerons les âmes raidies seulement par'des -montants 
, n °A Ç as d - es prof) ! és longitudinaux). Elles s'assimileront, ainsi, 
constants 11 ’ à d6S Ame * mmces subissant donc des flux de cisaillement 

t,l a n°di S £Kw I1 fVu i ‘ aprè * S ’ 8? e *? calcvl anx e ff° rts Généraux normaux au 
aux âmes Ces effort? fnn^ ° nen £ é ?’ dans cha<T " e section droite > parallèlement 
dominantes 0 * Sont ’ effet ’ CRUX qm donne:nit lieu aux contraintes pré- 

rn^Sml° n l n ue ’ pOUr un J ca l cul C0TÏ1plet - il y aurait lieu de supemoser à ces 
contraintes celles provenant des efforts parallèles au plan dp l’aile tfiexion 

nas en haut.. Lq semelle supérieure sera donc comin-imér *t i a 
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boit b* la suri ace totale de cette section travaillante en compression et 
G, son centre de gravité. 

5.312 Semelle inférieure (tendue). — Toute la tôle de revêtement 
intérieure participe à la traction, ainsi que les raidisseurs. On peut admet¬ 
tre cependant que les âmes, généralement instabilisées par le cisaillement 
et la flexion, ne participent eflectivemenl à la résistance en traction qu’avec 
des largeurs équivalentes. Ces largeurs pourront, d'une manière défavorable 
être prises égalés a celles calculées du côté comprimé. 

On obtient ainsi une section travaillante S, dont le centre de gravité 
est G,. n 


5.32 Caisson rectangulaire équivalent. — La forme des sections droites 

permet, avec une approximation suffisante, d’envisager pour les calculs 
un caisson rectangulaire équivalent, selon figure 25 a. La hauteur H de ce 
caisson est égale, dans chaque section droite, à la distance verticale sépa¬ 
rant les centres de gravité (î K et G,. Les axes principaux d’inertie Gy et Gz 
sont respectivement, perpendiculaire et parallèle aux âmes. Le centre de 
cisaillement C e d’une section droite peut être confondu avec le centre de. 
gravité général G des sections travaillantes. Le centre de gravité peut être 
considéré à mi-distance entre les âmes, même si celles-ci sont d’épaisseurs 
dillerent.es, car leurs sections équivalentes sont toujours très faibles vis-à- 
vis de celles des semelles. 


C’est donc autour de G que s’évalueront les moments de torsion appli¬ 
qués à chaque section droite. 



Fig. 25. 


5.33 Contraintes normales de flexion. — Le moment 
appliqué a une section droite équivaut à deux composantes 

F=± ir (fig - 25 ft >- 


fléchissanl 


M 


On peut pratiquement, confondre ces composantes avec leurs proiec 
uons dirigées suivant les directions réelles des semelles convergentes. 

U ou les contraintes normales (uniformes pour chaque semelle) : 


»■,•= —■ (compression) 
b s 


et 


n, = - 


F 


S, 


(fraction). 


«i — L , a forrne galbée des semelles laisserait présager des contraintes 
fl Son ntn\f U M Centre q V> u ? iveau üe * ***** (loi clés distances à l’axemutre en 
chôme ïar ?“■’ ^ déf ?™ ation s de cisaillement dues à la « mise en 

iécharger ,es partles 

ainst une certaine tenawce cmct »- 
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5.34 Transmission de l’effort tranchant. 

5.641 Notations. — Au niveau d'une section droite considérée dési¬ 
gnons par : 

T l’effort tranchant total (appliqué suivant Gz) ; 

k le coefficient de convergence longitudinale des semelles supposées 
concentrées en G, et G,- : 


tga s + tgx,- (fig. 25 l) 


T'=T —k ^ l’effort tranchant 


réduit à transmettre par 


cisaille¬ 


ments ; 

L et 11 les dimensions du caisson équivalent ; 
e s et e, les épaisseurs des tôles de revêtement des semelles supé¬ 
rieure et inférieure, ou les épaisseurs équivalentes ou cisaillement, 
dans le cas d’un raidissage par tôles ondulées (§ 5.234) ; 

Ci et e 2 les épaisseurs des âmes avant et arrière. 


5.342 Flux de cisaillement de flexion pure. — La symétrie du cais¬ 
son équivalent, autour de Gz, lève directement l'indétermination statique 
propre aux sections fermées (i 2.33). Le flux est. en effet, d’intensité nulle 
aux points A et A' situés sur l’axe Gz. 

Son sens de cheminement sur le périmètre du caisson est celui sché¬ 
matisé par l’orientation des flèches représentées sur la figure 26 a. Les flux 
agissant sur chaque semelle ont une résultante générale nulle (symétrie). 
Il s’en suif que les flux agissant sur les âmes doivent admettre l” comme 
résultante. Llles transmettent donc chacune la moitié de cet effort, pur 
raison de symétrie. Comme, par hypothèse, ces « âmes minces » sont sou¬ 
mises à un flux constant, l’intensité de ce llux a pour valeur : 




Geci permet de dire (fictivement) que, dans ces caissons, « les âmes 
Iransmettent la totalité de l’effort tranchant réduit ». 

La répartition réelle sur les semelles présente l’allure schématisée par 
le diagramme de la figure 26 b (où l'intensité du flux en chaque point est 
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représentée par la hauteur correspondante de la partie hachurée). Le flux 
croît brusquement de valeur de part et d’autre de la ligne de fixation de 
chaque raidisseur (variation proportionnelle au moment statique propre à 
ce raidisseur). 

En pratique, il est suffisant de considérer, pour los calculs, la reparu¬ 
tion linéaire moyenne représentée sur la ligure 20 a où les diagrammes 
hachurés figurent les intensités des flux en valeurs absolues. 

Cette répartition revient d’ailleurs à supposer, pour le calcul des flux, 
les semelles constituées, par deux plaques planes d épaisseurs : 

e' s = -f 2 - et e ' i= 'f*' • 

Li n 

Le moment statique W de la partie AP intéressant une section située 
à la distance u de Gr- (fig. 26 a) a, en effet, pour valeur : 

W =u e' s H x . 


Le flux t s = -j- W croît donc bien linéairement avec u. 

Aux angles du caisson équivalent on retrouve le flux x a défini ci-dessus L 
On a donc, dans la section ci-dessus, 


soit : 


2 u 

L 


T' 

HL 


(en valeur absolue). 


On voit que la mise en charge des semelles s'effectue, longitudina¬ 
lement, par les âmes ainsi que nous l’avions indiqué ci-dessus. 

5.35 Transmission de la torsion. —Le moment de torsion M, appliqué 
à une section droite donne un flux de cisaillement constant (torsion pure, 
d’intensité : 

- = Mr-. = __Mt_ 

2<-> 2 IIL 

IBfe 7T 

5.36 Flux résultant et contraintes de cisaillement. — La combinaison 
des flux dus à T et à M, s’effectue algébriquement en tenant compte do 
leurs sens respectifs sur chaque élément. On obtient ainsi un diagramme, 
des flux résultants x r tel que celui représenté sur la figure 27 (intensités en 

valeurs absolues). . 

Il se produit un décalage d = AA X = AA', des points de flux nul, ce 

décalage étant tel que 


— - d= 

HL 


M, 


2 HL 


(en valeur absolue) 


soit 


d= — 

2 T' 


(décalage orienté du côté opposé à l’âme surchargée par la torsion.) 

Les contraintes de cisaillement se calculent, a partir de ce flux lesullanl . 


I. — En fait, on ne retrouve aux fixations âmes-semelles du caisson îéel. que 1- 
flux 7 diminué de celui dû au moment statique propre de chaque cormere d angle c 
bande"équivalente d’âme (correction généralement négligeable,. 
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en utilisant la relation générale f = -^appliquée à chaque élément consi- 
dér6 (épaisseur e s , e„ e , ou c 2 ). 



ta+ 7, 


5.38 Calcul des jonctions longitudinales. 

*** J ? nctio ™ âmes semelles. — Les flux résultants appliqués aux 
on b les du caisson donnent 1 effort par unité de longueur à transmettre uar 

du œ^ 118 q l le ?’ est ’. généralement, la possibilité de disposition 
d’armln 1°° C ? 11 espondant qui guide Io dimensionnement des profilés 
tT? 1 des caissons métalliques. Pour les caissons en bois, le glissement 

TanallTcZ* wTTÜ'ït d ° ^ * donner’ 

a içjie (cnap. Alt, § I.4u). Il arrive que pour certains caissons nrol'onds 

fnnuvf Cl J argéS en 1 t , 0rsi011 ( a PPareils multimoteurs), la réalisation de ces 
jonctions aines-semelles pose de sériaux problèmes de fabrication nar «suite 
du nombre cons.dérable do rivets ou dessoudes surfers de î'ol^e nSs- 

5.4 ÉTUDE DES ELEMENTS TRANSVERSAUX OU NERVURES. 

j 5 ‘ 4 * . Généralités. — Les nervures des caissons de voilure constituent 
es « cloisons d introduction de charge », en même temps qu’elles sm.i 

paS^înSée^W 61, ’f l °- lCJUeur . s libns aa flambage général del 

l’inSîvnTX n™ s dermCr P ° ,nt <>“* dé “ 6 ’ enraiement, 
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La réalisation des nervures de caissons est principalement guidée par 
des considérations de fabrication du corps creux. , 

C’est ainsi que, pour des caissons de faible hauteur, on réalisé souvent 
des nervures en deux pièces en forme d’arcs encastrés l’un sur 1 autre au 
montage (fig. 28 a). Cette disposition permet de fabriquer isolément chaque 
scrriello équipée de ses raidisseurs. L’ensemble d’une nervure est assimilable 
pour le calcul, à un cadre plan. 

Dans certaines constructions, les parties centrales des arcs supérieurs 
et inférieurs sont directement réunies entre elles par des montants (ou 
colonnettes) isolés. 




Coupc ce/ 


Les caissons de grandes dimensions sont généralement équipés de 
nervures en treillis (fig. 28 b) qui constituent, pour le calcul, des systèmes 

trianaulés. . . , , , , • 

bous ne donnerons ci-après que les principes généraux do mise en équi¬ 
libré extérieur de ces nervures, ces principes • étant comparables a ceux 
exposés au chapitre XXI pour les nervures des structures a âmes minces. 

5.42 Nervures courantes. — Nous désignons ainsi les cloisons non 
intéressées par une charge concentrée importante et non situées a un chan¬ 
gement de forme du caisson. # . 

Leur rôle principal est d’assurer la répartition entre les différentes 
parois du caisson, des charges aérodynamiques appliquées a la « tranche 

d’envergure » qui leur correspond 1 . ... i v . 

Le transport de ces charges au centre élastique du caisson donne lieu 
à des accroissements AT et AM, des efforts généraux, d’où les accroissements 
de flux correspondants 2 qui assurent l’équilibre extérieur général de la 

nervure. „ .. , , 

Notons que les charges directement appliquées aux semelles donnent 
lieu à des efforts secondaires de flexion qui sont principalement importants 
pour les nervures en treillis. 

. 5.43 Nervures d’introduction déchargés-Leur principe d’équilibre 

ed identique : Les charges à introduire donnent lieu à des accroissements 
des efforts généraux do part et d’autre de la nervure, d’où les accroissements 
de flux correspondants qui assurent les réactions (réparties) a ces charges. 

5,431 Exemple. — Introduction d'une charge appliquée au niveau d’une 

1 _Cette « tranche d'envergure » comprend, en profondeur, toutes les parties 

fixes de la voilure : bord d’attaque, caisson, et bord de fuite (en avant des ailerons ou 
volets). 

2 — Ces accroissements de flux sont distribués d’une façon identique a ceux dus 
aux efforts d’ensemble. Ils doivent être dirigés dans le sens des réactions a AT et 

AM,. 
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âme d’un caisson central. — Soit F la charge appliquée, sur la face CO du 
caisson rectangulaire équivalent ÀBGD (fig. 29). 

Cette charge, transportée en G, donne : 

AT=F ; AM 1= F i , 

D’où les réactions réparties (accroissements de flux) dirigées suivant 
les systèmes de flèches de la ligure 29 : 

Equilibre à AT : flèches intérieures avec : Ar,,= ^ 

2 II 2 H 


Equilibre à AM, : flèches extérieures :Ar, = 

2 LM 


FL 


4 LU 


F 
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Fig. 29. 




Remarquons que l’âme CD recevant F, est finalement soumise immé¬ 
diatement après la nervure, à un effort total 


H 


F 


2 H 


+ 


F 


4 H 


= — F 
4 


et l’âme A R à un effort 


H 



JLLIp. 
I H / 4 


t 

I 


La totalité de la force F ne subsiste donc pas dans l’âme où elle est 
directement appliquée. Cet exemple particulier démontre la nécessité de 
prévoir une cloison en regard de chaque charge concentrée, même si cette 
charge est appliquée directement à l’une des parois du caisson. 

5.432 Bemarques. — a) Les accroissements de flux de flexion pure 
(flèches intérieures fig. 29) appliqués aux semelles procurent des efforts 
internes de compression et de traction dans les semelles des nervures ; 

h) Pour des charges concentrées importantes (potences de volets, bâtis- 
moteurs, attaches au fuselage, etc...), il est nécessaire que les nervures 
soient directement liées aux tôles de revêtement des semelles et non seule¬ 
ment, aux raidisseurs comme on le tolère souvent pour les nervures cou¬ 
rantes. Cette dernière disposition, de réalisation plus simple, ne procure, 
on effet, qu’une mise en charge incorrecte des semelles du caisson (localisa¬ 
tion des efforts aux angles). 
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5.44. Nervures situées dans un « plan de brisure » d’un caisson. 

5.441 Généralités. — L’obliquité relative (ou dièdre ) des porte-à-faux 
d’une voilure et la convergence de leurs parois, oblige à « briser » 1 clé¬ 
ment résistant pour assurer sa continuité à travers le fuselage. 

Cette brisure peut s’effectuer, dans le cas des caissons, soit au niveau 
de chaque paroi du fuselage (caisson intérieur horizontal), soit umqucnionl 
au centre de l’appareil. 

C’est cette solution que nous envisageons ci-dessous dans le cas d un 
caisson central à deux âmes. 

5.442 Données (fig. 30 a). — Désignons par : 

p l’angle dièdre d’une aile (mesuré entre l’horizontale et l’axe élas¬ 
tique du caisson) ; 

(/•! et 2 2 les angles de convergence des semelles (du caisson équivalent) ; 

M le moment fléchissant constant appliqué au caisson dans fuselage 
(cas de charge symétrique) ; 

Il la hauteur du caisson équivalent au niveau de la brisure AD (hauteur 
mesurée perpendiculairement à l’axe élastique). 

5.443 Equilibre d’ensemble. — Le moment M donne lieu aux compo¬ 
santes suivantes dans les semelles (compte tenu de leurs angles de conver¬ 
gence) : 

semelle supérieure (comprimée) : F, = - j 

H cos a, / 

(valeurs absolues). 

semelle inférieure (tendue) : F„= ^ 

•H cos 



Les forces F,, se composant en A, donnent une résultante verticale diri¬ 
gée de haut en bas : 

■F, =2 F, sin (£—*,)= AM- (sin fi —cos fi Ig a,). 


De même, les forces F 2 donnent en D une résultante verticale dirigée 
de bas en haut : 

<£> 2 =2‘ F 2 sin (/3 + a 2 )= (sin f3 + cos fi tg a 2 ). 

\ - H 
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La brisure a donc fait apparaître, finalement, une jorce verticale dirigée 
de bas en haut : 


A$=$ a — <&,= 2 cos fi (tg «,+tg a,). 

Il 

Coite force donne, elle-même, deux efforts tranchants, orientés norma¬ 
lement à l’axe élastique de chaque demi-caisson et dirigés de haut en bas : 


AT= — 


Ad> 


M 


2 cos fi I-I 


(tg a, + tg a,). 


On retrouve ainsi l’expression classique de « Veffort tranchant correc¬ 
teur » transmis par la convergence des semelles de chaque porte-à-faux. 

Ces efforts tranchants correcteurs, ainsi restitués par la brisure, che¬ 
minent dans chaque demi-caisson, jusqu'aux sections d’encastrement CD 
et C I) où ils s ajoutent aux elforts tranchants réduits (apportés par les 
âmes) pour donner, finalement, les efforts tranchants totaux à chaque jonc¬ 
tion voilure-fuselage. 

5.444 Équilibre de la nervure centrale. — Les forces <l> j et < 1 > 2 sont, en 
réalité, réparties sur toute la profondeur du caisson. Err désignant par d 
l’espacement des raidisseurs et L la profondeur du caisson (fig. 30 6) on 
peut admettre que chaque raidisseur engendre les forces : 

«t 

J-J Lj 

fl s’en suit, au niveau de chacun d’eux, un effort interne de compres¬ 
sion, verticale de la nervure 


C — <pr 

Cet effort est, généralement, encaissé par des raidisseurs verticaux 
convenablement disposés (fig. 30 b). 

La nervure assure, au surplus, par cisaillement et flexion, le transport 
des composantes 

A r=? a —■o». 

Ces composantes s’équilibrent par un flux de flexion pure admettant 
— A <I> pour résultante (fig. 30 b). La nervure se comporte, en pratique, à cet 
égard comme une poutre chargée par les forces réparties Acp et appuyée sur 
les âmes. 


a.445 Conclusion. — L’exemple ci-dessus montre qu’il est nécessaire 
de disposer une cloison au niveau de tout, changement de forme d’un cais¬ 
son. On ne peut se contenter d’effectuer une courbure progressive des 
semelles, comme dans le cas d’un longeron ordinaire donl les semelles con¬ 
centrées se trouvent maintenues directement, sur toute leur longueur, 
par l’âme. 


C’est une dos difficultés 


principales des sli uctures-caissons. 


6. ÉTUDE GÉNÉRALE DES FUSELAGES-COQUES. 

6.0 GENERALITES. 

La construction des fuselages-coques constitue l’application principale des 
structures-coques. 

Nous avons déjà signalé, au paragraphe 1.2 ci-dessus, qu’il existe quelques 
exemples de « coques théoriques » (sans raidisseurs), notamment dans les cons¬ 
tructions en bois ou matières plastiques. 

Cependant, la grande majorité des fuselages-coques sont réalisés sous forme 
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de « coques pratiques » dans lesquelles le revêtement, toujours relativement 
milice, est stabilisé par de nombreux raidisseurs longitudinaux (ou lisses). Ces 
structures sont, généralement, connues sous le nom de « fuselages-coques multi- 
Usses », par opposition aux coques à quelques longerons principaux, assimilables 
a des poutres a âmes minces que nous avons étudiées au chapitre précédent (§ 6.). 
Lest cette solution de coques multi-lisses que nous envisagerons dans l’exposé 
ci-apres. 

Bien que les fuselages-coques présentent toujours un plan de symétrie 
(coquilles symétriques), leur calcul demeure, en général, un problème assez com¬ 
plexe, par suite du grand nombre d’éléments qui les composent el de l’instabilité 
de leurs parois minces. Cette complexité se trouve accrue quand les fuselages 
possèdent, des ouvertures importantes ou présentent des changements de forme 
dus a des nécessites d’aménagement. 

Les applications numériques effectuées au paragraphe 7. ci-après, montre¬ 
ront que la réalisation matérielle de ces calculs se trouve grandement facilitée 
unL™ 6 T sp , oslüo ? en " tableaux-types » et par des méthodes graphiques. Nous 
<nnf n ,? ns e p lemen .t a a paragraphe 8. ci-après, des fonnuies algébriques permet- 
dps sections de forme circulaire. Nous exposerons, enfin, suc- 
Paragraphe 9. quelques problèmes particuliers posés par la réa- 
lisation des fuselages-étanches a l'air (cabines des stratosphériques). 


6.1 PRINCIPES DE CONSTRUCTION. 

6.U Composition générale. — Un fuselage-coque multi-lisses com¬ 
prend essentiellement (fig. 31) : 

— Des parois composées d’un revêtement (tôles ou contreplaqués) midi 
par des lisses longitudinales fixées intimement à ce revêtement. Ces parois 
raidies transmettent la totalité des efforts généraux de flexion et de torsion 
appliques a la structure ; 

x,/ Des 61 . é , ments transversaux appelés couples ou cadres. Le but do ces 
éléments est d assurer la forme extérieure de la structure, d’introduire les 
charges transversales dans les parois et do fournir à ces parois des appuis 
normaux a leurs surfaces, nécessaires pour fractionner leurs longueurs 
libres au flambage. 



u-nt 1 *? qU S ‘ ~ , D;ins les fusela ges de grandes dimensions, les parois résis¬ 
tâmes comprennent parfois, en supplément aux revêtements extérieurs des 
cloisons horizontales intermédiaires constituées par les planchers des différents 
étages des cabines. Il est cependant nécessaire que ces planchers soient rigide¬ 
ment reliés au reste de la structure pour qu’ils puissent être comptés comme 
parois résistantes dans le sens longitudinal. 

6.12 Construction des parois. 

6.421 Constniction métallique. — On emploie essentiellement des 
tôles de revêtement en alliages types duralumin (ÀU4G, AU4G1. AZ8GU) 
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un \ cdal (hydravions maritimes) et, plus rarement, îles tôles en alliages 
ultra-légers (GM2 ou GAOZ). 

Les différentes lisses utilisées sont de mêmes types que les raidisseurs 
des caissons de voilure décrits ci-dessus au paragraphe 5.22. On emploie, le 
plus souvent, des profilés obtenus par pliage, ou étirage, de tôles. L’utili¬ 
sation des tôles ondulées est très rare pour les fuselages. Notons une solu¬ 
tion originale, propre à une fabrication en grande série, qui consiste à rem¬ 
placer les lisses par des .« bords repliés » longitudinaux des tôles de revê¬ 
tement, constituées elle-mêmes par des bandes de faibles largeurs (fig. 32). 
J /intervalle entre les lisses ne peut, pratiquement, comme pour les caissons, 
être suffisamment serré pour assurer la stabilisation totale des revêtements 
comprimés (par suite de la minceur de ces revêtements dont les épaisseurs 
usuelles varient, pour le duralumin, de 0,6 à 2 mm). Cet intervalle varie, en 
pratique, entre 100 et 300 mm. 

Les parois des fuselages-coques sont donc, en fait, toujours instabilisées 
par les efforts de calcul qu’elles supportent. Leurs procédés de calcul utili¬ 
sent donc essentiellement les méthodes applicables aux tôles minces plis- 
sées, exposées au chapitre XIX. 




6.122 Construction bois. — Les surfaces de revêtement, sont réalisées 
en contreplaqués d’okoumé ou de bouleau. Ces contreplaqués peuvent être 
utilisés, soit en feuilles (planes on galbées), soit eu bandes croisées et collées 
entre elles (fig. 33). Cette dernière disposition, où les bandes sont disposées 
à. 45° par rapport à l’axe longitudinal de la structure, présente l’avantage 
de réaliser un ensemble homogène où les fibres sont orientés suivant les 
directions optima pour résister aux cisaillements. 

Les lisses sont, généralement, constituées par des baguettes de sprnee 
ou do peuplier, collées sur le revêtement. Leurs intervalles sont analogues 
à ceux utilisés en construction métallique. Notons qu’il existe également un 
phénomène d’instabilité (ou plissement) de ces parois, ainsi que nous l’avons 
signalé au chapitre XIX, paragraphe 1.1. On admet souvent, d’une façon 
empirique, pour calculer ces structures, que les largeurs équivalentes de 
contreplaqué intéressées en llexion, de part et d’autre d’une lisse, sont égales 
à quinze fois l’épaisseur de ce contreplaqué. 

6.13 Construction des couples. — Les-couples constituent des anneaux 
ou cadres plans. Ces anneaux peuvent être simples ou complétés par dos 
traverses (voir chap. XVIII, fig. 33. 33 et 30). 

6.131 Couples courants. — En construction métallique, les couples 
courants sont généralement obtenus, directement, par emboutissage de 
tôles. 11 existe beaucoup de structures où ces couples ne sont reliés qu’aux 
raidisseurs et non aux tôles de revêtement (fig. 34 a): Signalons une solu¬ 
tion originale, à rapprocher dp celle représentée figure 32 concernant, les 
lisses, qui consiste à réaliser directement une paire de couples par emboutis¬ 
sage de « cerces » servant également de revêtement (fig. 34 b). 
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En construction bois, ils sont constitués par des âmes en contreplaqué 
raidies par des semelles cintrées (spruce ou peuplier). 

© ■ ® 




6 1‘12 Convies loris. — Les couples chargés d’introduire des charges 
Iransversales ^importantes doivent, nécessairement, être reliés aux parois 
,1e revêtement pour assurer une « mise en charge » cou cote de celles ^ 
Ils sont renforcés par des profilés (fig. 35 a) ou sont réalisés sous forme 
de caissons (fig 35 b). Certains couples forts constituent des pièces tics 
Roupies d'attache voilure fuselage ou coupl™ do lussage des 

hydravions, par exemple). 




6.14 Croisement des lisses et des couples. — Pour être efficaces, les 
lisses doivent être continues tout, le long de la coque. 

Quand les couples ne sont reliés qu'aux lisses, la contmmte des deux 
éléments n’est nas perturbée a leur croisement (fig. • )■ 
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Or nous savons que dans toutes ses parties instables, le revêtement ne 
participe, fictivement, aux mêmes taux de contraintes normales que les ravis¬ 
seurs, qu’avec dès « bandes équivalentes » situées de part et d autre de cha¬ 
cun des raidisseurs. Il en découle donc une « section résistante en flexion » 
telle que celle représentée sur la figure 3fi b. C’est en partant de cette section 
résistante que l’on doit calculer les caractéristiques de résistance en flexion 
delà section droite considérée (position de G, moment d inertie moments 

Statl Sfeis,'en fait’,"la détermination exacte de z 0 conduirait à des calculs fort 
laborieux. Nous savons, en effet, que la grandeur des largeurs équivalentes 
dépend du taux de contrainte supporté par chaque lisse et que ce taux do 
contrainte dépend lui-même des caractéristiques de résistance de la section. 
11 faudrait donc procéder à. des approximations successives, ces approxima¬ 
tions n’étant valables que pour le seul cas de charge étudié (valeurs parti¬ 
culières de T et de M). Si l’on remarque, au surplus, que la superposition 
de la flexion horizontale et de la torsion modifierait encore tout le problème, 
on voit qu’un calcul « exact >» serait, pratiquement, inextricable. 

On est donc obligé d’avoir recours à des méthodes plus ou moins appro¬ 
chées dont nous proposons deux exemples ci-après. 

6.22 Première méthode (méthode simple défavorable). 

6.221 Principe. — On suppose que Vinstabilité s’étend a la totalité 

des panneaux composant le contour des sections droites. On admet, au sur¬ 
plus, que les largeurs équivalentes 2c de revêtement, intéressées au niveau 
do chaque lisse, sont égales pour toutes les lisses de la section en adoptant 
la valeur qui correspond à la lisse la plus comprimée. On calculera donc, 
en pratique, la. largeur 2c en partant de la contrainte maximum admissible 
en compression des lisses (limitée par le flambage local et le [lombago 
général entre couples, voir ci-dessus paragraphe u.22). . n 

' Compte tenu de l’ordre de grandeur des contraintes admissibles usuelles 
qui sont ordinairement comprises entre 22 et 28 kg/mnr pour les lisses 
en A.U4G, ou adoptera donc, pour ces parois, d'après la formule simplifiée 
de Karman (chap. NIX, § 2.402) : 

30 e < 2 c < .35 e 

(e étant l’épaisseur de la tôle do revêtement). A1 

On détermine ainsi la « section résistante » de chaque lisse plus toi 
intéressée d’où la position do G, les moments d’inertie T„ et. I. et les mo¬ 
ments statiques W, et W, (voir disposition pratique des calculs dans fis 
applications numériques données ci-après au paragraphe 7.). 

6.222 Critique de la méthode. — Cette méthode do calcul simple est 

donc essentiellement défavorable pour le calcul en flexion 

Remarquons, cependant, que le fait de négliger les tôles intermediaires 
tendues conduit à un déplacement, du centre de gravité vers les parties com¬ 
primées, d’où h une diminution des cotes s des lisses correspondantes en 
flexion verticale. Les contraintes normales de flexion étant proportion- 

Belles aux termes ( r) relatifs à chaque lisse, la méthode ci-dessus conduira 


donc à des résultats plus voisins de la réalité pour les Usées comprimées 
que pour les lisses tendues. Or. en fait, ce sont les parois comprimées qui 

déterminent l’échantillonnage de la coque. 

On utilisera donc, en pratique, la méthode ci-dessus pour ellecluer 

un premier dimensionnement de la coque. 

Notons que cette méthode présente pour avantage essentiel celui de 
conserver les mêmes sections travaillantes , quel que soit le sens rte flexion 
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envisagé (flexions verticales positive ou négative ou flexion horizontale). 
La superposition des contraintes dans les différents cas de charge est, donc, 
très aisée. 

6.23 Deuxième méthode (méthode défavorable plus approchée que 
la première). 

6.231 Principe. — En flexion verticale, qui conduit généralement aux 
contraintes normales prédominantes, on délimite, forfait ni renient, une 
« zone instable ». Cette délimitation peut se faire en adoptant par exemple 
pour z 0 (fig. 30 b) la moitié du z maximum des parties tendues l . 

On peut également admettre que les largeurs équivalentes de revête¬ 
ment dans cette zone instable, sont tontes égales, comme dans la, méthode I 
(procédé défavorable). On détermine ainsi la nouvelle position de Ci/ et les 
caractéristiques de résistance correspondantes. On vérifiera toujours que 
les contraintes supportées par le premier panneau de la zone stable sont 
telles qu’elles n’engemlrenl pas de plissement (combinaison traction + 
cisaillement : abaque Planche 42). 

On est ainsi assuré de s’être placé dans un cas désavantageux', quoique 
plus voisin do la réalité que dans la méthode I. 

En flexion horizontale, on peut utiliser une méthode analogue mais on 
perd ainsi tous les avantages dus à la symétrie de la section (l’axe neutre 
se décale vers les parties tendues). 

En fait, il est souvent suffisant de conserver la méthode 'I (axe neutre 
confondu avec l’axe de symétrie) pour ce sens de flexion. 

6.232 Critique de la méthode. — Cette méthode est moins rapide que 
la précédente, mais elle conduit à un dimensionnement plus raisonnable 
dos parois de la coque, surtout si les lisses sont très espacées (d > 100 e, 
par exemple). 

Pour des sections quelconques (un seul axe de symétrie) elle conduit 
à déterminer des caractéristiques de résistance différentes en flexions verti¬ 
cales positive et négative. 

Par contre, elle s’applique d’une manière particulièrement simple aux 
sections bi-symetriques et notamment aux sections circulaires. 

Nous effectuerons au paragraphe 7.1 ci-après une, comparaison entre 
les résultats numériques obtenus par l’une et l’autre mélhode. 

6.3 DETERMINATION DES EFFORTS GÉNÉRAUX APPLIQUÉS AUX 
SECTIONS DROITES. „ 

6.31 Axe de référence. — Les fuselages-coques comprenant, princi¬ 
palement, des sections fermées il n’est pratiquement pas nécessaire de 
déterminer leur axe élastique, ainsi que nous l’avons vu ci-dessus, para¬ 
graphe 4.2. 

On choisit donc pour axe de référence des efforts, un axe longitudinal 
arbitraire, situé dans le plan de symétrie du fuselage et perpendiculaire au 
plan des couples 2 . 

On déterminera, cependant, les centres de cisaillement C f des sections 
ouvertes quand le fuselage considéré comporte des ouvertures importantes, 
on vue du calcul en torsion-flexion de ces parties ouvertes, (§ 4.1). 


1 . — On prendra, plus exactement, la cote z de la lisse la plus voisine de cette 
limite arbitraire (comptée à partir de l’axe neutre correspondant à la méthode 1 ci- 
dessus). 

2. — On aura, cependant, avantage à choisir cet axe de telle façon qu’il rencontre 
les sections droites en des points O peu éloignés de leurs centres de gravité O. 


FUSELAGES-COQUES 


689 


6.32 Notations. — Nous désignerons, au niveau d'une seclton droite 
considérée S, dont le centre de référence est O (fig. 37), par : 

. - - l’effort tranchant total appliqué suivant Gz ; 

le moment fléchissant correspondant (flexion verticale) ; 

T„ l’effort tranchant total appliqué suivant GY ; 

M- le moment fléchissant correspondant (flexion horizontale) ; 

M't le moment de transport des efforts par rapport h O (vecteur 
normal au plan de la section) ; 

N l’effort normal (positif en compression) appliqué en 0 suivant 
l’axe longitudinal OX. 



Si la coque possède des parties ouvertes importantes, on déterminera 
de plus, pour les sections comprises dans ces parties, les moments de tor¬ 
sion réels M t appliqués à ces sections. Ces moments, évalués par rapport à 
la droite joignant leurs centres de cisaillement 0- c , ont pour expression : 

M,-M' t +T„ d 

en désignant par d la distance 0'G C (section S', lig. 37). 


6.33 Efforts tranchants réduits. — Le galbe longitudinal des fuselages- 
coques entraîne une convergence des lisses. Cette convergence donne lieu 
à une participation directe de cos lisses à la transmission des efforts tran¬ 
chants, ail même titre que les semelles d’une poutre à âmes minces. 

En effet, plaçons-nous dans le cas de la flexion verticale du tronçon de 
fuselage représenté figure 38 a. Le moment M„, agissant au droit de la sec¬ 
tion^, engendre au niveau d’une lisse P de section AS (compte tenu de la 
tôle intéressée), une composante de flexion 

F = -^ ;AS. 

T, 

Désignons par a l’angle que fait dans une projection verticale du fuse¬ 
lage (fig. 38 a), la tangente en P à la lisse considérée avec l’axe longitudinal. 
La composante F donne dans cette vue 1 : 

—■ suivant la direction projetée de la lisse : F, - — — 

COS x 

— suivant le plan de la section : F, = F tg a. 

1. — La décomposition complète de F devrait s’opérer dans l’espace en tenant 
compte de l’obliquité transversale des lisses (vue en plan). La décomposition indiquée 
suffit pour faire apparaître le résultat cherché. 


P. Valut. 
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Gomme pour les poutres courantes, on assimile toujours K, à F (ce. 
qui est d’autant plus justiciable que les sections AS utilisées pour le calcul 
des contraintes normales sont, des sections droites de chaque lisse). 

L'ensemble des efforts verticaux F 2 dus à toutes les lisses de la section 
donne un effort tranchant correcteur (ou réducteur) 

TA = 2 F tg 7 . 



Si les lisses sont d’orientations quelconques, cet effort doit se déter¬ 
miner, pour chaque section, compte tenu des pentes de chaque lisse. 

Mais, en pratique, la disposition des lisses sur le pourtour des diverses 
sections droites affecte, généralement, une allure sensiblement homothé¬ 
tique. Le foyer de cette homothétie, en projection verticale, se trouve au 
point de rencontre Q des tangentes menées en A et B ou contour extérieur 
du fuselage. En désignant par «, l'angle formé par ces tangentes on a très 
sensiblement, pour chaque lisse, 

tg 7=tg X, J- 

il 

avec 11 = hauteur totale de la section considérée, d’où 


Or, 


T" s = -zfï- tg a, 2 3 s AS. 

Il 1,/ 


S z 2 AS = I„. 


On obtient donc une expression simple de l’effort tranchant correcteur 
en flexion verticale : 


T", 


H 



L’effort tranchant corrigé, ou effort tranchant réduit vertical, restant 
à transmettre par cisaillement des parois est donc : 



On calcule de même l’effort tranchant réduit horizontal T',,, en consi¬ 
dérant la largeur totale L de la section et l’angle (b formé, dans une vue en 
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plan, par les tangentes au contour qui correspondent à la section considérée: 


T"„ = ^ tg/3 t et T',, = T H -T'V 


Kemarqu.es . — a) Au point de vue de cette correction cl’effort tranchant, une 
coque s’assimile donc à une poutre dont les semelles seraient concentrées aux 
libres extrêmes (et non aux fibres moyennes équivalentes). 

b) Les mêmes remarques que celles indiquées au chapitre IX (§ 3.85) sont 
valables pour les sens respectifs de T, T et T" liés à ceux de M et de T. 

c) Cette méthode de correction des efforts tranchants est également applicable 
aux sections ouvertes. 

(U DÉTERMINATION DES CONTRAINTES DES PAROIS (OU CALCUL 
DES SECTIONS;. 

6.40 Remarques préliminaire.-;. — Nous nous plaçons ci-après dans le cas géné¬ 
ral d’une coque multi-lisses présentant des sections droites symétriqn s, mais de 
formes quelconques et dont les lisses possèdent des sections As et sont disposées 
à des intervalles A/ quelconques 

Le calcul des contraintes des parois, c’est-à-dire des lisses et du revêtement, 
s'effectue au niveau de quelques sections droites caractéristiques du fuselage pour- 
lesquelles on a déterminé les caractéristiques de, résistance (§ 6.2) et les efforts 
généraux (§ 6.3) qui correspondent au cas de calcul prédominant pour chacune 

d’elles. 

Nous distinguerons deux-catégories de contraintes: 

a) les contraintes dues aux efforts généraux mentionnés ci-dessus ; 

b) les contraintes supplémentaires dues à l’instabilité des parois de revête¬ 
ment. 

Il est généralement impossible de connaître, à priori, Remplacement des 
contraintes normales ou tangentielles maxima. sur le contour d’une même Section 
droite. Aussi, est-on conduit, en pratique, à déterminer les contraintes partielles 
de nombreux éléments (lisses ou panneaux de revêtement) de chaque section 
droite considérée -. 

Notons, toutefois, que la symétrie de la structure permet toujours de ne consi¬ 
dérer que des demi-sections, sous réserve seulement d’affecter d'un double 
signe ( + ) les contraintes provenant des efforts engendrant des distributions de 
charges antisymétriques (flexion horizontale et torsion). 

Les applications numériques effectuées au paragraphe 7. montreront, la 
disposition pratique des différents calculs mentionnés ci-après. 

6.41 Contraintes dues aux efforts généraux. 

6.414 Généralités et conventions de signes. — La détermination de 
ces contraintes constitue une application directe des théories exposées aux 
paragraphes 2. à 4. ci-dessus. 

Nous ne mentionnerons donc que les formules finales en tenant compte 
des notations et sens positifs des charges adoptés au paragraphe 6.32. Nous 
considérerons les demi-sections situées à gauche de l’axe de symétrie (dans 
une vue de l’arrière) et nous adopterons pour sens positifs : 

contraintes normales : + = compression ; 

flux de cisaillement positifs dans le sens des aiguilles d’une montre 
(pour la demi-section considérée ot sens inverse sur l’au(re). 


1. — Nous étudierons ci-après (§ 8.) le cas particulier de sections circulaires avec 
lisses de sections égales et disposées à intervalles égaux. 

2. — Pour de petits fuselages comprenant une dizaine de lisses par demi section, 
on doit, en pratique, étudier chaque lisse et chaque panneau. Pour des fuselages plus 
importants on étudiera, par exemple, un panneau sur deux ou trois. 
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6.412 Contraintes normales dues à M„ et M z . — Que les sections 
soient ouvertes ou fermées, l’on obtient, pour une lisse considérée (avec 
revêtement intéressé) : 

Flexion verticale : 


Flexion horizontale : 


n»= 



y- 


6.413 Flux de, cisaillement dus à TJ et T„. — On obtient pour un 
panneau considéré (intervalle A/ entre lisses) : 
a) Sections fermées (fig. 39 a). 

— Flexion verticale (§ 2.332) : 



avec W u —somme des moments statiques, par rapport à G y, des « sections 
travaillantes » AS comprises entre A et le panneau considéré l . 

— Flexion horizontale (§ 4.2) : 


= -!*- W ; 


JL 

211 


en choisissant A comme point se départ du flux arbitraire et en posa ni 
W. = somme des moments statiques par rapport à G z des sections travail¬ 
lantes AS comprises entre A et le panneau considéré et u = moment par 
rapport à O du flux arbitraire (supposé nul en A). 



Fig. 39. 


b) Sections ouvertes (fig. 39 b). 

Flexion verticale : 

r' — JL* vv 

T i T vv y 
A»/ 

1. — Si le point A (axe de symétrie) correspond à l’axe d’une lisse, compter la 
demi-section |-^LL\de cet élément travaillant. 
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Flexion horizontale : 


A= w. 


(mêmes notations que ci-dessus). 

6.414 Flux de cisaillement du à M' t (• sections fermées) : 

T = Mj. = constante (§ 3.1) 

3 2Q 

a .. r vi ,,,y ni contraintes dus à M, (sections ouvertes). — Les parties 

6.41o Huxel wnliam le tau. a ^ ^ calculer ell torsion - 

ouvertes, soumises a M t (autoui c e ), i - varie le loua 

i,n r;— ju Par „„ e u». r («xw 

libre A) on trouve un flux de cisaillement 

T ' s= M*_ y'' u AS 

........ ulle appartenant à une section droite située à une distance x 

tn section llbre P « do la partie ouverte, une contrainte normale 

H n%=^-‘ »«. 

(Voir définition de u et de C au paragraphe 4.12). 

c/iU\ Contraintes dues à N. — Ces contraintes étant généralement, 

1)011 rTTote^ °V6N^ngenc^ uféM de 

compression (ou de § traction) pure de l’ensemble des éléments résistants 

t0n ItTbVenÆTnne contrainte normale uniforme de cos éléments do 
section totale S : ^ 

; n *“ S" 

6.4,7 Contraintes générâtes résultantes. - Les a fi S w\uflc 

miés ri-anrès permettent d’effectuer la combinaison des contraintes ^ur 
S« Æ Urnes supérieurs) et sur le côté drmit («g** mféneurs). 

a) Contrainte normale résultante d une lisse . 

n=n.+n„ + n 4 (sections fermées), 
ri=n\ ± n\ ± n' 3 + n, (sections ouvertes). 

b) Flux de cisaillement résultant sur un panneau de revêtement : 

r=r,+ r,+r, (sections fermées) 

T' =r '7 ± rV ± r' 3 (sections ouvertes). 

c) Contrainte de cisaillement correspondante du revêtement d'épais. 

seui' e : _/ 

t = - ou «'=--• 
e e - 

6.42 Contraintes supplémentaires dues au plissement des parois de 
revêtement. 

6.421 Position du problème. - Nous av 

donc par .'apparition, 
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dans les panneaux instables, de plissements obliques, ou « champs de traction dia¬ 
gonale » chap. XIX, §§ 4. et 5. 

Nous savons que ces plissements obliques donnent naissance à des « sollici¬ 
tations complementaires >< appliquées aux éléments de bordure des panneaux 
Ce sont ces sollicitations qui engendrent les contraintes supplémentaires des 
parois, etudiees ci-dessous. Leur influence sur les éléments transversaux ou cou¬ 
ples, sera étudiée au paragraphe suivant. 

G.422 Hypothèses simplificatrices. — Nous avons vu au chapitre XIX, 
paragraphe 5.4, que le phénomène de plissement engendré dans une plaque 
mince, par une combinaison de sollicitations normales et tangentielles, 
présentait une allure complexe. 11 est, en effet, assez délicat de déterminer 
leurs contraintes critiques et surtout de définir l’angle d’orientation moyenne 
fl des vagues de plissement, pour chaque panneau d’une coque. Cet angle 
se trouve en pratique, influencé par les rigidités locales des parois et par 
les actions mutuelles des différents panneaux entre eux. Aussi se contente- 
t-on souvent d’effectuer le calcul d’une façon approchée que nous propo¬ 
sons ci-après : 

Nous supposerons que les « sollicitalions complémentaires » des bor¬ 
dures ne se manifestent que pour les panneaux inslabilisés par le. cisaille¬ 
ment supposé isolé, et nous adopterons, pour ces panneaux , l’angle unique 
d orientation des plis : 3 = 415°. Nous devrons donc, pour déterminer quels 
sont les panneaux à étudier, comparer les contraintes t ou t' définies ci-dessus, 
paragraphe 6.417, aux contraintes critiques de cisaillement pur t 0 de chaque 
panneau. Ces contraintes critiques t u seront déterminées selon les méthodes 
exposées au chapitre XIX. paragraphe 4.4. Notons que l’on ne peut, généra¬ 
lement, pas négliger l'influence du rayon de courbure II des panneaux. On 
utilisera donc, en pratique, la formule donnée au chapitre XIX, paragra¬ 
phe 4.422. Les contraintes t' 0 rentrant dans cotte formule pourront être 
déterminées à l’aide de l’abaque n" 2. Planche 40 (voir application numé¬ 
rique, § 7.1 ci-après). 

Remarque. — Pour les panneaux comprimés (contrainte a ou n’ positives de 
leurs lisses de bordure), les contraintes critiques ainsi déterminées, sont supé¬ 
rieures a leurs contraintes critiques réelles provenant de la combinaison compres¬ 
sion + cisaillement. Comme ces contraintes critiques entrent, en déduction des con¬ 
traintes générales l dans les expressions ci-après, il apparaît que la méthode 
ci-dessus conduit a des résultats avantageux. Il convient cependant de signaler 
que ces formules théoriques sont établies sans tenir compte do facteurs générale¬ 
ment inaccessibles aux calculs, tels que les rigidités propres des tôles et des 
éléments de bordure. Ces formules sont donc défavorables, aussi la méthode 
adoptée s’éloigne-t-elle peu, en pratique, de In réalité et elle présente un avan¬ 
tage de simplicité. 

6.423 Vérification des tôles de revoie ment en traction diagonale. — 
On vérifiera la résistance en traction diagonale des parois de revêtemenl 
instables, en utilisant la méthode exposée au chapitre XIX. paragraphe 6.3. 
dans le cas d’une âme mince de longeron. 

Rappelons qu’en désignant par P le pas des rivetages de bordure des 
panneaux et par d le diamètre des rivets, la condition de résistance s’ex¬ 
prime par : 

2 t-t, < n a 1 1 — j' 


On so réservera, en fait, une certaine marge de sécurité pour tenir 
compte des considérations exposées dans la remarque insérée à la suite de 
l’étabassement de cette formule. 


6.424 Sollicitations supplémentaires appliquées aux bordures. — 
Considérons le panneau plissé ABCD (panneau 1) représenté figure 40. Ce 
panneau est limité par deux lisses consécutives AB et CD distantes de M 
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et par deux couples AG et BD distants de AL. Soit le flux de cisaillement 
résultant appliqué à ce panneau et t 0l le flux critique qui correspond a sa 


contrainte critique t 0 1 


«i 


(avec e, = épaisseur du revêtement considéré). 

D’après ce que nous avons vu au chapitre -XIX, paragraphe 4.od, les 
éléments de bordure sont sollicités, selon figure 40, par des forces reparties 
dont l’intensité par unité de longueur est : 

*3 = 7-,—r 01 =A*, (angle des plis : /3=45°). 

Les panneaux voisins, s’ils sont également plissés, sont soumis à des 
systèmes de charges analogues j 2 , f 3 , f A ... égales aux différences entre leurs 
flux réels et critiques : At 2 , At 3 , At 4 ... . . . 

L’ensemble de ces forces engendre une compression et une flexion 
supplémentaires des lisses que nous étudions successivement ci-dessous, en 
nous plaçant pour les notations, dans le cas de la lisse AIL 


' 

1 

’ 

! 

i 

-1 

-4- 
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! 
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Fig. 40. 


6.425 Contraintes de compression supplémentaires. — Si les couples 
AC et BD étaient les « couples terminaux » de la structure, la figure 40 mon¬ 
trerait clairement l’existence d’une compression supplémentaire des lisses. 
Biles encaisseraient les réactions d’appui des couples sollicités l’un vers 
l’autre par les forces /„ / 2 , /, (phénomène analogue à la compression supplé¬ 
mentaire des semelles d’un longeron, chapitre XIX, paragraphe 6.52). On 
trouverait, immédiatement, pour la lisse AB, une force G„ sensiblement 
égale?, 


Or, en fait, le phénomène est identique dans le cas d'un panneau inter¬ 
médiaire. En effet, aux compressions résultant des différences (/, — / 4 ), 
(j 1 — / 7 ),‘ete... (fig. 40), s’ajoutent celles provenant des actions opposées 
sur les couples extrêmes qui se transmettent h travers toute la structure. 

• L’expression ci-dessus est donc générale, même pour les coques gai- 
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bées, à condition do prendre pour hauteurs Af, et A / 2 des panneaux'(trapé¬ 
zoïdaux) leurs hauteurs moyennes. ^ 

La compression C s donne lieu à une contrainte de compression supplé¬ 
mentaire î?.„ de la lisse considérée : < 


n., - 


soit : 


Ç, 

AS 




A/, 


AS 


en désignant par AS la section de la lisse (y compris la tôle de revêtement 
mteressee), At,„ la moyenne des flux supplémentaires des panneaux adja¬ 
cents et la moyenne des cordes de ces panneaux. 

6.420 Contraintes de flexion supplémentaires. 

a) Paroü planes. — Supposons que les panneaux 1 et 2 qui intéressent 
la hsse AB (fig. 40) soient situés dans un même plan (plan de la figure). 
Lette lisse est alors soumise à une charge répartie ayant pour valeur par 
unité de longueur : 1 ’ 1 

P=f-U 

Cette charge engendre un flexion de la lisse dans le plan du panneau. 
hn assimilant cette lisse à une poutre continue sur appuis multiples, fournis 
par les couples, on trouve un moment fléchissant maximum, au niveau des 
couples (chap. XVIII, §4.44) 

1 m= v Ah !. 

12 

IVoù une contrainte maximum de 
flexion supplémentaire 



—---v\ 


G 

—- 


n..= 


m 

i 

v 


avec 


y 

Fia. 41. 


V-y 


= module d’inertie de la 


hsse ( + tôle intéressée) autour de l’axe 
xx' normal au revêtement (fig. 41). 

Notons que les charges p qui ne proviennent que de la différence entre 
les llux de cisaillement existant dans deux panneaux voisins sont générale¬ 
ment peu élevées. Les contraintes n s2 sont donc, le plus souvent, négli¬ 
geables dans le cas des parois planes. ° 

b) Parais galbées. — Dans le cas, plus fréquent, d’uno paroi galbée, les 
forces /, et. / 3 agissant de part et d’autre de la lisse considérée, se composent 
SU1 -Tx 1 j’ .i mc “Cations de la figure 42 a 1 en donnant une résultante cp par 
unité de longueur. Si l’angle Ay formé par les cordes des panneaux est relati¬ 
vement important et si les forces /, et / 2 ne sont pas très différentes, on peut 
admettre que cette résultante est orientée normalement à la paroi. 

On trouve alors comme expression pour cette résultante : 


■r=(fi+f 2 ) sin 




mnn’ 9” ? eut admcttre Que f 1 et f 2 sont orientées suivant les cordes de chaque 

PullllLdU JjIlSbc. 
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soit : 



PiG. 42. 


Nolona que, dans le cas de coques anguleuses, telles que celle repré¬ 
sentée mu la figure 42 b, la force <p s’exerçant sur la lisse située à l’au-le 

r:: /^ M T ,an ^ t,e Ÿ 1 un , e des . raisons P our lesquelles on Utilise alors 
(les pofihs (I angle possédant une lorte inerlie pour réaliser ces li^es 

Les forces réparties c P donnent lieu à des moments fléchissants : ’ " 

= au J 'dveau des couples, 


m 


AL 2 

’ = ^ ~2Â~ aU mllieu des Intervalles entre couples, 


d’où les contraintes supplémentaires (fig. 41 ) 


ou 


»* = Mi. 

i 


n S3 = 


V lu.Il 


(compression côté revêtement) 


(compression côté inférieur). 


U U 


6.43 Contraintes résultantes des parois. _ Les lisses sont soumises 

tn« ronltS' * ™T a es «manie, maxime obtenues en superposant 
Ignrs eontramtes generales n ou »' aux contraintes supplémentaires ci- 


OU 


n r =n+n s , + n s ., 
n' r =n' + n u +n 3 ^. 

Ces contraintes sont limitées supérieurement : 

n . 


• •• Villon t . 

— En compression : par les contraintes admissibles au flambage géné- 
suppléme2l) S - C ° mpte toni1 du flaTnba ê c ,ocal ct âe faction de la flexion 
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bn traction : par la contrainte n„ du matériau diminuée de l’affai¬ 
blissement des parois dû aux trous de rivets ou points de soudure 

Tén® on . vi . ent de remarquer que les valeurs maxima des contraintes 
cnuiront SI 1 / Ü ’*‘^ 6S su PP ,éme nta i res ne coïncident généralement pas. Ces 
on saU eue S ° nt ’ 6n ef ! et ’ ^utaires des flux de cisaillement. Or 

SSiîSiio ü e ,!f® 1 de flexi . on P ure sont nuis au niveau des contraintes normales 
Généralement wE ^ niveau de l’axe neutre. Comme les flux d e torsion sont, 
généralement, faibles, il arrive fréquemment que les contraintes supplémentaires 
n aient aucune influence pratique sur le dimensionnement des parois 2 

à riSmlt- P r! U Z 01 pourra v en Prmcipe, effectuer les premiers calculs destinés 
T » ei ? négllgeant le s contraintes supplémentaires. 

que g a PP hcatl0n numérique effectuée au paragraphe 7.1 concrétisera ces remar- 


6.5 CALCUL DES COUPLES. 

^, ( ?' 5 l'/, Kei r l lr,|llft préliminaire. — Nous nous bornerons, ci-dessous, à définir les 
(i cçiulibcs extérieurs des éléments transversaux (cadres ou couples) des 
fuselages-coques multi-hsses et à exposer leurs principes généraux de calcul 

lo rfh e »?n«Ç£i C «52 1 i' nU 2 lériqiieS , eff ® ct 9 ées aux Paragraphes 7.3 et 7.4 montreront 
an f f™tique de ces calculs et,, en particulier, les méthodes graphiques 

qui permettent une solution aisée de ces problèmes. 

Pour étudier les « étals d'équilibre » des couples, c’est-à-dire pour définir les 
it l CU f l 0nS ? U V S reçoivent > nous aurons à discriminer trois catégories de cou- 
« rotin}?? (, ;tu? Uple i c0l f rants ”« les « couples d'introduction de charges » et les 
situés a des changements de forme des structures ». Cette discrimination 
ne tiendia aucunement compte de la réalisation interne de ces éléments 
„ J-fs principes généraux de calcul des couples, c’est-à-dire ceux guidant le 
caicui de leurs contraintes sont, par contre, essentiellement influencés par leur 

Sts ocXtemé". ° “‘ ai " Si ,Ue nOU3 aUIOnS Ù diSlin B““ les <=™plcs P ™ver" 


6.51 Equilibre des couples courants. 

6.511 Définition. — Un couple courant est un couple non sollicité 
par une force concentrée importante et non situé à un changement de forme 
brutal de la structure auquel il appartient. Nous exposons, ci-dessous deux 
types de sollicitations distinctes permettant le calcul des couples courants. 

6.512 Sollicita lions provenant de la flexion générale dans une coque 
galbcc. — Considérons la coque multi-lisses de forme galbée, représentée 
ligure 43 a qui est soumise, par exemple, à une flexion verticale de momenl 
M ir remplaçons le galbe progressif dos parois par une succession de bri¬ 
sures au niveau de chaque couple courant, tel que AjB,, A a B s ... Le tronçon 
de lisse I ,1, est soumis en P 3 à un eflort F orienté suivant sa direction el 
ayant, sensiblement, pour valeur : 

F = _ M " z AS. 

h 

Par suite de l’angle de brisure formé par les tronçons P,P, et PP on 
obtient en P 2 une force /, dirigée perpendiculairement, à la paroi en ce point 
(force radiale, lig. 43 b) et dont la projection verticale a pour valeur : 

U = F tg A-/ 

en désignant par à« l’angle de brisure de la lisse mesuré en projection ver- 
, 0 ? s donnons la décomposition de forces analogue pour une lisse 
P situee dans la partie tendue. 

On voit que les composantes horizontales telles que /,, ou f\ s’équili- 


L — Cet affaiblissement est en général de l’ordre de 10 à 15 %. 
2 - Elles conditionnent, par contre, fréquemment, l’écartement 


entre couples. 



fuselages-coques 


OUI» 


celles qui s’exercent sur les lisses symétriques. Cet équilibu' 
travail interne du couple, mais ne demande aucune réaction 


brent avec 
engendre un 
extérieure. 




Fig. 43. 


Par contre, les composantes verticales, telles que /. ou s ajoutent 
entre elles et donnent lieu à une introduction d’effort tranchant vertical 

dans la coque : 

AT",=2 tg 

b; 

Il est aisé de constater que celte introduction d’effort correspond exac¬ 
tement à la différence entre les efforts tranchants correcteurs L 2 existant. 

départ et d’autre du couple A 2 B 2 (voir § 6.33). 

En d’autres termes, le couple « restitue ». au revêtement une part d ef¬ 
fort tranchant correcteur (ou réducteur) que les lisses ne peuvent plus trans¬ 
mettre avec leurs nouveaux angles de convergence. 11 en découle un accrois¬ 
sement A x, du flux de cisaillement de flexion verticale applique aux parois, 
dont la répartition est régie par les mêmes principes que celle du llux r u 
soit (voir § 6.413) : 


Ar 1 = 


AT- 


w„. 


Le couple est donc soumis à des réactions tangentielles égales et oppo¬ 
sées aux forces correspondant î\ Atj , . , , 

L’ensemble des forces radiales / (ou de leurs composantes /. et /J et jus 
réactions tangentielles forme un système en. équilibre extérieur ( tig. 4.3 b). 
On calcule le couple sous l'action fie ce système (voir Application nutum i- 
7.4). 


que 


Calcul pratique des sollicitations. — Si la coque présente une allure 
sensiblement homothétique, on peut admettre, d’une iaçon analogue à ce 
que nous avons exposé pour le calcul de l’eflort tranchant réduit (S 6.3.1), 
que l’on a la relation : 


tg A y.= Ig Az, - 


TT 


en désignant par 4c, Vangle total de brisure en projection verticale de la 
coque, au niveau du couple considéré de hauteur II • 

(Ai, = A *'. + A/, sur la figure 43 a). 


;oo 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX Cliaj). XXII 

On obtient alors, pour une lisse de cote 3, une composante verticale : 


, _ tg Aa. 

1 H !.. ** AS 


et une composante horizontale : 


u=u tg v 


en désignant par 0 l’angle formé par la normale à la paroi au point consi¬ 
déré avec l’axe de symétrie vertical Gz (fig. 43 b) \ L’introduction d’effort 
tranchant AT", a pour expression : 

AT".=5 t,= vy AS 

H I„ Zi 

soit. : 


AT" 2 =-|Mg Ai,. 


Remarques. — a) En flexion horizontale, il se produit un phénomène analogue. 
On envisagera alors les angles de brisure A/3 de chaque lisse, ou l’angle total dé 
brisure A/3, de la coque, ces angles étant évalués dans une projection 'horizontale 
(vue en plan). 

6) Nous avons représenté, sur la figure 43, un couple fermé, mais les mêmes 
considérations s’appliquent aux roupies ouverts. 

c) Ces sollicitations sont indépendantes du mode de travail du revêtement 
(stable ou instable). 

d) Ces sollicitations n’atteignent une importance notable que si la coque est 
fortement galbée ou si les couples sont très espacés. 

6.513 Sollicitations dues au plissement des parois. — Ces sollicita¬ 
tions découlent directement de l’équilibre d’un panneau plissé, exposé au 
paragraphe 6.424. 

Considérons le fragment de coque représenté ligure 44 a et supposons 
que, de part et d’autre du couple AB considéré, le revêtement soit plissé dans 
les panneaux 1, 2, 3, V, 2' et 3' où les flux supplémentaires 2 sont A-r,, 
et, les forces réparties appliquées aux bordures /,, /,... (notations analogues 
à celles du paragraphe 6.42). 

On néglige, généralement, les actions horizontales provenant des dif¬ 
férences (/, — f\), (/ 2 — qui tendraient à produire une flexion du cou¬ 
ple considéré normalement à son plan. Les couples ne sont, en effet, pas 
conçus, pour résister à ces charges qui sont, directement encaissées par les 
rigidités locales des bords des panneaux. 

Par contre, les couples fournissent les réactions d’appui aux lisses 
entraînées en flexion par les forces projetées verticalement sur la figure 44 a. 
On sait que cette flexion s’opère tangentiellement ou normalement aux 
parois selon qu’elles sont planes ou galbées (§ 5.426). 

Dans l’un ou l’autre cas, le type de sollicitation du couple AB est celui 
représenté par la figure 44 h :i . 

Il est, soumis à un système de forces égales cl opposées : (Q, et — Q,'i, 


1. — On peut se dispenser, en pratique, du calcul de ces composantes horizontales, 
si l’on adopte un procédé graphique pour le calcul du couple (Voir ci-après § 7.4). 

2. — Ces flux supplémentaires sont égaux aux différences entre les flux réels et 
critiques de chaque panneau (§ 6.42). 

3. — Il est inutile, dans le cas de coques galbées, de faire apparaître les actions 
radiales des lisses (forces cp de la figure 42). Le système envisagé est équivalent (voir 
fig. 44 c). 
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^Qj et — Q 2 )... provenant des actions des lisses bordant chaque panneau 
plissé. Ces forces ont sensiblement pour valeurs : 


soit : 




AL, + At\ AU) 
Q 2 = 1- (Ar 2 AL, + Ar ' 2 AL 2 )... 


En utilisant des notations analogues à celles adoptées au paragra¬ 
phe 6.426, on peut oncoro écrire, d’une façon générale : 


Q—Ar„, • AL„ 


en désignant par ; 

Ar m la moyenne arithmétique des « flux supplémentaires » agissant sur 
les deux panneaux adjacents à l’intervalle considéré, 

et par AL„, la moyenne des intervalles entre couples au niveau du couple 
calculé. 

On- voit, que ces forces forment un sijslème (jénéral nul ne nécessitant 
donc aucune réaction extérieure. 


! 
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Fie. 44. 


Elles engendrent, essentiellement, des compressions Q,, Ch>, Q a du cou¬ 
ple, mais également des moments fléchissants secondaires dus au décalage d 
entre les parois et la fibre neutre de ce couple (fig. 44 c). 

Notons que le calcul de ces efforts fait l’objet d’un calcul hyperstatique 
pour les couples fermés (voir Application numérique ci-après § 7.4). 

6.514 Remarques. —- a) Ainsi que nous l’avons déjà signalé (§ 6.11) les couples 
courants ont également pour but de fractionner les longueurs libres au flambage 
des parois comprimées. Les sollicitations correspondantes ne sont, pratiquement, 

pas chiffrables, . , „ , 

b) Les sollicitations étudiées ci-dessus montrent que le rôle d un couple cou¬ 

rant est essentiellement celui d'un conservateur de forme (maintien du galbe lon¬ 
gitudinal ou transversal de la coque). . , . x , 

c) Les autres catégories de couples étudiées ci-apres subissent egalement les 
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mêmes sollicitations, mais celles-ci sont, généralement, négligeables devant celles 
provenant des fonctions particulières à ces couples. 

6.52 Equilibre des couples d’introduction de charges. 

(5.521 Généralités. — Comme dans toute structure à parois minces, l’intro¬ 
duction des charges concentrées doit faire l’objet d’une attention particulière. 
Jruis les fuselages-coques, les charges transversales sont réparties sur les parois 
par les couples. 

(.est ainsi qu’il y a lieu de disposer des couples spéciaux au niveau (ou tout 
au moins à proximité immédiate) de chaque charge transversale concentrée 
importante {attaches voilure-fuselage ou empennages-fuselage cadres de hissage 
supports de réservoirs ou de train d-’atterrissage, etc...). 

6.522 Principe d’équilibre. — En supplément à leurs rôles do couples 
courants (remarque c) ci-dessus), les couples étudiés peuvent avoir à répar¬ 
tir sur le revêtement les charges transversales suivantes : 

accroissement d’effort tranchant vertical : AT* 

accroissement d’effort tranchant horizontal : AT», 

accroissement de moment de transport (ou de torsion) : AM' t (ou AM ( ). 

Ges accroissements sont d ailleurs mis en évidence par les diagrammes 
représentatifs des efforts généraux T., T„ ou M„ tracés le long de la coque, 
qui subissent des variations brusques de part et d’autre de ces couples. Nous 
insistons bien sur le fait que ce ne sont, que ces variations qui sont à consi¬ 
dérer pour le calcul des couples introducteurs de charges. A cos variations 
d’efforts généraux correspondent des variations At„ A.,, ou V, des flux de 
cisaillement r,, r 2 ou r 3 appliqués à ces parois. Ces variations sont donc 
réparties sur le pourtour de la coque, selon les mêmes lois que celles expo¬ 
sées pour les flux généraux. 

Les efforts langenliels correspondants, orientés dans le sens des réac¬ 
tions, équilibrent les charges à introduire. On obtient ainsi un système en 
équilibre extérieur comprenant des actions concentrées et des réactions 
réparties. Le calcul du couple considéré s’effectue sous L’action do ce système. 



Fig. 45. 


(i.52.3 Exemples. — Nous donnons, à titre d’exemples, trois figures d’équilibres 
relatives a des couples introducteurs de charges : 

Fig. 45 a : Couple ouvert sup-portant une charge P (donnant lieu à 
AT. = P). 

Fig. 45 b : Couple fermé recevant deux charges concentrées F appliquées 
au niveau du centre de référence O, d’où : AT„=2 F. 

Fig. 45 c : Couple fermé recevant deux composantes opposées F et — F 
distantes de d d’où : AM',=F(i. 
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0.53 Equilibre des couples situés à des changements de formes des 
coques. — Quand une coque change brutalement de forme (passage d une 
section fermée à une section ouverte, par exemple), la distribution théori¬ 
que des flux de cisaillement se trouve également modifiée brutalement. 

Il en résulte qu’un clément est necessaire pour assurer cette « trans¬ 
formation de flux ». C’est le rôle d'un couple convenablement disposé L 



Lu ligure 40 b schématise l’équilibre du couple AB situé au bord d une 
ouverture de grande dimension (lig. 40 a). Les sollicitations indiquées cor¬ 
respondent à une flexion verticale de la coque. On voit que le couple est 
soumis à un système d'actions réparties provenant du llux Xi sur la paitie 
fermée qui s’équilibre entièrement par un système de réactions reparties qui 
correspondent au llux x\ existant dans la partie ouverte. Dans les panneaux 
non interrompus, le couple est soumis a des forces tangentielles 

fi = ( r i 7 '\) Ai 

qui équilibrent les forces f 2 =r,M appliquées aux panneaux interrompus 

par l’ouverture. , . 

Le calcul du couple s’effectue sous l’action de ce système de charges 

tangenlielles en équilibre. 


6.54 Principes de calcul des couples. 


6.451 Généralités. — L’état d’équilibre extérieur d’un couple étant connu, 
il reste à déterminer les efforts internes supportés par chaque section droite de 
ce couple, afin de calculer les contraintes correspondantes. On voit que les solli¬ 
citations ci-dessus formant des systèmes plans, le couple est soumis a u ne. flexion 
dans son plan (effort tranchant T, moment fléchissant M) accompagnée d cffor.s 
normaux N. Nous donnerons, aux paragraphes 7.3 ei 7.4 des méthodes graphiques 
permettant la détermination rapide de ces efforts. 


6.542 Efforts tamjcntich. — Chaque panneau fie revêtement de lar- 
cr 0 ii r M (distance entré lisses) constitue une âme mince dont nous savons 
déterminer la grandeur et la position do la résultante des cisaillement corres¬ 
pondant au flux à considérer pour le calcul du couple (cliap. AM, § *• M- 


1 — En fait, la transformation de flux ne peut s’opérer brutalement quand des 
éléments longitudinaux se trouvent interrompus par une ouverture. L’équilibre décrit 
ci-dessous constitue donc un cas de calcul désavantageux pour le couple. 
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Notons cependant, qu’étant donné le faible galbe de chaque panneau il 
affissfnt eia - eme t n i t ’ SUtf r a '," ,radmettre fl ue ces résultantes q de cisaillement, 

rif rT s dT"„Tes rnVn°;?;' e t Ce P ai J! 1 < j™ '• Les distances Ai servant au cS 
I r nn (ou efforts langea üels) sont les cordes de chaque panneau 

(et non leurs longueurs développées). - v 

6.543 Symétrie. — Les couples constituent, en général des arcs 

graphe^5 42 r ymétrigU A ’ Nous . savons (chapitre XVIII, para-’ 

étaTs de s 4 nllirî»!r } q . aurn donc tou J° urs intérêt à discriminer les 

états de sollicitations symétriques et anhsymétriques. Les premiers sont 

et*à ta torsioiiHpettc' rp le ^ Va ?‘ Ga) ct ,os autres à la flexion horizontale 
dès leIn i C n discrimination se trouvera donc, pratiquement, opérée 

6.544 Couples ouverts. 

a) Couples ouverts simples. — Seuls les couples ouverts simples (sans 

f g \ 47 constituent des systèmes isostatiques purs où le 

t ! i dans ane , sectl 1 0n quelconque S s’opère sans difficulté par 

PnT p pX olr tran f port de ®,chargea appliquées (et réactions) comprises 
entie c&tte section et une extrémité libre A ou A' ; 



Chsyes Cjuplroncjues 


Système Symétrique 
ff/pxion i/prtirp/p.J 

Fig. 47. 


Système symétrique- 
/é'/pK/on vert/cé)/p ) 


Système dntisym 1 7 r. 
^torsion» fiction ) 


b et 47 c). — Les branches 


b) Couples ouverts avec une traverse (fig. 47 b 
libres AC et A'C' sont évidemment isostatiques. La partie CDC' est influencée 
par les réactions hyperslatiques de la traverse. 

Sj_ cette traverse peut être considérée comme articulée en C et C' 
(fig. 47 b ) elle introduit une inconnue Y (poussée) dans les cas de charges 
symétriques (-Y = 0 dans les cas antisymétriques d’où problème entièrement 
isostatique). 

Si la traverse est encastre,e en C et C', nous savons que sa section cen¬ 
trale est, soumise aux- efforts de liaison X et Y dans les cas symétriques et Z 
dans les cas antisymétriques (fig. 47 c). 

6.545 Couples fermés. — Ils constituent toujours des systèmes hyper- 
statiques. Les « sections de coupure » devront être effectuées h l’aplomb 


t “ Sauf cependant quand ces panneaux sont trop grands ou trop galbés (voir 
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de l’axe de symétrie pour, chaque élément dont il est nécessaire d inter¬ 
rompre la continuité pour obtenir un arc isostatique. 

IS'ous avons déjà donné au chapitre XVIII, paragraphe 6.3, quelques 
figures de mise en équilibre général de ces couples. La figure 48 schématise 
également quelques cas particuliers. Voir également les applications numé¬ 
riques données aux paragraphes 7.3 et 7.4 ci-après. 


Anti sutn étriqué 
'exion hariionta/e J 


Symétrique 
'ex ’on vèrt'C& 


uymecnque 
( flexion verticale.) 


6.346 Sections résistantes. — Quand les couples sont liés au revê¬ 
tement on pourra toujours tenir compte, dans leurs sections résistantes 
d’une certaine fraction de revêtement intéressée.’On prendra, par exemple 
une « double largeur équivalente » égale à 30 e (fig. 49). 

Section résistante r Section résistante 


Signalons également que des essais effectués sur des éléments de cons¬ 
truction du type de la ligure 49 oui montré que l’on pouvait, ou niveau des 
encoches pratiquées pour le passage des lisses, compter sur une « section 
résistante » telle que celle représentée par la coupe cd. (La bande de tôle 
équivalente est suffisamment stabilisée par la lisse pour rester efficace au 
niveau de l'encoche.) Les inerties nécessaires aux calculs hyperstatiques 
doivent être évaluées avec la section courante (section ab). 

6.6 INTRODUCTION DES CHARGES LONGITUDINALES DANS LES 
COQUES. 

6.61 Généralités. — Nous venons de voir ci-dessus que l’introduction 
des charges transversales (efforts tranchants et moments de torsion) dans 
une coque constitue un problème très accessible an calcul, puisqu’il se 
réduit au dimensionnement de couples introducteurs de charges travaillant 
dans leurs plans. 

On devra donc toujours s’efforcer de réaliser sous celte forme les diffé¬ 
rentes introductions importantes de charges concentrées. C’est ainsi que 


P. Vallât. — Résistance des Matériaux. 


45 
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pour .'transmettre à un fuselage la torsion d’un caisson d’ailo (qui engendre 
une introduction de flexion AM„ dans le fuselage) on aura intérêt à réaliser 
des attaches transformant cotte torsion en deux composantes transversales: 

0~jyj //, ,im 50 % ^ plutôt ' < î uen deux composantes longitudinales: 


r 




-F 




Fig. 50. 


11 existe cependant des cas où cette réalisation est impossible. 11 est, 
au surplus, nécessaire d’introduire des efforts longitudinaux purs tels que 
les charges normales N (efforts de traînée par exemple). 

6.62 Principe. — L’introduction d’une telle charge importante cons¬ 
titue un problème délicat. On «accroche», généralement,. cette charge à 
un élément longitudinal fort AA (lig. SI) et l’on admet que cet, élément 
se déleste dans le revêtement d’une façon progressive sur une certaine 
longueur l appelée « longueur d'amortissement ». 

6.03 Cas particulier. — La figure 51 représente le cas simple d’une 
charge N appliquée suivant le plan de symétrie de la structure. Elle donne 

lieu à un flux longitudinal ; r A =— de part et d’autre de AA'. Elle engendre 

également un moment fléchissant : 

M„=N h. 

En supposant que la répartition de cette flexion se fait suivant la loi 
ideale dans ha section A'B' on peut calculer les flux de cisaillement agissant 
sur chaque génératrice PP' de la coque dans l’intervalle 7. 



On élément AS de la section A'B', situé à une distance s de GV reçoit, 
en eiiet, une réaction normale 

/=J*! l z as 
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soit : 


/=^AW r 


Le flux longitudinal s’exerçant le long de PP' vaul donc : 


v p f N 

r =^-\t = TT 


N/l 


l I u 


W„ 


(notation admise ci-dessus au sujet de W„= T] a aW »)> 
soit : 




r- ; \~rr4- 

Par réciprocité, il existe un flux transversal égal dans chaque section 
droite de l’intervalle l. 

On obtient ainsi l allure générale représentée par la figure ôl 0 (deux 
points nuis en P et K par demi-section). Ce llux forme un système general 
en équilibre (résultante nulle) pour chaque section droite. 

Les couples terminaux AB et À'B’ se calculent sous 1 action des loi ces 
tangentiollos correspondantes *. 

La contrainte normale en P' a pour valeur : 


»- N -- M «- * 
S I u 


soit : 


n = N (- 1 

+ A- 3 

l S 

1 » • ) 


7. APPLICATIONS NUMERIQUES 
CONCERNANT LE CALCUL DES FUSELAGES COQUES 

7.0 GENERALITES. 

Ainsi que nous l’avons déjà signalé ci-dessus, le but essentiel ( J.^ ap P ( ' l ^p lor l? 
exposées ci-après, est de faciliter la conduite matérielle des calculs d une jjque en 
faisant ressortir quelques dispositions pratiques de ces calculs en « tableaux- 

lVP Nous avons également fait emploi de vérifications ou de constructions graphi¬ 
ques, d'une utilisation particulièrement aisée dans les bureaux d études 

Nous donnons quatre applications différentes : deux calculs de sections (ou 
parois) et deux calculs de couples, groupées en six planches (annexées en tm de 

Ces^applications concernent des structures présentant un seul axe de symétrie 

^ Nous verrons, au paragraphe suivant, que des calculs entièrement, algébiiques 
peuvent être entrepris dans le cas particulier de sections circulaires. 

7.1 CALCUL D’UNE SECTION FERMEE D’UN FUSELAGE-COQUE MULTI- 
L1SSES. 

Cette application est effectuée Planches 46 A et 46 B. 

Elle concerne le calcul complet des parois d'une coque au niveau de la section 
considérée, c'est-à-dire la recherche des contraintes dues aux efforts généraux et 
des contraintes supplémentaires dues au travail des parois en plissement diagonal. 


y — Dans l’ensemble de la structure, ces couples s’assimilent à des « couples de 
changement, de forme » 
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Les méthodes et notations utilisées sont conformes à celles exposées aux 
paragraphes 6.2 à 6.4. 

Nous avons, en particulier, adopté la 'méthode 2, exposée au paragraphe 6.23, 
en ce qui concerne la participation des tôles de revêtement à la transmission des 
efforts normaux en flexion verticale 1 et les hypothèses simplificatrices exposées 
au paragraphe 6.422 pour déterminer les panneaux soumis au plissement diagonal. 

La planche 46 A groupe le calcul des paramètres de résistance de la section, 
c'est-à-dire des grandeurs indépendantes des charges appliquées. Ce calcul est 
conduit sous la forme de détermination de flux de cisaillement dus à des efforts 
tranchants réduits unitaires (T„) u et (T',), égaux à 1000 kg et appliqués au point 
de référence O et selon les sens des efforts réels considérés par la suite 
(Planche 46 B). 

Noter les vérifications graphiques concernant la grandeur des résultantes de 
cisaillement (tracés opérés pour la paroi côté gauche seulement). Noter également 
là vérification de moment opérée dans la colonne 14 du tableau 2 (flux de flexion 
avec torsion dû à (T' y ) u appliqué en O). 

La Planche 46 B donne le calcul des contraintes des éléments longitudinaux 
(lisses et revêtement) au niveau de la section considérée, sous l’action des efforts 
indiqués a . 

Les contraintes n et t dues aux efforts généraux sont calculées, dans le 
tableau 4, pour toutes les lisses el tous les panneaux. 

Les conlravntes supplémentaires et les contraintes résultantes ne sont déter¬ 
minées (tableau 5) que pour les lisses bordant les panneaux plissés (condition 
t>t„: tableau 4, colonnes 13 et 14, et tableau 3, colonne 7). 

Remarques. 

a) Influence des contraintes supplémentaires. — La comparaison des résultats 
trouvés, planche 46 B, dans les colonnes 5 et 6 du tableau 4, d’une part, et dans 
les colonnes 7, 11 et 12 du tableau 5, d’autre part, montre que les contraintes 
supplémentaires des lisses (dues au plissement du revêtement) sont faibles, vis-à- 
vis de celles dues aux efforts généraux. On voit également que les maxima de 
ces deux critères de contraintes ne se superposent pas 3 . 

En définitive, dans l’exemple considéré, les lisses sont entièrement dimen¬ 
sionnées par les contraintes n dues aux efforts généraux seuls puisque les con¬ 
traintes normales maxima sont finalement atteintes pour des lisses ne subissant 
pas de sollicitations supplémentaires (panneaux adjacents stables en cisaillement 
pur), soit : 

en compression : lisse 0' (côté D) où n. =22,43 kg/mm? (colonne 6, 
tableau 4), 

en traction : lisse 2 (côté G) où n=—15,51 kg/mm 2 (colonne 5, 
tableau 4). 

Remarquons, toutefois, que ce résultat ne saurait être généralisé à priori, 
car les contraintes supplémentaires augmenteraient rapidement avec un accrois¬ 
sement de la distance AL entre couples ‘ ou une diminution de l’inertie propre 
des lisses. 


b) Comparaison entre les méthodes 1 et 2 (§§ 6.22 et 6.23). — La méthode 1 
(tout le revêtement, supposé plissé), qui n’a été envisagée ici qu’à titre de première 
approximation pour situer l’axe neutre en flexion verticale (colonnes 3 et 4, 
tableau 1, planche 46 A), aurait conduit à un moment d’inertie en flexion verticale : 


r,=S (z 0 —dj) 2 AS J =2 (z 0 —55,3) 2 AS,= 57786 cm 1 
(au lieu de 77628 cm 4 par la méthode 2) et, à des modules d’inertie : 

lisse 1 : 57786 -L 1 ?’ =856 • 10 3 mm 3 ; lisse 12 : . J ff- 766 =1068 • 10 3 mm 3 . 


1188—553 


553—12 


1. — En flexion horizontale nous avons adopté la méthode 1 pour conserver 
l'avantage de la symétrie de la structure. 

2. — Ces efforts correspondent au « coefficient de calcul .à la rupture » de la 
structure. 

3. — Nous avions déjà signalé ce dernier point au paragraphe 6.43. 

4. — Cet accroissement aurait également pour effet de diminuer les contraintes 
admissibles on compression, par suite du flambage général des parois entre couples. 
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Les contraintes maxima en flexion verticale (moment M„) auraient donc eu pour 
valeur : 

en traction (lisse 1) :—=—î26,9 kg/nim , 

en compression (lisse 12) : 5=21,6 

Par la méthode 2 nous avons obtenu, pour ces mêmes lisses (colonne 2, 
tableau 4) : 

lisse 1 : n 1 = —15,42 kg/mm 2 ; lisse 12 : 19,39 kg/mm 2 . 

Les écarts relatifs entre les deux méthodes sont donc : 

Pour les contraintes maxima de traction : 

100 26,9-15J2 =74,3%. 

15,42 

Pour les contraintes maxima de compression : 

100 _21,6 19JÜL =U,4%. 

19,39 * 

Le fait de ne considérer que la méthode 1 conduirait donc à des résultats 
désavantageux, principalement pour les parties tendues. 

c) Justification de la méthode 2. - Cette méthode n’est valable que ç les 
panneaux où toute la tôle a été comptée en traction (zone * 1 — 4 pl. * ) 

où la contrainte de cisaillement (instabilisatrice) est maximum et la contrainte de 
traction (stabilisatrice) est minimum pour cette zone. 

On a, pour ce panneau : 

contrainte de cisaillement (uniforme) : t =3,34 kg/mm 2 (col. 14. tab. ^ 
contraintes de traction : lisse 3 : -8,04 kg/mm 2 , lisse 4 . -3,32 kg/mm 
(col 6, tabl. 4). 

La moyenne de ces dernières contraintes est 

n t — —0,5 (8,04+3,32) = 5,68 kg/mm 2 . 

Nous supposerons que le panneau est soumis à une contrainte de traction 

U " lf L™ e c5rS pur <„ du panneau vaut (planche 46 B, 

tableau 3, colonne 7) : 

< 0 = 1,85 kg/mm 2 . • 

La contrainte critique de compression pure n cn est: données par- l’abaque de 
de la planche 38 avec R=790 mm (tableau 3, colonne 4) et e_1,25, d où 


n ca = 2,2 kg/mm 2 . 


On a donc 


J_ = M l =1.805 et 
1,85 


n t 

net 


5,68 

2,2 


=—2,58. 


T ’abaoue n» 1 de la planche 42, donnant les conditions de stabilité sous 
sollicitations combinées des plaques cylindriques (courbe 2) ir {P Tltr ® ^uele 
représentatif des valeurs ci-dessus est situé à l’intérieur de 1 espace limité pa 

“"iTpïmsau considéré est donc stalle et la méthode 2 utilisée est justifiée 
(elle se trouve même être défavorable). 

7.2 CALCUL D’UNE SECTION OUVERTE D’UN FUSELAGE-COQUE MTTLTI- 
LISSES. 

Cette application, effectuée Planche 47, concerne une section d_e fuselage-coque 
située à l'extrémité d’une partie ouverte symétrique de longueur importante. 
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. , ^ ous nous sommes limités à, un cas de calcul sous charges transversale t 

S S P t S ^ -n er ii Ca] - pa i exe [ n P le) pui engendrent une flexion hori¬ 

zontale et un état de torsion-flexion dans la partie ouverte (voir § 4 . 1 ). 

nneQVpllPo r r?rLn^o , T,?°. Ur i Ur i, Ca - 1CUl con ?P let > de superposer aux contraintes obte- 
des narnfc? ÏÏS, de '* flexion ver ^cale et du travail en plissement diagonal 
rlSuinTrtcédemè. 0 corres P onda ” ts s™* blogues 4 ceux effectués dans 

miP u US ,SL S w PP ° 3 ^ que l a parüe ouverte était sensiblement cylindrique et 
éS ï se V* nCas V:? ments extrêmes sur les parties fermées étaient 
8 4 1^3 sec tion dite « libre » se trouve ainsi au milieu de l’ouverture 

(a 4.15), soit a une distance a:=0,9 in de la section considérée. 

£ 6au de ‘l alc , ul 1 donne la détermination des caractéristiques de résis- 
S U n X vS C n 3 e , 1 tabIe ? u 2 le calcul (le s contraintes des lisses et du 
îïîfnfl « 0 t z que , ^ tran smission de la torsion M t donne lieu à des con- 
tiaintes normales n 3 relativement importantes. 

des ïéïïfltflb?^ 3 îrn X vérifications graphiques concernant les grandeurs 

în ^ X! (Elles doivent etre égalés à T„ en llexion pure et à zéro 

J"P?Ci£i US avons ’ également, effectué deux vérifications de moments 
dnU ieI1 ^ S par ra PI JOrt à c -=- En flexion pure (colonne 26) ce moment 

trouve bieS vérifîé 611 °* PUX ’ e (ColoJine ^ ü doit êlre é & al a Mt, ce qui se 


Remarques. 

a) Position des résultantes des flux agissant sur chaque panneau — Poui 
satisfaire exactement, aux vérifications mentionnées ci- 
dessus, nous avons dû déterminer avec précision la cons¬ 
tante de torsion-flexion C, en faisant apparaître les posi¬ 
tions réelles des résultantes de flux agissant sur chaque 
panneau . Chaque panneau constituant une âme mince 
galbee a sa résultante f décalée d'une quantité : 

(Voir fig. 52 et chap. XXI, §§ 1.4 et 6.). 



8 = 


2 A il 


A/, 


On substitue ainsi au contour réel du revêtement le 
polygone résistant, tracé sur la planche 47. 

Dans toutes les autres applications, nous nous som- 
mes contentes de situer f sur la corde ah, ce qui est, en 
général, suffisant (voir ci-dessus, § 6.542). 

b) Angle de torsion de la partie ouverte. — La partie 
ouverte comprenant deux « parties libres » de longueur 
1=900 mm, y angle de torsion relatif de ses encastrements 
extrêmes est donné par (voir § 4.17). 


6=2 0 o = 


2 M t 


soit avec E = 7000 kg/mm 2 (AU4G) 

2 • 2780 • 10 3 


0 = 


7000 • 30,282 10 12 


EC 


=0,0191 rad=l°6'. 


c) Comparaison de rigidité en torsion avec une coque fermée 
Supposons qu une paroi mince d’épaisseur e = l,25 (identique à celle du revê- 
oTu LnfZdT^e 1 ; 8868 f b H° rdure 1 !■ On obtiUS en ad^üantque 

i°e m^entTior^Z purent %£ïW, & ^ ferm6e ’ que 

6 '= 2 l (chaD. XIII, S 4.2) 

UJ 


avec 


402 

J= "a l SOit avect -= aire des corps creux=536000 mm 2 


1 • Contrairement à l’approximation généralement admise (voir § 6.542). 
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et 


V A? - 


272 0 

1,25 


- =2180 


d’où un angle de torsion 


J =528 • 10® min 4 


0 '= _1 000 ‘ 10 3 _1800=0,00122 rad=0°4'. 

2800 • 528 • 10° 

Ce calcul fait ressortir la faible rigidité relative en torsion des parties ouver¬ 
tes : défaut déjà signalé à plusieurs reprises . 

7.3 CALCUL D’UN COUPLE D’INTRODUCTION DE CHARGES, DANS UN 
FUSELAGE-COQUE MULTI-LISSES. 

Ce calcul effectué planches 48 A et 48 B concerneun coupleatoé£' 
immédiate de la section'fermée étudiée au paragiaphe 7.1 (1 lancnes 

46 B) - 

F a r e S j— ItJ'TlZZ h v C 

vertical • AT.=10000 kg dans la coque. Le couple constitue noue 

lïm Nor^re S nvr g f7or e S êc t io n e droites du demi-couple gauche, passant 
chacune par une Lisse de la section de la coque. . sections 

^ eXi N^>tons C que 1 lés t intervalks C ^,^sont les distances curvüignes, comptées sur la 
fibré^Jmoyenne 6 du 3 couple % séparant deux sections droites consécutives. 

1 Fnuililire du couple. — L’introduction .de AT- donne lieu à une- variation 

St fitw “ 

2s JS =a 

du tableau i, planche 46 A. 

7 33 Dynamise des forces extérieures (actions et .réactions) - " 

P dfïrmieVV4rr ( ?-eSMVa^ e , q y compris le 
demi-couple côté droit, se refermerait au point 1). 

7 34 Calcul des efforts internes agissant sur le couple. 

.JR 


planclm46>. ^ moy(îniie du couple se détermine d’après les positions des c. de g. 
fîhanue section droite travaillante (voir schéma pl. 48 a). 
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* daDS lû “ Section de cou Pure » à deu, inconnues 
un moment fléchissant : X ) 

un effort normal ; Y J Voir sens arbitraires adoptés 
d'où l’expresssion du moment MchW M dans une section droite courante : 
avec : M=m + X + «Y 

ment'îuÎTe 1 tocé du’cfuple^On uüîise^our^laŸ 8 S ° nt déte ™ lQé8 «raphiçue- 

résultante R passe par le point deconcïurs sl ”Y^ nte • Chaque 

nouvelle force appliquée. 7 ' nc - 0uis de la résultante précédente et de la 

do R?ave^taTo™ "ang"S “ San^suYlf n‘ PMSer Ef '* P ° int de 
tante R, doit être paSf M el 11116 ««* rtsul - 

rdsuttatsI^&ïcŒ A d «‘ >» 


m=R d 


(colonne 9). 


t/h>3 Détermination des inconnues Y »/ y i ,. .. , 

s écrivent (chap. XVJTT, § 2.553) ; • 0 ' • Les épations donnant X et 


1 ,)\] 


2 E SX 

l au 

2 E ,)Y 


m 


AL 

I 

Al, 


+x y 


AL 

i 




^-0 


= 2 m * 1 l+ï S-t , -+ î 2“ 


-AL = o. 

T 


foncüonT ^ V : ,e r CûlC “ ,éeS * C0l0nnes 9 à 12 > on construit, par points, en 
fonction de _ por té en abscisses (colonne 4) les courbe, représentatives des 

diverses fonctions figurant sous les signes S ci-dessus 

Ces courbes sont données planche 48 B, pour un demi-couple 


d’où l’on tire 


525,5+1.952 X + 0,922 Y = 0 
982 +0,922 X +0,7645 Y=0 


Y =—710 kg (traction section 1), 
X=66,5 mkg (moment section 1). 


7.434 M orne n fs 
calculés colonne 13. 
On obtient : 


fléchissants. — Les moments de liaison : aY= 


=—710 sont 


M=77i+xY+X (colonne 15). 

normaux N et les efforts tranchants T, consignés colonnes IG et 17 eff ° TtS 


1 — ^ous avons assimilé les 


axes de cisaillement des panneaux à leurs cordes. 
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7.340 courbes représentatives. - Elles sont tracées planche «I B 1 en portant 

en abscisses le développement de la fibre XÆS'P' Stf 
discontinuités au niveau de la section 7 du s a sections 4 et G 

ment que T ne s’annule pas à l’aplomb du maximum de M entie sections 

(voir explication chap. IX, § 2.12). 

7 35 Calcul des contraintes. - Les caractéristiques de 
droites, déduites du schéma du couple et de la courbe des moments d inertie, 

« 4 “g?£J 'rS^Tier^!:^ -nt données colonnes 22 à 26 et 

h 7> " atcn,ent au - 
dessous du point théorique d introduction de 1 efioit 1. 

7 36 Remarques. - Pour compléter le calcul du couple, il resterait à étudier : 

«huj s;s t » 

leS ( lTnc 3 as et ae a =alcul R» anîiljméW®» : introduction d'un 

Calcul ne comporterait du’une inconnue hyperstatique : 

l’effort tranchant Z dans la section de coupure (chap. X\ III, b b. ). 

7.4 CALCUL D’UN COUPLE COURANT D’UN FUSELAGE-COQUE MULTI- 
LISSES. f . , 

Ce calcul, cfiectué Planche «, concerto % ™ '‘gÆ CMueXmée^éÏÏiée 

S£S£B SSSBswam - “ ™ 

7 41 Données. — Couple d'inertie constante, réalisé en tôle emboutie, non 

ticale de la coque, (efforts T* et M„ envisagés planche 4b B). 

7 42 Calcul des sollicitations extérieures. - Leur ensemble forme un système 
de charges symétriques comprenant (Voir § 6.51) : 

,.421 SoUieUati™ dues au ~ **“ °™“ 

fe syiSSlïÆSl v & tZ* L" 5 « ca,oulées 

colonne 3 selon la méthode simplifiée exposée au paragraphe 6.. 

, M„ tg A a, r2 A e 23 • 1 0 6 _0,04075_ ga A S 2 =1,0062 z 2 AS* • 10- n (en kg). 

H-f“ Z 1200 ' 77628 

Les termes ; 2 AS 2 relatifs à chaque lisse (colonne 2) sont directement extraits 
de On trouvttm e intSclion^effort tranchant vertical : 

AT" 2 =2 S U - 781 k &- • 

' * “• 1) ' SOi ‘ : = _o,781 A. 

’ 1000 

se refermeraient en V, compte tenu du demi-couple droit). 

'/ “ l _• En réTlïté, ces variations sont réparties sur une certaine distance par les 
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7.422 Sollicitations dues au plissement des parois. — La détermination des 
panneaux plissés se fait planche 46 B, en comparant les flux r, (col. S. tab. 4) aux 
flux critiques r 0 (col. 8, tab. 3) d’où les flux supplémentaires rAj et les forces 
Q=Ar,. AL, indiqués colonnes 8 et 9, planche 49 pour ces panneaux plissés en 
cisaillement pur (traclion diagonale). 

7.43 Calcul des efforts internes agissant sur le couple. 

7.431 Principe. —• Le système symétrique et symétriquement chargé est rendu 
isostatique par une coupure fictive suivant la section (1). Le principe général 
de calcul est identique à celui développé au paragraphe 7.3. Cependant, le couple 
étant d’inertie constante nous avons adopté, pour le calcul des inconnues hyper- 
statiques X èt Y, une méthode entièrement numérique, en procédant par addi¬ 
tion de produits partiels dans un tableau (au lieu de procéder par planimétrages 
de surfaces). 

7.432 Calcul du moment m. — Nous avons séparé le moment ra, dû aux 
actions provenant du galbe seul et les moments complémentaires dus aux forces Q. 

Le moment m 1 est calculé selon le principe ci-dessous (différent de celui utilisé 
planche 48 A) 1 : 

Le dynamique permet de faire apparaître pour chaque section la grandeur 
et la direction de la force F agissant au c. de g. de cette section (couple coupé). 
Considérons une section droite de rang i. Le moment m, agissant en cette section 
a pour expression (fig. 53) : 

WF(7B 1 )h+(F)h d+r, 8 

(en admettant que les résultantes de cisaille¬ 
ment des panneaux soient confondues avec leurs 
cordes). 

On calcule ainsi de proche en proche 
(colonnes 10 à 15) le moment m, à l’aplomb 
de chaque section 2 . 

Le moment m. a pour expression : 

(m), = (m 1 ),+ Q 8'. 

Selon que l’on considère la force Q s’exer¬ 
çant dans l’intervalle 

(i-l)-(i) ou (i)-(i+l), 

on trouve deux valeurs de Q, respectivement 
valables immédiatement avant ou après la sec¬ 
tion (i) considérée (Voir colonnes 17, 18 et 
21 , 22 ). 

7.433 Détermination des inconnues X et 
Y. — Pour effectuer l’intégration par tranches 
nous avons déterminé, colonne 19, les valeurs 
de m 1 moyen auxquelles on ajoute les valeurs 
QS' (colonne 18) pour trouver les valeurs m,„ 
du moment s’exerçant au milieu de chaque 
intervalle entre sections droites. 

Les termes nécessaires au calcul hyper- 
statique sont déterminés colonnes 24 à 29. 
Notons que a,=bras de levier de Y par rap¬ 
port au milieu d’un intervalle et que Al, = longueur de la fibre moyenne déve¬ 
loppée dans l’intervalle. 

On obtient finalement les équations et les valeurs de X et Y indiquées plan¬ 
che 49. 


1. — Les résultantes partielles R seraient, en effet, rejetées à de grandes distances 
pour les sections inférieures. 

2. — Nous avons fait apparaître, sur le dynamique, la plus grande des deux résul¬ 
tantes F s’exerçant immédiatement avant ou après la section (introduction des forces 
radiales f). Le moment ne change pas de valeur pour l’une ou l’autre résultante. 


/ • 
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7.434 Efforts réels. — Les moments de liaison a Y sont déterminés au niveau 
de chaque section, d’où : 

M=7R+X+ aY (colonnes 33 et 34). 

T es efforts tranchants T. se déterminent d’une fa^on analogue à celle exposée 
au paragraphe 7^445 en faisant apparaître l’origine réelle O du dynamique. Aux 
efforts normauif déterminés d’après ce dynamique, il convient d’ajouter les 
forces Q pour les sections comprises au niveau de panneaux plissés (sections t à 7). 

7.44 Contraintes. — Les caractéristiques de résistance du couple et ses con¬ 
traintes maxima, atteintes dans la section 6, s.ont données planche 4J. 


8. CAS PARTICULIER DE FUSELAGESCOQUES 
DE SECTIONS CIRCULAIRES 

8.0 GÉNÉRALITÉS. 

Il existe de nombreux avions possédant des fuselages-coques dont les sec- 
lions droites sont de forme circulaire. Nous verrons, d’ailleurs, au pa-ragrapm 
suivant, que cette forme de sections présente des avantages 
la réalisation des fuselages étanches a l air (appareils dits 

Tl est Dossible moyennant les conditions constructives exposees ci-dessous, 
d’établir, pour cettefonne particulière de section, .des expressions algébriques 
dont l’utilisation dispense des calculs' « point par point » effectués dans les app 

Catl Nous'nou^Umiterons à exposer les résultats (formules algébriques) auxquels 
on est conduit. Nous distinguerons cependant deux cas s apparentant aux deux 
méthodes de calcul exposées ci-dessus au paragraphe b.2. 

8.1 CONDITIONS D’APPLICATION. NOTATIONS GÉNÉRALES. 

Les résultats ci-après concernent des sections de forme circulaire pos¬ 
sédant une paroi de revêtement d’épaisseur constante et de nombreuses 
lisses de même section et d’espacement constant , 

Nous désignerons, dans chaque section considérée par : 

R le rayon de la section, 

e l’épaisseur du revêtement, , . . . , 

AS la seGtion d’une lisse (lisse seule sans largeurs équivalentes de 
revêtement), , ... A , 2n-R 

Al l’intervalle (curviligne) entre deux lisses consecutives 


A t = 


JN 


avec N=nombre de lisses de la section. 


Le centre O de chaque section constitue donc un centre de symétrie 
polaire de la structure. Il s’en suit que les expressions ci-après sont valables 
quel que soit le sens de flexion considéré (orientation quelconque des eiioits 
tranchants). Nous les supposerons, par exemple, verticaux. 

Le grand nombre des lisses autorise à substituer a la section réelle 
(revêtement + lisses) une section équivalente correspondant a une coquille 
théorique (sans lisses) d’épaisseur fictive convenable. Les deux cas envi¬ 
sagés ci-après diffèrent entre eux de par l’expression ou la variation de 
cette épaisseur fictive le long du contour d’une meme section. 

8.2 PREMIER CAS : COQUE CIRCULAIRE THÉORIQUE D’ÉPAISSEUR 
CONSTANTE. 

8 21 Conditions. — En dehors d’une coque théorique proprement 
dite, ce cas s’applique à la section définie ci-dessus, dans les deux conditions 
particulières suivantes : 


1 — On peut également établir des expressions algébriques pour des sections de 
forme elliptique régulière, mais, outre que ces sections sont rares, les formules coi ré¬ 
pondantes sont de forme complexe et leur utilisation devient, en fait, plus laborieuse 
nue les calculs points par points. 
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a) Le revêtement reste entièrement stable sur le pourtour de la section 
(revêtement très épais ou efforts faibles), voir figure 54 a L 

b) On admet pour le calcul (en première approximation) la première 
méthode définie au paragraphe 6.22. On suppose donc que le revêtement ne 
participe à la transmission des contraintes normales de flexion, que sous 
forme de largeurs équivalentes identiques pour les lisses comprimées ou 
tendues (fig. 54 b). 



Il 


Fig. o4. 

8.22 Caractéristiques de résistance. — Dans l’une ou l’autre hypo¬ 
thèse, désignons par 2 c la largeur de revêtement intéressée par une lisse 1 2 . 

L’épaisseur fictive de la coque théorique équivalente (sections des lisses 
supposées réparties, figure 54 c) est donc : 

AS+2 c e 
8 Al * 

Le moment d’inertie de flexion (autour d’un diamètre quelconque) a 
pour expression (voir Planche 2) : 

T = rR 2 e'. 

8.23 Expressions des contraintes de flexion. — Soient T' l’effort 
tranchant réduit appliqué à la section (orientation quelconque) et M le 
moment fléchissant correspondant (vecteur normal à T'). 

Envisageons un point P quelconque du contour, défini par l’angle 5,0 
(fig. 54 c). Ôn obtient en ce point : 

Contrainte normale de flexion : 


n = cos 0. 

rrRV 


Flux de cisaillement : 


T' 

r= sm e. 

‘ -R 


Contrainte de cisaillement (revêtement réel seul) : 

t= — = —TL sin 0. 



1. — Cette condition est très rare, en pratique. 

2. — Dans la condition o) on a : 2c=Al. 






























fibre mo iienne 
du c ouple. 


Revêtement j 


Variation de 


Couples d'introductionde chargesdens des cogu es circulaires (eetl = constantes) 


h) Introduction d’une force tengentiel/e $ 


n , ir. 11,5sin 9 - (fi- e)(t- cos 0)1 

271 - -J 

/y = A- I (2F- - 1.5 ) Sin 0- (tT- ô) COS 6 ! 

2771. r J 

T = Ê_ f(2,5- 2 IL) cos 6 - (TT- 0) Sin 6+ L.l 
2il L r RJ 


M = ÜL [(TT- 0) sm 0-1- ÇOS0 
271 L 2 . 

H - _ JL r (sR. - 0.5} cos 6 - (57 

27/ L r 

T - JL f {77^3) cos Û-(2J _ • 
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Fig. 55 (voir § 8 . 2 -i page suivante). 


























8.24 Calcul des couples d’introduction de charges. — Quand les 
couples sont constitués par de simples anneaux circulaires d’inertie cons¬ 
tante (sans traverse intermédiaire) et qu’ils sont sollicités en un point A 
quelconque situé sur leur axe neutre, il est possible d’établir des formules 
algébriques simples donnant directement en chaque section, la valeur des 
efforts internes M, N et T dus à leur rôle de répartiteurs de charges sur 
le revêtement. 

Nous donnons, figure 55 (page précéd.), les expressions et les courbes 
de variation de ces efforts dans trois cas de charge distincts : 

a) Introduction d’une force F radiale ; 

b) Introduction d’une force <I> tangentielle ; 

c) Introduction d’un couple p. 

Remarquons que l’introduction d’une force d’orientation quelconque 
agissant en un point A avec un certain bras de levier peut s’étudier en 
combinant les trois cas ci-dessus. 

8.3 DEUXIEME CAS : COQUE CIRCULAIRE THEORIQUE A DEÜX 
EPAISSEURS. 

8.31 Conditions de réalisation, hypothèses. — Quand on applique 
à une section circulaire, telle que celle définie ci-dessus, paragraphe 8.1, 
la deuxième méthode de calctd exposée au paragraphe 6.23, on est amené 
à considérer deux épaisseurs différentes pour la coque théorique circulaire 
équivalente, soit (fig. 56 a et 56 b) : 



Fig. 56. 

— Dans la zone stable (où tout le revêtement réel participe à la trans 
mission des efforts de traction) : 

AS+e Aî , AS 
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— Dans la zone instable (où le revêtement ne participe, lictivement, 
que sous l’orme d’une largeur équivalente 2 c aüectée a chaque lisse) . 


, _ AS + 2 c e 
e ’ 2 A l 


Sous avons vu que la délimitation exacte' de ces deux zones devrait 
s’effectuer par approximations, dans chaque cas de charge. 

Les formules ci-après sont établies en admettant forfaitairement que 
la zone stable occupe un tiers dû pourtour de la section , c est-ii-dne 
qu’elle est délimitée par un angle COC' égal à 2^/3 = 120° (fig. o(> b), a• ons 
que les points C et C' sont situés à une distance R/2 du diamètre BB , normal 

à la direction de T'. 

8 32 Caractéristiques de résistance. — L’axe neutre de flexioiî DD 
est décalé, par rapport à BB' (fig. 56 b), d’une distance a ayant pour 

expression : _ 

3R_y/3 c'i— =0,827 R 
2r e\ + 2e' 2 &+ 2 

en posant : k=--^r- (caractéristique de sqction). 

Ce décalage est* orienté vers la zone stable, c’est-à-dire vers les parties 
tendues par le moment fléchissant M. Remarquons que si le sens 1 e ^ Ion 
varie, l’axe neutre reste normal à V et tangent a un petit cercle de ia>o a. 

Le moment d’inertie 1 de la section résistante, par rapport a 1 axe de 
flexion DD' est donné par : 


soit : 


I = e\ R 3 [ 1,047 (Jc + 2) + (/c —1) ( 0,433 — l,432-|-^)j 


8.33 Contraintes normales de flexion. — En un point P du contour 
(fig. 56 b), la contrainte normale de flexion est donnée par . 

ti= -M- (R eos 6+a ) 


(avec n positif en compression). 

Contraintes normales maxima : 
en A (compression) : 


= JtL (R + n) 

craax — j ' ' ' 


en A' (traction) : 


Ufmat — 


M 


(R-a). 


8.34 Flux et contraintes de cisaillement. 

8.341 Flux dans la zone stable. — En un point P, défini par l’angle 0 
compté à partir de A ^0 ) on °^ en ^ ’ 

- t - T ' R e ’■> (P sin 9 +ad —A) (avec 6 en radians) 

I t 

1. _ On constate, en pratique, avec les épaisseurs usa telles ■de revêt^ Gnt ^ les 
grandeurs relatives de T et M que cette hypothèse conduit, en général, a des résultat, 
légèrement défavorables. 
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en posant, : 


A = 


e',—e'„ ! R k/ 3 , 2 r.a 
\ 2 ^ 3 


k —1 


(0,8G6 R -h 2,004 a). 


e\ \ 2 3 / fc 

8.342 FZwæ dans la zone instable. — Én un point P 2 compris entre 0 

et 'j on obtient : 

r s = -X_ R e\ (R sin 9 + aO) (avec 6 en radians). 

Aux points de transition G ou G' on obtient : 

r £ = IL R e ’ % (JRÆ + X?-* \ = IL R e / a (0,866 R +2,094 a). 

I \ 2 3/1 

8.343 Flux maximum. — Le llux est maximum en P ou P' au niveau 
de l’axe neutre. En désignant par 0 o l’angle AOD, c’est-à-dire en posant : 


cos 0 ..=— 


a 

R 


on obtient la valeur-de x raax à l’aide de l’une ou l’autre des expressions de 
x, ou de x 2 ci-dessus, selon la position de D par rapport à G. En général, le 
point D est compris dans la zone instable A On a alors : 


fma* = — 7 - R c'a (R sin 6, + a 0 o )«-£- R e' 2 I \/R*—a* + a (-|- + 

I IL \ 2 rv 

8.344 Contraintes de cisaillement. — En un point quelconque, la 
contrainte de cisaillement du revêtement réel est donnée par : 

f=-l- 

e 

avec x = flux en ce point. On a, en particulier : 


4 _ Unax 

fcmas — • 

e 


9. PROBLÈMES PARTICULIERS AUX FUSELAGES=COQUES 

ÉTANCHES A L’AIR 

(CABINES DES AVIONS STR ATOSPHÉRIOUES) 

9.0 GÉNÉRALITÉS. 

Le vol aux hautes altitudes permet de réaliser un gain de performances appré¬ 
ciables, pour les appareils équipés de moteurs à compresseurs d’admission spé¬ 
cialement étudiés. Pour bénéficier de ces avantages, il devient nécessaire, notam¬ 
ment dans le cas des appareils commerciaux, de soustraire les passagers à l'in¬ 
fluence de la dépression atmosphérique relative existant entre le sol (ou les faibles 
altitudes) et l’altitude du vol. 

C’est pourquoi les fuselages des appareils dits « stratosphériques » ou « sub¬ 
stratosphériques » 1 2 sont réalisés, totalement ou partiellement, sous forme de 


1. — Pour qu’il soit compris dans la zone stable il faudrait : le > 5,6, soit : 
e \ > 5,G e\. 

2. — Les appareils commerciaux à cabines étanches, réalisés actuellement, appar¬ 
tiennent, en fait, à la catégorie des « substratosphériques ». Leurs altitudes de vol 
varient, en effet, entre 6.000 et 10.000 m, alors que la stratosphère proprement dite ne 
débute qu’à 11.000 m (atmosphère standard). 
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cabines étanches à l'air, ou, plus précisément de « guSure 

rétablie » 1 -Il existe à l’intérieur de ces cabines, une piession p, supeiitui 

à la pression ambiante p 0 , d’où- une_ pression effective ; Ap-p t P» t c ‘-I- » 

§ 5 ' Le s ^s truc tu r es* des aSslTéSés, ont à supporter les efforts dus à 

cette pression effective, en supplément à leurs efforts generaux normaux à 

lUde pnnr V calculer ces suppléments d'efforts, on convient d’adopter une pression 
de calcul v quiestégale à la pression effective Ap, amplifiée par Un certain 
coefficient^ sécurité c ». Nous ne nous occuperons, en principe, que de cette 

PreS Nous ^ous^irnite^ons^à l’examen succinct des principaux problèmes de résis¬ 
tance des matériaux posés par la transmission de ces efforts supplémenta 
à in nression et par leur combinaison avec les efforts généraux. t 

moteurs aux hautes altitudes, etc... 

9.1 PRINCIPES GÉNÉRAUX DE CONSTRUCTION DES FUSELAGES 
ÉTANCHES. 

11 apparaît clairement que les structures en coques multi-lisses s’impo¬ 
sent Dour la réalisation des cabines étanches. . 

La forme des sections droites de ces structures exerce une ^«uence 
capitale sur la grandeur des contraintes engendrées par la pression interne. 

La solution la plus utilisée consiste à réaliser des cabines dont les sec¬ 
tions droites soûl de forme circulaire. Nous savons que 1 intérêt essentiel 
présenté P- cette solution est d’obtenir des 

stable » sous l’action de la pression (chap. YI § 5.3). Les fermetures extre 
mes de ces cabines sont avantageusement réalisées par des surfaces 
révolution (calottes sphériques ou fragments de calottes sphéi 
boloïdes cônes, etc...). Remarquons que 1 ensemble du fuselage ne çon&ti 
tue pas’ toujours un corps de révolution. La recherche d’une meilleure 
forme aérodynamique peut, en effet, conduire à incurver lai lignedes centres 
rrm ÎÎ7 a). Des nécessités d’amenagement (logement d un attemsseur ü i 


Cabi ne étanche 


Cabine élancke 


A xe Je révolution par lie i é 


CalotCe s phérique 


1. — Ces cabines sont alimentées, en permanence, par 
qui a pour effet de compenser les inévitables défauts d’étan 
maintiennent à une valeur fixée la pression intérieure qui 
tant à de faibles altitudes (1.500 à 2.500 m). 

o _ Le règlement de calcul français (Norme 2004-C) 

de sécurité pour cette pression qui constitue une «ch. 
égal à 4/3 pour obtenir les «charges limites» (ou ch: 
ce qui correspond à un coefficient égal à 2 pour les 
charges de rupture). 

P VALLAT. — Résistance des Matériaux 
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carénage et complétés intérieurement par une surface plane, non étanche, 
servant de plancher (sections bi-circvlaires ou lobées, voir tig. 58). 




Plancher 


Oi 


°Z 


Fig. 58. 


/ 






N 


\ 


Coupeâb 


o z 


Oit a enfin réalisé (les cabines étanches sans modifier les formes géné¬ 
rales du fuselage (sections d’allure elliptique par exemple). 

Nous examinerons successivement les contraintes des parois et des 
couples dans ces trois cas. 

.9.2 CALCUL SIMPLIFIÉ DES PAROIS (REVÊTEMENT ET .LISSES) SOUS 
L’ACTION DE LA PRESSION INTÉRIEURE SEULE. 

9.21 Sections circulaires. 

9.210 Remarque préliminaire. — Nous avons déterminé au chapitre VI (§ 5.4) 
les contraintes supportées par les parois d’une enveloppe cylindrique mince. 
soumise à uue pression interne p, soit : 

contrainte de traction dans le sens transversal : «,= 


contrainte de traction dans le sens longitudinal : n 2 =^ 
Rappelons que, pour établir ces formules, nous avons supposé : 


_jpR_ 


a) l’épaisseur de l’enveloppe très mince ; ... . ., , ... . 

b) l’enveloppe libre de se dilater, c’est-à-dire, sans maillage longitudinal 
(lisses) ou transversal (couples). 

La première hypothèse reste admissible pour les parois des fuselages étanches 
dont l’épaisseur est très faible vis-à-vis du rayon. _ . , T , 

Il serait, par contre, trop désavantageux de ne pas tenir compte des hsses, 
La méthode de calcul .que nous exposons ci-après est une méthode approchée 
simple traduisant un équilibre d’ensemble des sections transversales et longitu¬ 
dinales iraênie principe qu’au chapitre VI, § 5.4). . , ,. 

Elle néglige 1 l’influence des flexions locales dues aux inégalités de déformation, 
du revêtement et du maillage (Voir ci-après, § 9.4). 

Elle peut, être utilisée pour un premier calcul de dimensionnement. 

9.211 Contraintes longitudinales. — Désignons, dans mie section 
transversale (fig. 59) par : 

N le nombre de lisses dont chacune a une section droite AS ; 
e l’épaisseur du revêtement (1e rayon R ; 

a l'angle d’inclinaison de la paroi sur une normale à la section. 

On obtient; en supposant que les lisses et le revêtement travaillent au 
même taux de contrainte 1 . 

Contrainte de traction longitudinale du revêtement cl des lisses : 

p 7T Ry_ 


«! = 


(2 R e + N AS) cos a 


1 , _ cette hypothèse est désavantageuse pour les lisses. 



















FUSELAGES-COQUES ETANCHES A L'AIR 


723 


soit, en faisant apparaître « l’épaisseur équivalente » e' 1 de la paroi tendue 
(8 8.31) : 

e = e h -avec A 1 — intervalle entre lisses = — -j. 

Aî \ .. N ./ 


2 e\ cos y. 



9.212 Contrainte transversale. — Les couples étant généralement, 
beaucoup plus espacés que les lisses, et leur liaison au revêtement n’étant 
pas toujours réalisée, on peut admettre d’une façon défavorable pour le 
calcul du revêtement, que celui-ci transmet la totalité de l’effort agissant 
dans une section longitudinale. On obtient ainsi une contrainte de traction 
transversale de la tôle de revêtement : 



Les lisses ne supportent évidemment aucune contrainte dans ce sens. 

9.213 Influence d’un galbe longitudinal. — Quand la ligne des centres 
0 des sections droites circulaires est incurvée (cas de la figure 57 a), la force 
longitudinale F = /nrR 2 (fig. 59) appliquée à l’ensemble d’une section reste 
toujours appliquée en 0 et normale à cette section (chap. VI, § 5.3). On en 
déduit donc, par raison de symétrie polaire, que tous les points de la paroi 
subissent encore la même contrainte de traction longitudinale uniforme n t . 

Un galbe longitudinal n’exerce donc aucune "influence sur la répartition 
des contraintes, contrairement à une opinion très répandue. 

9.22 Sections bbcirciilaires. 

9.221 Equilibre d’une section droite (fig. GO). — Au point de raccor¬ 
dement A, un élément de longueur égale à 1 (dimension comptée longitudi¬ 
nalement) reçoit les forces suivantes : 

— De la part de la paroi supérieure, une force : 

f,=p Rj normale à O, A ; 

— De la part de la paroi inférieure, une force : 

fo-p R 2 normale à O,A. 

Ces deux forces ont pour projections verticales : 

f , cos /3, =p R, cos Æ, et f„ cos /?, = p R s cos /3 2 
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fl cos ft=/ 2 cos p t . 

La résultante / 3 est donc dirigée suivant AA' : 

Elle a pour valeur : . 

h=fi sin /3 j + / 2 sin /3 2 = p (R, sin /3, + R 2 sin p t ) 


en désignant per h la distance C^Oj. 

Cette force s’équilibre par une force égale et opposée en A'. 

On voit ainsi que la présence d’une cloison horizontale AA' (non étan¬ 
che) est nécessaire tout le long de la cabine 1 pour stabiliser les sections 
droites. 


r~~ 

: I 

y 

fc 

* 

A’ 

- 

t 

r ■ 

.§ 

s 

5 

s 

1 


Fig. 60. 


9.222 Contraintes transversales. — Revêtement supérieur ARA' 


n u = J'- 

e. 


Revêtement inférieur AGA' : 
Cloison AA' : 


n,n= 

e. 


n„ = 


_ f,_ _ 


e, 

V H s_ 

e, 

jp 

e. 


1 . — Cette cloison pourrait néanmoins être remplacée par des cadres horizontaux 
possédant une rigidité suffisante. 
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9.223 Contraintes longitudinales. — La force longitudinale totale à 
équilibrer par les différents éléments d’une section droite est 

F=pO 

avec n = surface délimitée par le contour de cette section (contour ABA'GA 

fig. 00). 

On a donc 

F [(* + 2 fi x ) + &) R \ + d h] 

2 

(avec Pi et p 3 en radians). V i 

Cette force F est appliquée au centre de gravite G do 1 aire L (cliap. 

* * Elle engendre des contraintes longitudinales de tous les éléments résis¬ 
tants « traversant » la section considérée (cloison AA' comprise si celle-ci 
est rigidement liée aux fonds). La répartition de ces contraintes est un 
problème qui ne peut pratiquement être résolu qu en taisant appel n. du 

h' P< U h semble que l’on puisse admettre que les sections droites restent 
planes. En désignant par fi la distance entre les centres de gavi r G de 
faire û et G' de la section S de l’ensemble des éléments résistants, on 

obtient ainsi (fig. 60 6) : 

F 

Contrainte de traction uniforme : - • 

^ F8 

Contrainte de flexion due au moment transport : /t = F8 : n h =j-y-z. 

Contrainte longitudinale totale : ?i,= n h + n tt . 

9 23 Sections quelconques. —- Chaque « panneau » du maillage cons¬ 
titué par les couples et les lisses doit être étudié isolément en assimilant 
à une plaque mince de courbure cylindrique (chap. Wli, 

Rappelons qu’une expression approchée de la tension transvenaU 

toujours donnée par : 

n, = p R - 
e 

avec R=rayon de courbure moyen du panneau d épaisseur e. 

La tension longitudinale peut s’étudier comme ci-dessus. Si un panneau 
est plan, on lui appliquera les théories relatives aux plaques planes minces 
ou aux membranes planes (chap. X.YII, §§ 4. et 3.). 

9.3 CALCUL DES COUPLES. 

9.31 Sections circulaires. — Les couples sont entraînés par le revê¬ 
tement dans sa dilatation (accroissement du rayon R) due à la tension 

transversale constitué par un simple anneau de section cons¬ 

tante S„ et sans traverse, subit de ce fait une contrainte de traction cons- 

aïl Pour déterminer cette contrainte, on peut supposer d’une manière défa¬ 
vorable pour le couple, que celui-ci participe à la résistance à éclatement 
transversal, an même titre que la paroi. On obtient ainsi l’expression 

simple : „ 

n _ P R A L _ = _P_R_ 
c ~ e AL+ S c S c _ 

~AL 

avec AL=intervalle entre couples et e = épaisseur du revêtement de rayon R. 
Un couple de section non constante ou possédant des baisons supple- 




726 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 


Cliap. xxn 


méritoires' (traverse par exemple) ne peut, en théorie, subir exclusivement 
une contrainte de traction constante. En pratique, on peut se contenter de 
calculer la contrainte de traction en chaque point à l’aide do la formule 
ci-dessus (avec S„=section du couple au point considéré), en négligeant la 
flexion supplémentaire due à l’incompatibilité des déformations du revê-. 
ternent et du couple. 

Remarque. — Voir au chapitre VI, paragraphe 5.532, les sollicitations 
complémentaires appliquées à un couple situé à l’aplomb du raccordement 
d’un fond sphérique. 

9.32 Sections bi=circulaires. — On démontre que si la traverse AA' 
(lig. (30 a) est encastrée, les couples courants ne travaillent également qu’en 
traction pure. Le principe de calcul est analogue à celui ci-dessus. 

9.33 Sections quelconques. — Dans celle solution, les couples jouent 
un rôle primordial, car ils doivent, par flexion, s’opposer aux changements 
de forme des sections droites qui tendent à devenir circulaires sous l’action 
de la pression. Pour les calculer, on peut admettre (défavorablement) que 
chaque-couple stabilise une tranche d’envergure égale à la distancé AL entre 
couples. On calcule ainsi les actions radiales des lisses (lig. (il a) : 

q>=P AV ■ AL 

(avec Al' = moyenne des intervalles M entre lisses adjacentes). 



La figure 61 b représente le dynamique des forces cp agissant sur le 
demi-couple côté gauche (supposé coupé en A). Ce dynamique reproduit à 
une échelle près le contour do la section (avec une rotation do 90°) x . 

Remarquons que l’ensemble des forces cp forme un système nul (fer¬ 
meture du dynamique en a pour la section totale). 

Le couple se calcule selon la méthode habituelle, sous l’action de ces 
forces <p. 

On constate qu’il subit des efforts de flexion d’autant plus importants 
que la forme de la section s'éloigne de la forme circulaire. Ils sont égale- 


1: — La direction de la résultante partielle intéressant une section C est donc 
normale à AC. Sa ligne d’action réelle se détermine selon la méthode habituelle. 
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ment tendus et cisaillés. Les cabines étanches de sections non cmm/mre-s 
nécessitent donc des couples serrés et robustes. On les a pratiquement a < 
données par suite du supplément de poids qui en résulte. 

t».i REMARQUE ; INFLUENCE DES DEFORMATIONS LOCALES. 

Considérons une cabine cylindrique de layon R. , , - 1 ;^ 

Si cette cabine ne comportait pas de couples (ou si ceux-ci « étaient J LS iellcs 
rigidement aux parois), toutes les sections droites subiraient une même cliiatatioi 
de ravon (iig. 62 a) donnée par : 


AR = -^ R 


E 


1 


ni 

n t 


ayec <r=coefficient de Poisson =0,3 pour les tôles AU4G *. 
La cabine resterait donc cylindrique. 



Quand il existe des couples liés rigidement aux parois, ils subissent, a\ei nos 
conventions du paragraphe 9.31, une dilatation absolue 


A'R= 


n e R 
E 


§TMmS 2 analogues à celles 

renu, panneau par rapport^* couples 
est inférieure à la différence (AR—A'R), par suite de « 1 influence leductnce 
exercée par la fraction de la tôle sur chaque couple (Voir II, & *•)• 

La flèche relative ij du centre d'une lisse par rapport a ses appuis sur les cou 
pies est donc, à fortiori, inférieure à cette différence. , , . 

Notons qu’un calcul « exact » de cette fléché relative est un piobltme Tpi t 

laborieux. Il est très défavorable de poser : 

ij = AR — A'R. 

' Les tôles de revêtement étant toujours très minces, on peut négliger leurs rigi¬ 
dités et doue leurs contraintes de flexion propres. , , ■ 

Par contre, l'allure « sinusoïdale » imposée aux lisses engendie des con¬ 
traintes complémentaires de flexion qui peuvent ne pas être négligeables. 

On peut adopter la méthode suivante, qui revient a considérer chaque lisse 
comme une poutre continue sur N appuis, chargée uniformément par une certaine 
charge donnant une flèche y entre appuis : 


1 — L’introduction du coefficient de Poisson, provient de ce que la paroi est sou¬ 
mise longitudinalement à une contrainte de traction n„ simultanément à la contrainte 
transversale n t . 

Nous avions négligé cette correction au chapitre VI, § 5.o2. 

2. — L’aspect du revêtement est (en exagérant fortement) comparable à celui d'un 
édredon. En se basant sur cette analogie, on désigne parfois ces déformations locales 
par « effet de piqué ». 
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Une charge répartie q donne : 

- une flèche y'= (chap. XVIII, § 4.44 et planche 33, cas 11), 

et une contrainte maximum de traction (entre appuis) n'j—& * 

24 Ji_ 

/ i \ v 

avec module d'inertie de la lisse, côté revêtement (côté tendu). 

A une flèche y correspond donc une contrainte 

n'f , soit n, = -ift ^ î] 

V AL= J* 


Insistons sur le fait qu'en utilisant l'expression 
donnée ci-dessus pour y on trouve pour n, une 
valeur très désavantageuse. 

Les raisonnements ci-dessus restent, qualitative¬ 
ment, valables pour les cabines non circulaires. 

Mentionnons que, pour éviter les contraintes sup¬ 
plémentaires n,, on a réalisé des cabines dans les¬ 
quelles les couples étaient liés élastiquement aux 
parois (fig. 63) >. • 


DES CONTRAINTES DUES A LA PRESSION 
INTERNE AVEC CELLES DUES AUX EFFORTS GÉNÉRAUX. 

9.50 Influence stabilisatrice de la pression intérieure. — Nous savons 
que les efforts généraux appliqués au fuselage ont pour effet déstabiliser 
(par compression et cisaillement.) une certaine zone du revêtement mince 
de chaque section droite (§.§ 6.21 et 8.31). 

Or, en superposant aux contraintes correspondantes, celles dues à la 
pression interne, on constate : 

а) que la contrainte des éléments comprimés se trouve diminuée de la 
contrainte de traction longitudinale n,, 

б ) que la contrainte de traction transversale n, augmente la contrainte 
critique de plissement de chaque panneau (chap. XIX, § 2.24). 

La pression interne exerce donc une influence stabilisatrice sur les van¬ 
neaux de revêtement mince de la cabine 2 . . 

11 s en suit que la «zone stable» sans pression se trouve augmentée 
par suite du « gonflement » du fuselage. 

Remarquons que la délimitation exacte de cette nouvelle zone stable 
constituerait un problème laborieux, car il conviendrait toujours d’effectuer 
cette recherche par approximations, d’autant plus que les contraintes dues 
a la pression varient également avec l'importance de cette zon e (voir ci- 
après). Il conviendrait également d’examiner chaque cas de charge. Il est 
donc pratiquement necessaire de se fixer une nouvelle délimitation forfai¬ 
taire des deux zones stable et instable. 

, Dans les cas des cabines de sections circulaires, l’expérience montre, 
qu avec les ordres de grandeur usuels des contraintes dues aux efforts géné- 
raux et a-la pression, on peut, en général, se contenter d'inverser les zones 
forfaitaires adoptées ci-dessus au paragraphe 8.31, c’est-à-dire de supposer 


n,= 


Revêtement 


Wê 

Jont élastique / 

• ( tôle.) 


ouple 


Fig. 63. 


9.5 SUPERPOSITION 


^ te Précaution paraît superflue étant donné la faiblesse des contraintes 
suppEmentaires n,. Les flèches mesurées y n’atteignent guère, en effet, que le quart 
de celles données par la formule défavorable ci-dessus. 

2 - 9 ett t e , tombe sous le sens commun : exemple d'une baudruche 

oblongue dont la rigidité en flexion s’accroît au fur et à mesure qu’on la gonfle. 
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que la /.one stable occupe les deux tiers du pourtour de chaque section (figu¬ 
res 64 a et b). On peut encore, dans cette hypothèse, utiliser les formules 
algébriques données au paragraphe 8.3, en ayant soin d’inverser l’origine 
et le sens des G et de remplacer e\ par e'\ et e' 2 par e" 2 tels que (notations 

§ 8-31) : 

,, AS + 2 c'e . „ _ e . AS 

£ ■- AI £ ’- e+ Ai ■ 

C’est cette hypothèse simple que nous admettrons dans les raison¬ 
nements ci-après. 

Remarques. — a) La diminution des contraintes de compression des 
lisses, consécutive à la pression, a pour effet d’augmenter les largeurs équi¬ 
valentes 2 c (avec pression) par rapport à 2c (sans pression) ; 

b) L’influence stabilisatrice de la pression interne sur les panneaux de 
revêtement s’étudie d’une façon analogue à celle exposée au chapitre XIX, 
paragraphe 2.24. 

c) Pour chiffrer cette influence stabilisatrice de la pression interne, il 
y a lieu d’utiliser comme valeur de p, la pression effective réelle affectée 
d’un coefficient de sécurité homogène à celui, affectant les efforts généraux. 
Ces efforts étant dus à des charges en vol, on peut admettre qu’ils tiennent 
compte d’un « coefficient de sécurité pure » égal à 1,5 h la rupture. On 
prendra donc une valeur de p égale à 1,5 A p pour effectuer ces calculs. 

9,52 Expression corrigée des contraintes longitudinales dues à la 
pression. — Pans l’établissement, des formules donnant la contrainte n, 
nous avons implicitement, supposé que tout le revêtement participait à la 
transmission des efforts de traction longitudinaux dus à la pression interne. 

Or, en fait, cette hypothèse n’est valable que pour la zone stable définie 
forfaitairement ci-dessus. 



Dans la zone instable, seules les lisses et les largeurs équivalentes de 
revêtement (largeurs compte tenu de la pression), interviennent dans les 
sections travaillant longitudinalement. 

Pour une section circulaire, l’action de la force longitudinale F = piçfi 2 
(fig. 64) se traduira finalement (hypothèse conforme à celle du paragraphe 
9.223) : 

— Par une contrainte de traction longitudinale uniforme 



3_ p R _ _ _3_ p R _ 

2 (e" 1 +2e" 2 ) cos x 2 e"„ (k' + 2) cos a 


avec 





S cos x 
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— Par un moment fléchissant correcteur 

y. = Fa'=p - R- a' 

avec a = décalage de l’axe neutre compte tenu de la pression (§ 8.32). 

Remarquons que le sens du moment n est opposé à celui du moment de 
flexion générale M (fig. 64 b). 

L.e moment fléchissant corrigé vaut donc : 

M'=M — fi. 

9.53 Contraintes combinées des parois. 

.9.531 Lisses. — Une lisse de cote 2 au-dessus de l’axe neutre (axe 
neutre corrigé) reçoit une contrainte normale résultante (positive en com¬ 
pression) 

n L = ; — n\ 

avec l'=moment d’inertie de flexion, compte tenu de l'influence stabilisa¬ 
trice de la pression. 

Pour une section circulaire on aura donc 


n t = (R cos 0 + a') — n'i. 

11 y a, éventuellement lieu d'ajouter, du côté tendu, la contrainte com¬ 
plémentaire n, due aux déformations locales (§ 9.4). 

9.532 Revêtement. — Un point considéré du revêtement (point situé 
au niveau d’une lisse pour la zone instable) reçoit simultanément : 

une contrainte normale longitudinale : » s =n L ; 
une contrainte de traction transversale : n v = n t (voir ci-dessus) ; 
une contrainte tangentielle : l (due aux efforts généraux de flexion et de 
torsion). 

Xous avons donné au chapitre XV, paragraphe 4.32, les formules de 
combinaison permettant de réduire ces trois contraintes partielles à une 
contrainte normale équivalente n r à comparer avec la contrainte admissible 
en traction, afin de justifier la tenue des tôles de revêtement. Voir également 
les applications numériques effectuées aux paragraphes 2.23 et 4.33 de ce 
même chapitre XV 1 . 

9.6 APPLICATION NUMERIQUE CONCERNANT UNE SECTION CIRCU¬ 
LAIRE. 

9.G1 Données. 

Section circulaire de rayon R=2,350 m. ; Revêtement c=l,25 mm; cos a=l. 

Lisses : nombre : N = 80, section : AS = 120 mm 2 , espacement : 

9 - 1 } 

AZ=r^Ai_EL = 184,6 mm. 

N 

Moment fléchissant appliqué (au coefficient de calcul à la rupture) : 

M=375000 mkg. 


1. — Dans ces applications, nous avions supposé la contrainte de traction longi¬ 
tudinale, due à la pression, égale à la moitié de la contrainte de traction transversale. 
Nous nous étions ainsi placés dans le cas d’une enveloppe mince non raidie, c’est-à- 
dire d’une coque théorique. 
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à l’altitude de 2100 „,)• 

“ «: — 2 : 

p=2 ■ 0 , 5=1 kg cnr = 0,01 kg/mm 3 . 

0.62 Caractéristiques de la rttta-» *> 
hypothèses exposées aux paragraphes 8.31 et J.oi (.aemn 

9.(321 Sans pression interne (§§ 8.31 et 8.32). 

Nous adopterons une largeur équivalente 1 2c = 35e=43, (5 mm : 


e\ = 1,25 + 


120 

184,6 


= 1,9 mm ; 


,/ _ 120 + 43,75 • 1,25 - 0 , 94 g mm ; 
184,6 


e„ = 


fr —1 
fc + 2 


k = =2,008; 

0.946 

= 0,251 ; a = 0,827 • 2350 0,251=488 mm ; 


1=0,946 • S35ÏP [1,047 - 4,008 + 1,008 (0,433—1,432 • 0,251) ] -524,3 • 10' mm . 


9.(522 Arec pression interne (g 9.51). 

Adoptons une largeur équivalente : 2 c' = 44 e = 5o mm 

120 + 55 - 1,25 0225 mm; e"o = l,9 mm; 

: 1 ' 184,6 


J^0225 = 0 538 ; 
1,9 


. k '—L =—0,182 ; 

fc' + 2 


a '= —0,827 • 2350 ■ 0 , 182 =—353,7 mm ; 


r=l,9 ■ 236Ô» fl,047,2,538-0,462 (0,433 + 1,432 0,182)] =576,23 -W mm*. 

9.63 Contraintes normales maxima de flexion, sans pression interne. 

En compression : 

375 • 10 B _ (2350 + 488) =20,3 kg/innr. 

524,3 • 10 s 

En traction : 


375 • 1Q‘_ (2350—488) =— 13,3 kg/mm 2 . 


11 524 3 • 10 s 

9.64 Contraintes dues à la pression interne. 

Traction longitudinale (§ 9.52) : 

_3 0,01 ■ 2350 _—7 3 kg/mm 2 . 

¥1,9-2,538 

Moment fléchissant correcteur : 

—0,01 • 3,14 • 235Ô 2 • 0,3537=—6140 mkg. 
Traction transversale (§ 9.212) : 


v _ 0,01 ■ 2350_ _—q 8,8 kg/mm 2 . 

1 1,25 


i — Valeur donnée par la formule simplifiée de Karman (ch. XIX. § 
n cr =20,6 kg/mma, valeur voisine de la contrainte max. de compression, sans pressioi . 

o -\r.,iQnf nixtemie avec n. max. = 13 kg/mm 2 . 
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Nous négligerons les contraintes supplémentaires de flexion dues aux déforma¬ 
tions locales des parois (§ 9.4). Nous supposerons donc les couples suffisamment 
déformables ou reliés élastiquernent au revêtement. 

9.65 Contraintes combinées des parois (avec pression interne). 

9.631 Contraintes normales maxima des lisses. 

Moment fléchissant résultant avec pression interne (§ 9.52) : 

M'=375000—6140 = 368860 mkg. 

Contrainte maximum de compression : 

-"HI-S 12350 —353,7)—7,3=17,3— 7,3=10 k E /,„.n=. 

Contrainte maximum de traction : 


368860 • 10» 
576,23 ■ 10» 


(2350— 353,7) —7, SW — 12,8 —7,3=— 20,1 


Ug/mni 2 . 


9.632 Contrainte normale équivalente du revêtement. 

Le calcul montre que cette contrainte est maximum ail niveau de la lisse la 
plus comprimée (angle 6 = r, fig. 64 b) où l’on a : 

n x =n L = + 10 ; n„ = n t = —18.8 ; 1 = 0 

d'où (chap. XV, § 2.22) : 

», = 18,8+ 10 = 28,8 kg/mm 2 . 

9.66 Remarques. 

9.0G1 Influence de la pression intérieure sur le dimensionnement qéné - 
ral des parois. 


Faisons apparaître les marges de sécurité de la structure, au niveau de la 
section considérée, avec et sans pression intérieure. Fixons-nous, pour cela les 
contraintes admissibles, a rupture, suivantes (valeurs usuelles) : 


— en compression (valeur conditionnée par le flambage local et général des 
lisses entre couples) : & 

n ca =22 kg/mm- ; 

en traction (valeur conditionnée par la limite de rupture du matériau 
compte tenu de l’affaiblissement des sections dû aux trous de rivets) : ’ 

vt ta =34 kg/mm 2 , 

Nous trouvons ainsi : 

sans pression une marge de sécurité (conditionnée par la compression) • 


avec pression une marge de sécurité (conditionnée par la traction) : 

m' 


34—28,8 _io o/ 

~ “2p 18 /o - 


ar !? 7 e ainsi au résultat > en apparence paradoxal, que Vexistence de la 
considérée teine ° 6U P ° U1 A nccroître la marge de sécurité de la section 

ri*rÜiLLi S r U L ta ' t , est . ce P, endarit T quasi.-général pour les cabines étanches de sections 
circulâmes ou bi-cir cataire s. Il arrive fréquemment que les parois de ces cabines 
soient finalement , dimensionnées par un cas de calcul en vol près du sol 


1. Les efforts de calcul en flexion générale (lu fuselage sont, eu effet, générale¬ 
ment maxima en vol près du sol oü «l'équivalent de vitesse» est maximum. 
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Remarquons que ce résultat se conserVe également pour les couples circu¬ 
laires (ou bi-circulaires) qui ne sont pratiquement soumis qu’à une traction du 
fait de la pression. Cette traction soulage donc les parties comprimées qui sont 
généralement celles qui échantillonnent ces éléments. 

Il n’en est plus de même, par contre, .pour les couples des sections de formes 
quelconques (§ 9.33). 

9.662 Influence de la pression intérieure sur la rigidité en flexion du fuse¬ 
lage. — Avec les hypothèses admises, nous constatons que l’influence de la pression 
se traduit par une augmentation de la rigidité en flexion de la cabine (supposée 
de section constante), mesurée par le rapport : 

T—I = 576,23 — 524,3 w lf)0/ 

I ' 576,23 

Ce résultat se trouve, qualitativement, constaté quand on effectue des mesures 
de déformations avec et sans pression sur des cabines étanches, au cours d’essatis 
statiques 

9.7 CALCUL DES ENCADREMENTS D’OUVERTURES. 


Toutes les ouvertures pratiquées dans les parois des fuselages étanches 
(hublots, portes, trappes, etc...) doivent être soigneusement bordées par des 
encadrements capables de transmettre, d’un bord à l’autre, les tensions 
dues à la pression interne 2 . A ces tensions s’ajoutent celles dues à la flexion 
générale que l’on doit également transmettre, par suite de la présence même 
de ces encadrements. 


; ■ 


J 

t î t t ttt jji 


*1 




-*■ 

1 


Hublot 


h 

C 

• 




t 

— 1 




U- 





. F 



Fig. 65. 


La ligure 6b représente les sollicitations appliquées à un encadrement 
de hublot rectangulaire, dons line cabine de section circulaire. Cet encadre¬ 
ment reçoit les forces réparties (par unité de longueur) : 

dans le sens transversal : f=n t - e, 
dans le sens longitudinal : f = ni • e" 

(notations du paragraphe 9.53 avec e" = épaisseur équivalente de la paroi 
dans la région considérée, § 9.51). 

Remarquons, qu’à ces forces s’ajoutent éventuellement, dans les deux 
directions,'des forces réparties supplémentaires 

cp =(t—u) e 


]. — ueférence : Essais de structures de cabines sous pression, par Howland et 
Beed (Lockheed), Journal of the aeronautic sciences, novembre 1940. 

2. — On ne peut,- en effet, généralement pas compter sur les vitres (fixées élasti- 
quement) ou sur les portes pour assurer directement la continuité des parois. 
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en désignant par t la contrainte de cisaillement du revêtement et par /„ sa 
contrainte critique (traction diagonale zone instable, chap. XIX. § 4.331, 
plis supposés orientés à 43°). 

Ces charges appliquées sont souvent considérables, aussi, pour obtenir 
un encadrement suffisamment, résistant, on est, généralement, conduit à 
réaliser un « caisson » en doublant intérieurement la paroi de revêtement 
et en interposant quelques cloisons de « mise en charge » de c-e caisson. 

Le calcul d'un tel encadrement peut s’opérer rapidement (en le suppo¬ 
sant, plan) à l aide des formules données Planche 35 (cas 7 à 9) Si l'en¬ 
cadrement est d’inertie variable on utilisera la méthode générale exposée 
au chapitre XVIII, paragraphe 6.2. 

Les vitres des hublots (réalisées en matières transparentes genre Plexi¬ 
glas 1 2 ) doivent résister à la pression interne p directement appliquée. On 
les calcule à l’aide des formules données au chapitre XVIT, paragraphe 2. 
concernant les plaques épaisses. 


1. — On superposera les moments dus à / et f envisagés successivement. 

2. — Ce matériau admet, à la rupture, une contrainte de flexion de l’ordre de 
5 kg/mm. 2 . Son module d’élasticité E vaut, environ, 100 kg/mm 2 . L’épaisseur des 
vitres est souvent conditionnée par des considérations de déformations. . 
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RÉPERTOIRE 
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BÉKEKCE 

• . ■’ ' ~ * 

Cliap. Parag. 

désignation 

N° j 

1 

II 7.4 

Surfaces et centres de gravité des figures planes usuelles. 

II 8.8 

Moments d’inertie, rayons de giration et modules d’inertie 
des surfaces planes usuelles. 

2 1 

II 9.1 

Calcul du moment d’inertie maximum I VY , d’une section dissymétrique. 

B 

_- 

II 9.2 

Calcul des moments d’inertie principaux d’une section dissymétrique. 

1 

III 6,1 

Equilibre d’une articulation de volet de courbure. 

5 

III 6.2 

Equilibre d’un atterrisseur rentrant (type D. 520-S.). 

6 

IV 6.45 

Détermination graphique des moments fléchissants 
agissant sur le longeron d’un gouvernail de direction 

7 

IV 7.12 

Détermination graphique des moments d’inertie : 

METHODE 1 : Double dynamique et funiculaire. 

8 

IV 7.23 

Détermination graphique des moments d’inertie : 

METHODE 2 : Surface du polygone funiculaire. 

9 

V 1.6 

Détermination des efforts internes * 

agissant sur un arbre de renvoi de commande de vol. 

10 

V 5.9 

Ca ractéristiques mécaniques 

des principaux ACIERS utilisés en construction aéronautique. 

11 

V 5.9 

Caractéristiques mécaniques 

des principaux ALLIAGES LEGERS et ULTRA-LEGERS 
utilisés en construction aéronautique. 

12 













j! RÉFÉRENCE 

Chap. Parag. 

DÉSIGNATION 

VI 3. 

Caractéristiques de résistance des principaux ORGANES SOUPLES 
utilisés en construction aéronautique. 

VII 3.53 

Détermination des efforts dans les barres d’une poutre de fuselage, 
par la méthode de CREMONA. 

; VII 4.2 

Détermination graphique des efforts dans les barres d’un bâti-moteur, 
dans un cas de charges symétriques. 

VII 6.12 
et 6.23 

Calcul des déformations élastiques d’une poutre plane triangulée 

(méthodes 1 et 2) 

IX 5.5 

X 1.6 

Principaux cas de flexion des poutres droites isostatiques. 

î IX 7.4 

: et. 8.3 

Calcul de dimensionnement rapide d’un longeron à âme mince. 

X 6. 

Calcul des déformations de flexion d’un longeron 
(Longeron d’aile dimensionné, Planche 18). 

XI 3.4 

Conditions de flexion de quelques profilés ouverts. 

XII 1.7 

Caractéristiques mécaniques 

des principaux BOIS utilisés en construction aéronautique. 

: XII 1.52 

Abaques pour calcul en flexion pure, à la rupture, des longerons en bois. 

i XII 1.7 

Abaques pour calcul, a la rupture, des fixations dans les poutres en bois. 

XIV 3.23 

Abaque de calcul des ressorts à boudin en fil rond. 

; XV 4.22 

Abaque de combinaison des contraintes normales et tangentielles. 

XVI 4.13 

1 

Flambage local des cornières à ailes égales. 

XVI 4.13 

Flambage local des tubes carrés. 

XVI 4.13 

îj 

• Flambage local des tubes ronds. 

I XVI 4.232 

Flambage général des poutres rectilignes de sections constantes 

(STRAND-EULER). 

. XVI 4.231 

Flambage général des poutres rectilignes de sections constantes 
(Abaques de STRAND-EULER). 

j XVI 5.3 

Flambage général des poutres longues renforcées. 













ÉSIGNATION 


Coefficients pour le calcul des plaques planes rectangulaires 
chargées transversalement. 


XVIII 4.5 Principaux cas particuliers de flexion des poutres droites liyperstatiques. 


Chap. ï 

’arag. 

XVII 

2 à 4 

1 7 

XVIII 

4.5 

XVIII 

4.6 

xvrn 

5 et. 

6 

XVIII 

6.2 

XIX 

2.15 

et 

2.21 


Calcul d’une poutre droite continue sur trois appuis 
par la méthode du potentiel interne. 


(• Cas particuliers de portiques, arcs, anneaux et cadres liyperslatiques. 


Calcul d’un encadrement d’ouverture circulaire 
dans une paroi soumise à un champ de cisaillement 
(encadrement renforcé par deux diagonales). 


Coefficients théoriques pour le calcul au flambage 
des plaques planes comprimées. 



Flambage des plaques cylindriques comprimées 

Rivetage des raidisseurs comprimés sur les tôles de duralumin 
(ABAQUE de NEWELL). 


XIX 4,41 Flambage des plaques planes soumises à un cisaillement pur. 


fléchies. 


XIX 

4,41 

XIX 

3. 

XIX 

5. 

XXI 

3.52 

XXI 

4.23 

XXI 

6.28 

XXII 

7.1 

* 

XXII 

71 

XXII 

7x2 


et tangentielles uniformes. 



Calcul d’une cloison de caisson de torsion 
(structure d’aile monolongeron avec caisson arrière). 

Calcul d’une section droite d’une structure d’aile monolongeron 
avec deux caissons de torsion. 

Calcul d’une section droite d’un fuselage-coque 
à quatre longerons principaux. 

Caleul d’une section droite d’un fuselage-coque multi-lisses 
A) Détermination des paramètres unitaires. 

Calcul d’une section droite d’un fuselage-coque multi-lisses 
B) Détermination des contraintes. 



Calcul d’une section ouverte d’un fuselage-coque multi-lisses 
(calcul en torsion-flexion). 




























RÉFÉRENCE 


DÉSIGNATION. 


Chap. Parag. 


XXII 7.3 

Calcul d’un couple d’introduction de charges dans un fuselage-coque 
A) Détermination des efforts et contraintes. 

XXII 7.3 

Calcul d’un couple d’introduction de charges dans un fuselage-coque 
B) Diagrammes du calcul hyperstatiqne 

. XXII 7.4 

Calcul d’un couple courant de fuselage-coque 













Chai*, li 


Surfaces et centres de gravité des figures planes 
usuelles. 


PLANCHE 


FIGURES 


Triangle 




SURFACES 


S= — bli 
2 


POSITIONS DU C. DE G. 


Intersection des médianes 


Trapèze 



s=I±L a 


Secteur circulaire 

t_ c _, 



Segment circulaire 



-R-« 


(Avec « en degrés) 


o _ P 2 / TC a . \ . 

2 ( 180 SUla ) 2 R ° sin3 2 


d _ h B + î?& 

1 3 B + 6 

_ h 2B + 6 

3 “ 3 B + b 


1 C-R* 
“ 3 S 


Avec C=corde=2R sin — 


, Segment annulaire 



Epaisseur e faible par rapport 
à il' =rayon moyen. 

I Demi-cercle 


(Avec a en degrés) 


s = 


180 


T 


2 R»—r» 


360 sin — 


3 R 3 —T” ^ x 






^M 

Cornière quelconque 

_Le_ &' ~ 


S=lie 4 - be'=hc -|- Be ’ 


4 R 

d=~ -=0.4244 R 

3 n 


1 H 2 e-f 6 e s 


1 B 2 e +li c- 


U symétrique 

_ 4 



S =2 He+6e' 

=BH —6 (H —e ) 


2 H"e + be ri 

























Chap. II 


Moments d’inertie, rayons de giration et 










































PLANCHE 


MOMENTS 

D’INERTIE 

POLAIRES 


V/ D 2 + cZ 2 


(D 1 — d 4 ) 


Pour épaisseurs 
e faibles 

_nVa 

pXX’ -?XX> — V 


Pour épaisseurs e faibles: 
I xx ,=I rï --R'3.e=Ct° 
(Erreur relative <0,25 % 


Pour épaisseurs 
e faibles 


Pour épaisseurs 
e faibles 


pour 


Demi-cercle 


ab(a 2 + /P) 


Demi-couronne 


Pour e faible 


Pour 
■e faible 
2 R' 


=0,298 R'* e 
(Erreur relative < 0,6. % 


pour 


lent de parabole 


Bûlon (Epais, néglig.) 


ie des surfaces planes usuelles. 


MODULES 

D’INERTIE 

1 


RAYONS 


MOMENTS D INERTIE DISTANCES 


DE GIRATION 


SURFACES 
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ÛHAP. H 
S 9-1 


Calcul du moment d’inertie maximum Iyy 
d’une section dissymétrique.. 


Schéma de la section 

Echelle 1/2 


PLANCHE 

N° 3 


(7 ) l j/. J Tt >x 3âx4 


j/. 


jet 0 , 


(S) l s/, esxttxs 


( gW j/ Sû*3£x< 

_ ^ » K' _^_ V 

__ // * ê+4 __ 

/Jxa air /rxcvy>&f>/j ^Xt/z i ^cvs /a&4»ai £ cafowe t 3 )_ 


Caractéristiques 

\0 */ 

© : 

.9=313,5 mm 2 l p =25900 mm* / 

/ autour d'axes 

des 


5=97 mm* I„=5790 mm* ( 

\ parallèles à Y Y’ 

éléments standard 

( @ 

® : 


Eléments 

Sections 

Repères 

Désignation 

s 

mm 2 

H 

2 L gauche 

Ame : 240 x 5 

2 L droite 

BgwaE 

fisi 

Totaux : 

1421 


TABLEAU DE CALCULS ET DE RÉSULTATS 


Recherche du c. 
de g. 






4828 78,2 .383,42-10* 

72000 34,1 69,77-10* 

i 45202 147,1 419,79-10* 


Ss8 122030 i Yr ,=(S72,98 + 294,35)-10* 

D=V'= — -j| 2 ï* =8o.9 =1167,33-10* mm* 1 


= 1167,33 cm* 


Résultats 


d’où distance d à YY' 

d =D—S = 85,9—8 
ou d=8—D=8—85,9 


I \ 1167,33-10* 

v") ïT ' = 154,1 


=75,75-103 mm 3 j 


d = g—U-8— HO.J / 1167,33 • 10* _on ïrnm 

(en valeurs absolues) Pyï-— V/ 14-21 














































Ch ap. il 


Calcul des moments d'inei 


SCHEMA DE LA SECTION 

Echelle 1/2 


DONNÉES 
(VOIR TABLEAU 2) 


CERCLE D’INERTIE 


Echelle : 1 mm représente 20 cm-i 


RESULTATS 


Axes principaux d’inertie : GX et i 

Angle do décalage par rapport à 
et G y : a 1 =Jl°20 / . 

Directions conjuguées à Gx et C 
Cm et Gv. 

Moment d’inertie maximum : 

lmax = I Y représenté par EH = 13,1 1 
d’où I Y =W, i • 20=862 cnv>. 

Moment, d'inertie minimum : 

Imin=I x représenté par HD =21,4 1 
d'où I x =21,4 ■ 20=42» cm". 

Modules d’inertie principaux minim 


Autour de GX 


min 


Autour de GY: 












































Eléments 


Coordonnées 
des c. d. g. 


Totaux utiles 


Moment d’inertie autour de Gx : 1*=^ 1 

=77, 

Moment d’inertie autour de Gy: 1 ); =21 

= 125. 

Produit d’inertie autour de Gx Gy : K 


Résultats 


rtie princ«u\ d'une section dissymétrique. 


TABLEAUX DE CALCULS 


TABLEAU 1 : Recherche du c. d. g. général et calcul des inerties propres des éléments 


Elém. (rectangles) 1 


Rech. de la position du c. de g. 

Calcul des inerties propres des éléments 1 

w 

cr 

Dimensions | 

Incl in 

oui 1 . 

Par rapport à A, 

Par rapport à A., 

Far rapport à 
leurs axes princ. 

l-'act. interméd. 

Inerties 

propres 

.S 

a 

b 

h 

a 

s 

8, 

««1 

S 2 

SS 2 

fc/i* 

Î2" 

bh* 

Î2 

sin 3 a 

COS 2 a 

Ips 

PI 


mm 

mm 

degrés 

mm* 

mm 

mm* 

mm 

mms 

cm* 

cm'- 



cm* 

Cl 

1 

5,7 

25 

__ 

15*30' 

142,5 

13 

1852 

150 

21375 

0,74 

0,04 

0,0713 

0,929 

0,09 

0,69 

2 

2,5 

70 

22“ 

175 

59 

10325 

135,5 

23710 

7,15 

0,01 

0,141 

0,860 

1,01 

6,15 

3 

2,5 

70 

34* 

175 

121 

21175 

103 

18025 

7,15 

0,01 

0,312 

0,687 

2,23 

4,91 

4 

2,5 

70 

45" 

175 

175 

30625 

59 

10325 

7,15 

0,01 

0,500 

0,500 

3,57 

3,58 

i 5 

2,5 

30 

90“ 

75 

200 

15000 

17,5 

1310 

0,56 

néglig 

1 

0 

0,5G 

néglig 

! G 

2,5 

174 

0 ° 

4S5 

112 

48720 

1,25 

544 

109,75 

0,02 

0 

1 

0,02 

109,75 

! 7 

5,7 

25 

0 “ 

142,5 

12,5 

1780 

2,85 

40G 

0,14 

0,04 

0 

1 

0,04 

0,74 

X 

3,2. 

138 

90“ 

441,5 

. 23,4 

10330 

74,7 

32980 

70,08 

0,04 

1 

0 

70,08 

0,04 

Totaux utiles : 

1761,5 


139807 


108675 




' • 

77,60 

125,86 

2sg, 139807 „„, 

i en profondeur (par rapport à AJ : Dj— g 1761 5 


Position de G : < 


S£S 2= JB8675 mm , 
S 1761,5 


^ en hauteur (par rapport à AJ D 2 = -ÿ— : — ^ 

d’où coordonnées x 1 et y 1 des c.d.g. ( .c, =79,4—S ) mm 
des éléments (Tableau ci-dessous) / y, —61,7 ( 


TABLEAU 2 : Calcul des moments d’inertie et produits d’inertie autour de 2 axes 

rectangulaires Gx et G y 

Calculs produits d’inerties toy_ 

Termes intermédiaires Produits 

--—-—-— partiels 

. Wcin 9~l _ 1- 





































ClIAP. III 


Equilibre d’une articulation de volet de courbure. 


PLANCH* 


SCHÉMA DE L’ARTICULATION 

Echelle 1/5. 


— __ 







Rb. 8300Kg 





en torsion en G. 

GF : guignol de commande sollicité 
EF : biellette de commande. 

AC : bielle AV de suspension. 

BD : bielle AR de suspension. 

C et D : points fixes sur le volet. 

A et B : points fixes sur l’aile. 

DONNÉES CTNÉMATIQUES 


"A 


FORCE APPLIQUÉE 
(au braquage [3 = 45°) 


Action du volet sur l’articulation con¬ 
sidérée (suivant ligne d’action 
XX ) : 

F = 1000 kg. 


DÉCOMPOSITIONS SUCCESSIVES 
(Echelle des forces : 1 mm—100 kg) 

La bielle AR donne une réaction dirigée suivant son axe BD. Le point C constitue 
un point fixe *pour une position donnée du volet, d’où : décomposition de F au point O 
suivant OB et OC. 

On trouve ■ I suivant : 2300 kg d’où R B égale et opposée. 

( suivant OC : 1875 kg qui agit en C. 

Vis-à-vis de l’effort en C, la biellette EF constitue une réaction dirigée et le 
point A un point fixe d’où décomposition des 1875 kg en O' suivant O'A et O'F. 

On trouve • f suivant O'A : 3200 kg d’où Ra égale et opposée. 

’ \ suivant O'F (biellette) : 1375 kg. 

Réaction de moment de la commande (en G) : 

VI—1375 ■ 0,040—55 mkg (suivant flèche). 



















PLANCHE 


Equilibre d’un atterrisseur rentrant 
(Type D. 520 s.) 


,042^3-' 


\. 

I Roue positio 


Schéma de l’atterris/ieur 


/ 

' 1 I fiL-lef iu rsceurj 

Confrefiche . •_ 

• I -Qg/j&g- meneurs - 

DONNÉES 

Points fixes : A (articulaiion amortisseur) et B (arti¬ 
culation contre fiche ) 

Forces appliquées : F ou Fj=5000 Jcg (inclinés de 15” 
vers fuselant! : jatterrissage ripé) 

Cas l : Contreficlie arc-boutée 
(Articulai iov s en ligne droite : position normale 
d’atterrissage) 

Q : centre roue (amortisseur à fond de course) 

P : point de contact, théorique (pncil écrasé) : point, 
il’application de F 

Cas 2 : Comretiche non arc-boutée 
Articulations B D G ffl B D, C non en ligne droite : 
cas théorique correspondant- a une insuffisance de 
. course de 10 % du vérin de relevage (position E j F, 
au lieu de E F). 

Qi • centre roue i conditions que cas 1 . 

P, : point, de contact ) 


/-1 (amortisseur ) 


- 

i 

i 

i 

n 

\ 

\ 

\ 

' i 


j/ Centre roue 
il amortisseur détendu 

Sol car, i 


PRINCIPES D’É QU I Lï B R A G E S ET RESULTATS 


CAS 1 

L’ensemble de la contreficlie 13DC 
fournit à la jambe-amortisseur une 
réaction dirigée suivant son- axe BC. 
La jambe possède de plus un p'oint 
fixe A. 

D’où décomposition de F parallè¬ 
lement ii : 

OA (R A —3070 kg), 

OB (R n =5150 kg). 

Effort nul dans le vérin EF. 


CAS 2 

Le levier de contreficlie EjBD, reçoit en D, une 
« action dirigée » suivant biellette C.D, et en E, 
i une « action dirigée » suivant vérin E F, (éléments 
entre articulations). La réaction en B passe donc 
par O' (point de rencontre de ces deux directions). 
Le point de rencontre O" de F, avec RO' donne la 
direction 0"A de la réaction en A. D’où : 

R' A =11720 kg et IF,,-10420 kg. 

R' b est due à : 4920 kg suivant biellette 0,0, et 
1 12800 kg suivant vérin E,F,. 


Echelle des Forces i '/ % = 200 kg 




















1 

> ’ÿ * ' s* ' -, y **, 

- 1 

— 

ClIAP. IV 

§ 6.45 

Détermination graphique des moments fléchissants 
agissant sur le longeron d’un gouvernail de direction. 

PL A NC 

N° î 

1 ,E 

r 


Schéma du gouvernail 

Echelle : 1/20 


_j Aoni 

irf/ccS?/ 



Ar/icale//iy> non 
ko 0//uc//h&/ -''f&A ûtM jun/de ) 


Commande I 


L. "j 

---- 

\\ 



Articulation. 


’ ryhr par m ê da SOC Af/m a ^ 
- X f C. de à- JurAtc. 




Infna de c. 


!~ C Aecye [ w m ^ ^‘ 




Am. 


v^m 


CIXAE.GES APPLIQUEES 

Charges aérodynamiques : 
Partie supérieure EHK : 

g=500 kg/m 2 
Partie inférieure LKN : 
q '=400 kg/m 2 
(Partie masquée par le 
fuselage) 

Charrie concentrée 
F=200 kg (composante nor¬ 
male de la réaction de la 
commande) 

RÉSULTATS 

Moment fléchissant maxi¬ 
mum : 

M max=21,l • 10=211 mkg 
Moments fléchissants aux 
appuis : 

M A =—4 ■ 10=—40 mkg 
M b =— 3,4-10=—34 mkg 



/ é/'/j sn r aie/fj ; 

0 1 ® A 


Dynamiques 

ds £S/»sn 


_fkAygoncr AniecAdr 
rPj 



ÉCHELLES 

Longueurs e : 1 mm=20 mm=0,02 m 
Charges par m 2 q ; 1 mm=20 kg/m 2 
Lignes de charges : 1 mm=20 kg/m 
Surfaces de charges réparties : 

1 mna 2 =0,02-20=0,4 kg 
Forces appliquées (dynamique) : 

1 mm=20 kg 

Distance polaire : d=25 mm 
Moments fléchissants : 1 mm=20 - 20 - 25 
=10000 mmkg=10 mkg 

Nota : Les surfaces de charges réparties 
ont été déterminées en envisageant des 
trapèzes équivalents. 


































Cil AP. IV 


Détermination graphique des moments d’inertie : 
METHODE 1 : Double dynamique et funiculaire. 


Schéma ofe /a section 

Echt!/e 2 


Funiculaire J_ 

P 03 Uion de ZZ <d moment, aCa^uta 


\NU 


\ ——>-- 

\ %: ^ 

1 \ 










) ' y ® , 

funiculaire 2. 

Afomenta d marfte 




v x 


PLA.NCHET 


N° 8 


Dynarnijue 




ÉCHELLES 


Longueurs : i mm—2 mm 

Surfaces • 1 mm=20 mm 

Distances polaires : y =25 mm, v'=*Q mm 

Moments d'inertie : 

J. mm=2 a • 20 • 25 • 40=8 • 10 1 mm 4 
=8 cm 1 


RÉSULTATS 


Vecteurs AB 4- AC=20,2 + 40,2 
=(50,4 mm 

d’où : 

I zz ,=(j0/£ • 8=488,2 cm* 

Nota : Ajouter inerties propres des éléments 
(voir § 7.8). 


























PLANCHE 


Chai*. iv ! 

Détermination graphique des moments d’inertie : 

N° 9 

§ 7.23 

MÉTHODE 2: Surface du polygone funiculaire. 



i5 china de !s 



un 


x^nvxn ;->N\>>xv 


m 


WMF 


Polygone, -funiculaire 


y* ô A 


ÉCHELTÆS 


Longueurs : 1 mm=2 mm 
Surfaces : J mm=20 mm- 
Distance polaire : 

surface de la section 
!/=- 2 - 


(à l’échelle des surfaces). 


RliSUI/tATS 


Surface S, (polygone funiculaire) : 

S, =1072 mm- 

Surface de la section (surface réelle) : 

S=1126 mm 5 

Moment d’inertie : 

I z3 '=lQ72-li26-2-2 
=483,2 • 10* mm' 

Nota ; Ajouter inerties propres des éléments 
(voir § 7.3). 
































Détermination des efforts internes agii 


Schéma d’ensemble (Echelle 1 / 10 ) 


VtJ£ û£ PflOF/L 


Projections de F : F- 


750 cos 20° 
750 sin 20»; 

Réaction bielle PP' : 

Equilibre de moment M x (vue de profil): 

d’où: Projection F' Z =F' Y — =—705 — =- 

Y R' 360 

Projection F' Y (vue de profil) : 

604,5 

m/ T71/ _ a. r\r\ . _ ' r» i « 


Sollicita¬ 
tions en C 


'Moments Mc- 


Fe : 

Forces Fe. 
Sollicita- ) Fe ? 

lions en E ) Mk 

r Moments Me 
1 ME; 

\/93X 2 +lM92+604^=704kg | 

RÉACTIONS AUX PALIERS A ET B 

| RAy + RB V : 

Réactions\ 

horizon- < Ra y • =—J 

taies ! 

,d’où: Rb y : 


F' X R'=—93,5 • 0,35=— 3|72rakj 


Ra z +Rb z =—2 F z =256,5+ 604,5 = 861 
(projections) 

Rb - 1=F Z • 0,35—F' z • 0,9 = 633,8 
(momt p. r. à A) 

d'où: Rb z = 633,8 et Ra z =861 —633,8=227,2 
Réactions résultantes : Ra= \/227,2 2 + 493,2 2 s=543 kg 


—2 F Y =705 + 349=1054 
(projections) 

y -0,35—FV 0,9=560,8 
(mom‘ p. r. à A) 

560,8 et Ra y =1054—560*8 = 493, 


Réactions 

verticales 
















îgissant sut 


un arbre de renvoi de commande de vol. 


PLANCHE 

N" 10 


CALCUL DES EFFORTS INTERNES. DIAGRAMMES 

i Longueurs: '1/1U. 

Echelles Forces: 1 mm=20 kg. 

( Moments: 1 mm=4 mkg. 


’ÜL 


_ *1 

—*/» 

/ 


kS&oj o'è cSiernfnem&n/ Go'ofsfa 


1 . Efforts verticaux 
(plan x 0 z) 

Efforts tranchants T, 

(Voir diagramme) 

Moments fléchissants M v 
(en mkg) 

Voir nota (I) 

en C, : M Y ——227,2-0,15——34, 0 N 
en t’ a : My =— 34,8—51,3 =— 85,38 
on E : M t =—227,2 0,9— 51,3 - 



en R, 


My = 


+ 256,5 ■ 0,70 
—63,38 
RtV/0,1- 


—633,8-0.1 


’o PP' 
i A et B. 
6s aux 

Voir axes 
■ référence 


1.5 mkg 
51,3 mkg 
mkg 


-211,5 mkg 
-32,72 mkg 


-—63,38 (vérif. équilibre) 


2. Efforts horizontaux 
(plan y 0 s) 

Efforts trahchants T\ 
(Voir diagramme) 
Moments fléchissants M z 
en C, : M z =493 ,2 • 0,15=74 
en C 5 : M z =71 +141 = 215 
en E,: M z =Rb ï 0, 1=560.8.0,1 
=56, OS 


3, Efforts tranchants, moments fié- 
'•hissants résultants T r et M r {valeurs 
absolues) 

Effort normal N et moment 
de torsion M t =M æ 

Efforts tranchants T r = */T/+ '!’„- 
Moments fléchissants M r = v / M 1/ a + M".- 
.'■n C, : 81,45 ; en C, : 231,3 
en E, : 109,1 ; en E“ : 84,63 

Effort normal (de E.~ à B) 
N=Fe x ==93,5 

Moment de torsion (de C' à E ) 

M,=Mc x =21 1 ,5=—Mc F 1 



sf t . i _ 



8 = 493,2 


Cj Ce 

NOTA : 

1. Les sections et E ( sont respectivement situées immédiatement à gauche de (' et E. 
Les sections C„ et E„ sont respectivement situées immédiatement à droite de C et E. 

2. Voir convention de signes des moments sur vue en perspective. 


_ jm 


48 


f. Vallat. — Résistance (les Matériaux. 










Cil AP. v 

g 5.9 


Caractéristiques mécaniques des principaux 



•Cl;® 

G 

0 0 rr 

X 

*-) -J) 

Genre 

Caractéristiques mécaniques 

Appellation 

C 3 

£ fH Cu 

CO —• Ci 

M 3 c 

de 

Traction lento 

DURETÉ] 

RÉSILce 

'ATIGllF. 

usuelle Si .2 % 

o -h -2 

• ^ m' w 

.r? C- C 

« M .H 

VJ r. ^ 1 

a h -s ( 

traitent 1 

I 

R 

'La 

A% 

H 

Ku 

/ 

Extra-doux 
de cémentation 11 

au carbone 

XC 12 

Rec. 

t b 

38 

70 

GO 

10 

111 

* 

205 

F 

10 

Acier doux 
au carbone 

XC 18 

Rec. 

42 

28 

26 

123 

14 

22 P 

Mi-dur 
au carbone 

XC 35 

Rec. 

T E -Kev. 

54 

80 

30 

58 

20 

12 

157 

230 

10 

10 

26 

42 



Rec. 

76 

45 

10 

221 

5 

F 

Dur 16 

XC 65 

t u -Rev. 

90 

70 

8 

261 

5 


au carbone 


Tju-Rev. 

140 








T„-Rev. 

120 

100 

3 

345 



Extra-dur 

au carbone 

. 

XC 80 

-IL 

Rec-écroui 

170 

165 

ü 






RpC. 

60 

35 

16 

175 



Nickel-chrome , 
molybdène 


T H -Rev. 

85 

70 

14 

248 

18 


de 31 bi8 

16NCD13 

T n -Rev. 

100 

85 

12 

292 

13 


cémentation 


T n -R ev - 

110 

00 

8 

315 

8 

45 

Chrome-manga- 


T, r Rev. 

95 

80 

12 

270 

1,2 


nèse de 

2QCM5 

T -Rev. 

115 

00 

6 

340 

6 


cémentation 


U 









Rec- 

60 

35 

16 

175 



Nickel-chrome 


Tn-Rev. 

85 

70 

13 

248 

12 

42 

32 

« mi-dur 

30NC11 

T H -Rev. 

100 

00 

10 

285 

10 

43 



TjpRev. 

160 

125 

C 

445 

4 

46 

Nickel-chrome 


T A - Rev 

75 

GO 

16 

210 



_ 


T,iouT\-Rev 

110 

90 

7 

315 

8 

46 

üur 34 

auto-trempant 

40NC17 

T houT a -Hcv 

165 

135 

5 

460 

4,5 

45 



T||ouT^-I\ev 

170 

150 

6 

470 

5,5 

45 



T a - Rev 

75 

G0 

IG 

230 



N ickel-chrome ; 

40CND12 

T ffOuT %-Hev 

110 

90 

7 

330 

!) 

50 

molybdène 341 , 1 s 


Tnoul\-Rev 

170 

140 

5 

500 

4 

58 

auto-trempant 

40CND18 

T h ouT a 

200 

1G0 

ü 

575 

4 


Chrome-nickel nenre 


Tjv - Rev 

115 

100 

8 

340 

5 


molybdène 

32CND12 








Q9bi3 

auto-trempant 


T a - Rev 

165 

130 

5 

455 

3 



Exemples 

d’emploi 


emboutis 

profonds 


Pièces peu 
importantes 


ressorts ordin.| 
Ressorts 


ressorts 
de qualité 


à résistance 


élevée, axes, 
engrenages 


Pièces cément. 


Ferrures 
arbres, axes, 
engrenages 


Ferrures 

importantes 


Ferrures 

importantes 





































ÎIERS utilisés en construction aéronautique. 


PLANCHE 

N II 


1 

Appellation 

usuelle 

Ancienne dési¬ 
gnation S.T.A e 
(.tabléau 1918) 

Désignation 
normalisée 
(juin 1942) 

Genre 

de 

traitent 1 

Chrome 

molybdène 

doux * 
(soudable) 

53 

20CD4 

Rec. 

T a 

T.,t - Rev 

T h - Rev 

Chrome molyb¬ 
dène mi-dur 


35 CD 4 

Rec. 

T u - Rev 

Mangano-siliceux 

41 

45 S 8 

T e - Rev 

Inoxydable 

18/S 


. 

Z 3 CN 18 

t b 

1/4 éciîoui 
1/2 écroui 
.1/4 écroui 
écroui 
très écroui 

Inoxydable à 

Kl % de chrome 
(nuance mi-dure.} 


Z 30 C 13 

recuit 

Ta oii Th-1V' v 

Ta ou Tii-Rov 


Caractéristiques mécaniques 
Traction lente I mjreté KKsiuejfATinm: 


Exemples 






K 

E.o 

A% 

H 

K m / 

d'emploi 

55 

30 

18 

185 


Construction 

68 

48 

14 i 

220 


soudée : 

85 

70 

12 

260 ' 

15 ; 

bâtis-moteurs 

100 

85 

10 

310 

12 

trains, etc. 

52 

32 


175 

12 







Axes, ferrures 

110 

95 

10 

320 

14 


140 

120 

G 

410 

l 

4 

Ressorts de 






qualité, barres 

180 

160 

3 

525 

2 

de torsion 

55 

23 

40 

125 

lO 

O 

Ricces inox. 

75 

50 

25 



à très haute 

95 

! 70 

: 20 



résilience. 

110 

90 

14 



collecteurs 

125 

110 

9. 



d’échappement, 

140 

' 130 

4 

1 


parollammcs 

55 

: 30 

25 



Cordes pour 

95 

75 

8 


4 







charnières 

140 

115 

3 





LEGENDE 

Traitements thermiques 

Itec=recuit ; T K =trempe à l'eau ; T H =trempe à l’huile ; T A =trempe à l’air ; Kev — 
revenu (après trempe). 

Caractéristiques mécaniques 

ll=Késistanee miniinum à la rupture eu traction lente en kg/mm 2 —contrainte normale 
admissible à rupture=«.„ 

L,.— Limite élastique conventionnelle en kg/mm 2 —contrainte normale de limite 
élastique = «,. 

A%=Allongement relatif à la rupture en traction lente 

H = Indice de dureté Brinell 

K m =Indice de résilience Mesnager 

/-Limite conventionnelle de fatigue en flexion rotative (en kg/mm 2 ). 

Désignation d’un acier 

Un acier se désigne en utilisant son symbole normalisé, ce qui précise sa qualité 
(composition chimique) et en faisant suivie ce symbole, de la résistance II qui 
correspond à son état d'emploi (traitement thermique). 

Exemple : Acier 20CD4R=85 kg/mm 2 












Caractéristiques mécaniques des principaux 
ALLIAGES LEGERS et ULTRA LEGERS 
utilisés en construction aéronautique. 


Appellation 

usuelle 


Genre 

Désignation 

normalisée 

9 

de 

-‘- 

— 

Traite¬ 

l’al¬ 

Qua¬ 

Etat 

ment 

liage 

lité 

habituel 



Caractéristiques mécaniques 
~ 7 , 7 "1 r Modules Exemples 


Traction lente' 

R 


i\% 


d’emploi 


ALLIAGES LEGERS A BASE D’ALUMINIUM 


Aluminium 

l'orge 

fonderie 

Ao 

Ao 

X 70 

X 71 

X 72 

X 73 

X 74 

Y 19 

rcc. | 

[ 1/4 dui j 
g il/2 dur 
oh/4 dur 

1 dur 
coul. subi. 

9 | 

12 

14 

IG 

18 

7 

4 

8 

11 

15 

17 

3,5 

38 

25 

12 

8 

(i 

7 

2.7 

6750 

2600 

Emboutis 

profonds, 

tuyauteries 

d'aménagements 

Duralumin 

l'orge 

AU 4 G 

X 78 

T e 495“ 
viéilli 

40 

26 

16 

2,8 

7090 

2700 

Structures, 
revêtements, 
pièces matricées 

Védal 

forge 

llam.) 


. 


très sensiblement égales à AU4G 

Pièces résistant 

à corros. marine 

Duralumin à 
haute résistance 

forge 

AU4G1 

X 78 


45 

32 

12 

2,8 

7000 

2700 

1 

Zlcral 

lôles 

lilaquèes 

profilés 

filés 

AZ8GU 


T e 465° 
Rev. 135° 

52 

57 

44 

50 

8 

fi 

2,8 

6500 

7000 

2500 

2700 

Profilés, tôles , 

à haute 

résistance 

Alliages à 5 % 
de magnésium 

forge 

fonderie 

A G 5 

A G 5 

X 70 

Y 19 

laminé 
coul. sabl. 

28 

14 

20 . 




Pièces de 

résistance 

moyenne 9 

Alliage à 7 % 
de magnésium 

forge 

fonderie 

A G 7 

A G 7 

X 70 

Y 19 

laminé 
coul. sabj. 

32 

15 

18 

8 

22 




devant 

résister à 
la corrosion 

Alliage au 
cuivre titane 

fonderie 

U5GT 

Y 18 

coul. sabl. 
T 1; vieilli 

32 

20 

i 

2,75 



Pièces mécan. 

Importantes 

^ ord in ai re 

A1 pax ■ 

f amélioré '( 

fonderie 

fonderie 

AS 13 

AS 13 G 

1 Y 19 

Y 19 

coul. sabl. 

coul. sabl. 

13 

25 

9 

15 

3-8 

1-3 

2,6 



Pièces 

de fonderie 

compliquées 

ALLIAGES LEGERS A BASE DE MAGNESIUM 

Magnésium pur 

forge 

fonderie 

G 0 

G 9 

X 70 

Y 19 

rec. 

coul. sabl. 

15 

ü 

6 

« 

5 

6 

1,7 



Emboutis 

cales 

Alliage T2 

forge 

G M 2 

X 70 

rec. 

22 

19 

6 

1,75 

4200 


Emboutis 

carénages 

Alliage M l 

forge 

GA 6 Z 

X 70 

rec. 

28 

18 

11 

1.8 

4500 


aménagements 

Alliage Fl 

fonderie 

GA6Z3 

Y 19 

coul. sabl. 

16 

7 

3 

1,8 

4300 


Carters, roues. 

volants, 

Alliage FT 

fonderie 

GA 9 

Y 19 

coul. sabl. 

24 

ü 

8 

1.8 

4300 


supports 

Remarques 

Indices de traitement thermiques et caractéristiques mécaniques : R, L E et A%, voir PI. 11 

E : module d’élasticité longitudinal ; G : module d’élasticité transversal 
Désignation d’un alliage léger : symbole de qualité suivi du symbole d’état. Ex : AU4G.X7S 

Note importante .-En ce qui concerne les caractéristiques clos alliages de fonderie,serepoitei 
au chap. V, parag. 5.9. 










































PLANCHE 


Caractéristiques de résistance des principaux 
ORGANES SOUPLES 
utilisés en construction aéronautique. 


Diarn 

d'un 


Diam, 

nom. 


Composition 


mm 


mm 


mm 


mm 


3100 

3300 

4500 

0100. 

8000 

12500 


•IIE 

2 


ClIAP. \1 

§ 3. 


CABLES D’ACIER A HAUTE RÉSISTANCE 

(Caractéristiques conformes à Norme Ai r 9005) 

Câbles souples _ Câbles rigides 

~ Poids Charge Dia m. Dlam ' Poids Charge 

par min. à Composition nom d'un par mm. a 

mètre la rapt. • ül mètre la rapt. 


Composition 

Diam. 

nom. 

mm 

Diam. 

d’un 

lil 

mm 

Poids 

par 

mètre 

g 

e torons Oe 1 + 0 lils 

1,5 

0,28 

11,2 

1,7 

2,1 

0,32 

14 

Ame principale : 

0,40 

22,4 

un 7» toron ident. 

0,50 

2,0 

35,5 

— 

3 2 

0,03 

50 

a tôr. Ue 1 + 6 + 12 1 . 

4 1 

0,80 

90 

Ame principale : 

*J 1 

un 7» toron ident. 

4,5 

0,63 

105 

G torons de 

5,1 

0,71 

132 

1+6 +12 + 18 fils 

r.,7 

0,80 

170 

Ame princip. câblée 

o,r. 

0,00 

210 

en G tor. de 1+6 Itls 

7,2 

1,00 

215 


1 . toron de 
I + 6 + 12 fils 


2000 

2500 j_ toron de 
3140 

4000 1 + 0 + 12 + 18 flls 

5000 


Cordes à piano 


Charge 
Diamètre min. à 
la rupture 

mm kg 

Poids 

par 

mètre 

g 

' Diamètre 

mm 

Charge 
min. à 
a rupture 

kg 

Poids 

par 

mètre 

g 

Diamètre 

mm 

0,3 

14 

1,2 

1,2 

203 

8,8 

3,5 

0,5 

35 

1,5 

1,5 

318 

13,8 

4,0 
i * _ „ 

0,0 

51 

2,2 

2,0 

549 

24,5 

5,0 

0,8 

90 

3 9 

2.5 

857 

38,3 

6,0 

1.0 

141 

6.1 

3,0 

1200 

55,0 

7,0 


Charge 
min. à 


poids 

par 


la rupture mètre 
kg g 


Haubans ronds 



1 


Charge 

Poids 



pas 

A 

d 

de 

— 

mètre 

D 

pas 




rupt. 

I e " m 

suppl. 



0 , 01 mm 

mm 

mm 

kg 

g 

, g 

mm 

0 , 01 mm 

60 

35 

1,8 

400 

27 

24 

8 

125 

75 

40 

2,0 

500 

34 

29 

8 

125 

90 

45 

2,5 

750 

53 

44 

9 

125 

90 

45 

3,0 

1100 

71 

62 

11 

150 

100 

50 

3,5 

1500, 

97 

84 

1 12 

175 

100 

50 

4,0 

2000 

121 

108 

14 

200 

100 

55 

4,5 

2500 

155 

1?5 

16 

200 


Poids 

!«'• m 

mètre 

suppl- 

(t 

tr> 

g 

! 191 

165 

1 225 

199 

1 234 

273 

370 

318 

478 

414 

700 

637 

1053 

912 














































BARRES EFFORTS; BARRES EFFORTS 


























Forces appliquées ; Forces verticales F A , F E et F c aux nœuds A, B et C. 





























































d’une poutre plane triangulée (méthodes 1 et 2), 


FLANOHR 

N" 16 


te fl 

-4 




Caractéristiques 

Crémona 1 

Méth. 1 

Méthode 2 

Repères 


Section 

1 

Long' : 

Param. 

Repères 

Efforts 

Allongé 

Crémona 2 


barres 

Désignation 

S 

L 1 

C - 10 *4 

barrés 

F 

/ 10'*-C-F 

♦ 

Repère: 


io f-c-a- 



mm 2 

mm 



kg 

mm 



mm 

AB 


40,4 

400 

12,31 

10-11 

— 210 

- 0,259 

1-5 

- 0,125 

0,0323 

CD 

Tubes carrés 

46,4 

318 

9,79 

12-13 

F 310 

F 0,304 

6-7 

'+ 0,626 

0,1000 

EF 

20 x 20 x U b4 

Duralumin 

46,4 

259 

7,97 

14-15 

4- 175 

+ 0,139 

8-ü 

+ 0,770 

0,1073 

! GH 


46,4 

200 

G,76 

16-5 

F 50 

+ 0,031 

10-2 

+ 1,00 

0,0308 

BD 


57,6 

401 

9,94 

2-11 

+ 900 

+ 0,895 

2-5 

F 2 501 

2,2398 

1 DF 


57,6 

200 

7,44 

3-13 

F 450 

U 0,335 
—- 

• 2-7 

+ 1,875 

0,6277 

FH 

Tubes carrés 

57,G 

300 

7,44 

4-15 

F 172 

+ 0,128 

2-9 

F 1.150 

0.1428 

~a<t 

20 x 20 x 0,8 
Duralumin 

57,6 

405 

10,04 

8-12 

— 455 

— 0.457 

3-6 

— 1,895 

0,8656 

CE 

57,6 

203 

7,51 

7-14 

—- 175 

L 0,131 

3-8 

— 1,165 

0,1487 

j ECr 


57,6 

303 

7,51 

| 6-3 G 

0 

0 

3-10 

0 

0 

AD 

Tubes carrés 

46,4 

552 

10,99 

| 11-12 

— 625 

1,060 

5-6 

— 0,862 

0,9050 

CF 

20 x 20 x 0,64 

40,4 

426 

_ 33,11 

13-14 

— 305 

1— 0,519 

7-8 

— 1.029 

0,5396 

Eli 

Duralumin 

I 46,4 

385 

31,85 

15-16 

1 — 225 

L 0,267 

9-10 

— 1,490 

0,3884 

.- 

--- 

1 








6,2180 

* 


1 EU'orts F et k: + = compression.—= 

traction. 

Flèche verticale 

Conventions de signes AUongements L . + 

= raccourc t —= 

allong'. 

'1' en G=2-6,218 mm 











Principaux cas de flexion 



CAS DE CHARGE 


Réactions 



Poutre encastrée a une extrémité 
Charge concentrée à l’autre 
extrémité libre 




Rn=~P 


-M n =-Pf 




R B =—pi T ~px 



-m b = 

2 


T,.=P/ 


MOMENT 

FLECHIS S ANT 

Equation 


Valeur maximum 


M —P.x' 
(linéaire) 


M«=P/ 


x- 

M B—P O 
(parabole) 

P 

M n p g 


DEFORMEE 


Equation 


Flèche max. 


El-pta 


» - bIT ( ^- 3 ^+ 2îs ) 


^ îleT 
(à l'extrémité libre) 


p = charge par unité 
de longueur : P—p/ 


Poutre encastrée ù une extrémité 
Charge répartie de variation linéaire 


î/^24 E f U' 1 —1 P.(H-3 P) 


_ üü_ 

Pa kEI 
(à l’extrémité) 


T=fl.r+ 

lc a k 

— ^ M-= T -*« + - r *» 


(parabole . 1 (parabole cubique) 


b— a 
P=“+ — 

p—n-\-kx avec k— - 


Poutre sur deux appuis 
Charge concentrée au m 


__c_ 

T 

*T”r 





1 X 4 

Px . 

L -\ 

[n 

3 

4 ) 

U- 

r 3 / l .r i 3 \ 


2a+ b 

M b=— *" 


11 a+ 46 
(à l’extrémité) 


de A à C : 


M =— —g— y = 7^"FF (3i 2 —4a: 2 ) 

de A à C : 2 ET 

p de C à O : (de A à C et symétrique 

T=- T rte Ci B) 

V 

de C à B : 



R a=— B - 


Rji -g 


P P 

T= ~2" M 0 =— y/ 


PP 

^“48 El 


C-milieu de AB (sous charge P) 


Poutre sur deux appuis 
Charge concentrée en un point 
quelconque 


Pb 

Ha =—T 

Pb 

T= ~-l- 

de A à C : 

P b 

m—T Æ 

de C à 1J : 

Po. 

M=— — il—x) 

de A à C : 

P b x 

^ÔIËi" 2 - bS - ï2) 

de C à B : 

y- m El “ 2 

Pc 

H D =- T 

Pa 

T = -r 

P ab 

M o=--r 

Pbæ, 3 

2/,üat "“' liiEI 

rp—w 

pour a- , = y/ — j~ 
















































MOMENT 
Effort FLECHISSANT- 

Réactions tr a nc hani _ Equation_ 

Valeur maximum 


U A— O 


M =—P -f -((—'••) 


Equation 
Flèche max. 


El = O 


(^-2^ î + 13 ) 


vi 

r b =-t 




M c - P g • 


5 pi* 
384 El 


C=milieu (le AB 


R A =—px T = B a 
bCJc + W 


r b =— î ,x l 

b(2a + b) 


de 

A 

à 

C 

: M=R a .t 

de 

C 

à 

D 






(x —a y- 

M= 

R 

A X 

-’rP o 

de 

D 

à 

B 


M 

= B 

u 

(i- 

-X) 





«A \ 

M m a X 

=l M 

a -Tp ) 





2c + 0 

pour 

X 

= <1+0 21 


T"=—B b 


J V M _B A .(M . <r ("+ 3 ) +=—(3»*—««»**+««) 

-g(«tt+b) Ts= r 3b0 EI V 

R A + ax - -- 

kx 2 M max pour x=x t 

R s= + ~2 £ i= _ 

--^(a + 26) o v-y,V + ~(2<M-b) fc 


Poutre sur deux appuis 
Charge concentrée sur un porte- 
à-faux 


Ra.- b 


Br— t> 


Pi rp _ _J> 


R»=- 


R _ ü 
Rji— i 


de A à C : 

M=—;r 
Ide C à B : 


T'=^=Ç tB 

l 


.de A à C : 

* \y =— siSi <* 2 + 3&ï — p > 


de C à B : 


M = 4 «-J !/=-6iEX +(2il+ !5Ï 


~x s — ’ilx 1 


E ' î 

-3a-),T 

—no 3 /J 


en C : — ■}— si a>b 


oa + aT s * 























Jc//*'m<3 du Ion qeron (Vue de face) 


r——■ 

ü/>= 5200 Juj/m 
|j n à s 40 i<ç/mm' 
W A-, ffO mm 


p m if00 kg/m 
n a > 295 Ayfnr 
h- 31 mm. 


Données 

Forme extérieure. Charges appliquées et contraintes admissibles (à la rupture). 

Voir schéma ci-dessus et parag. 7.1. Matière : Duralumin AU4G. 

Élections envisagées : voir schéma ci-dessus. Origine des abscisses x : extrémité 

(section 0) 


. Relations préliminaires 

Dans une section d’abscisse x mètres : 

, 500—115 

1 Hauteur extérieure: H=llô + -—^- x— 115 + 55 x (en mm) 


Largeur utile : 


6=31+ 8 °~ --x-=31+7 x (en mm) 


Ordonnée de charges réparties(kg/in) : p=1700+ 


5200—1700 


f - x -1700 + 500 x 


40—29,5 

Contrainte de flexion admissible (kg/mm-) : n u =29,5-f Æ=29,5 +1,5*■ 


Chai*. IX 

— - - - Calcul de dimensionnement rapii 

et 8.3 


Détermination des efforts appliqués aux sections droites 
Expressions algébriques 


Efforts dus aux charges réparties v Efforts dus à la charge concentrée F 

T, = f* pdx-r *(1700 + 500X) dx=1100x + 250.x - - de j;= 0 à .r= 1 : T„=0 M,=() 

* 'V* ' °r x - (en kg) ' de .ï=4 à x—~ : T ■=—3000*kg; 

M,= / T,e tx= / (1700*—250a?*)Æï M,»—3000 (x— 4) mkg 

• " - " = 850.T 2 4- 83,33x 3 (en kg) ~ 

Valeurs numériques au niveau des sections envisagées : Voir tableaux ci-contre col. (i, 7. 17,18. 


M a =—3000 U—'D mkg 


Efforts résultants : T = T,+ T a ; Voir tableaux: colo nnes 8 et 19. 

Détermination de l’épaisseur e des semelles. (Voir parag. 7.22) 


H— h / „ , 

c— — 2 avec h :t — Il y H-— - | ; colonnes 9 à 13 du tableau I. 

Nota. — On néglige, pour ce calcul, la participation de l'âme en flexion et les parties a et h det 
semelles affaiblies par les trous de perçage'des rivetages longitudinaux. On adopte une épais 
seur e variant linéairement et limitée inférieurement à S mm (construction). Voir diagramnu 

___et colonne 14 

Détermination de L’épaisseur de l'âme. (Voir parag. 7.3) 

M 

Calcul de l’effort tranchant réduit T'=T—lc yp- (colonne 22, tableau 2) 

avec H / =H— e (colonne 20) et /e=coefficient de convergence des scmclles= = o,055 

épaisseur théorique : cr— H p avec £*=10 kg/mm- (Valeur forfaitaire) (colonne 23) 

épaisseur adoptée : tôle standard d’épaisseu r supérieure (Voir diagramme et colonne 24) 

Détermination du rivetage âme-semelles. (Voir parag. 8.3) 

d=diamètre des rivets (colonne 25) S=section rivets= — d ‘- ■ 

Condition de cisaillement des rivets : Rivets AU4G ; t a =2 4 kg/mm- 

double cisaillement d’où: IV =—-—(en mm) (colonne 2 (i) \ 

48 SH' ; , Aj 

Condition de matage sur l’âme : p a =60 kg/mm* d'où : P", = 00 (colonne 27 ) " 

Pas maximum admissible P„ : colonne 28. * "Ua 


d=diamètre des rivets (colonne 25) S=section rivets= 


EJ 




















PIANCHE 


pije 1 ru longeron à âme mince. 

TABLEAUX DE CALCULS _ 

Tableau 1 : Détermination de l'épaisseur e des semelles. 
' Lso£T“ S " ^Mome ntsï^chissântsj _ ^mVslrnern^çliai- 



Sections j 

S 

o 

r> 

X 

w 

;K 

m 

1 , 

1 

2 

2 

3 

• i 

«J 

4 

4 

5 

5 

T' 

6 

7 

7 

i r 

~~ï~ 


-^Moments fléchissants Termes intermédiaires _ épais. 

--i" 77 u fi M ,5M I /i-MO- 3 h théor.ladopt. 

b *« M, M 2 m [i- b - 

im | Kg/mm 2 mkg mkg_ mkg mm» mm 2 _ m 1_ J™ 

o7~‘i1 I '.133 0 933 4752. 24148 4105,2 160,2 4.9 8 

oo i __ ._I ___ _ - —-- - 

r a ^ 40671 0 4067 166851 339.40 7636,5 106,0 15,2 

— 9900 I) ÿî)00 13600 44800 12544 232,3 2^,85 24,2 

D <r lir 1 m H ' 18933 m Iroo 19426,6 W 83,1 

- C( T- 17-1^7 m "~28667 81665j31849,3 317,0_ 36,5 37^ 

48600 H) ' 42600 90945 107080147650^6 362,5 41,25 

lo 40 70233 —-9000 1l233 114812 135188 (1 7594 jm\3 46 3a 16^ 


II 

b 

n „ 

mm 

mm j 

kg/mm 2 

170 

38 

HT - 

225 

"45 

32,5 

-ÿstT 

52 

1 

335 

59 

35,5 

390 

66 

37 

445 

73 

38,5 

500 

80 

40 

3 

1 ^ 

5 


x- T, 


2 2 


1950 

4400 

Ho 


4 ; 4 108001 


3Z~ 


I —3000 2115 

Ï8 13 


IV 

mm 

M 

k w 
kg 

T , a 

théor. 
kg mm 

a 

aüopt. 

mm 

d 

mm 

P' 

1 a 

cisail 1 

min 

Pu 

mat. 

mm 

1',, 

max. 

mm 

1G2 

317 

1633 1.01 

1 

4 

61 

23.8 

23,8 

209,8 

1060 

3340 1,51 

1,6 

4 

38 

24,0 

24,0 

255,-9 

2120 

5230j 2,04 

2,5 

4 

29,6 

29,3 

29,3 1 

301,9 

3450 

7350 2,44 
4350 1,44 

_ 2,5 

2 

4 

4 

24,8 

42 

24,6 

33,3 

2 k, <> 

33,3 1 

352,4 

4470 

7280 2,06 

" 2,5 

4 

29,2 

29 

29 

402,9 

5810 

10390 2 57 

3,2 

5 

36,6 

37,2 

,16,5 

453,4 

eo 

7430 

2 I 

' 13720 3,03 

22 23 

8,2 

21 

5 

25 

31 

?r, 

31.7 

27 

1_ 

31 

Ï8 


ft: 


Diagramme des épaisseurs 
Echelles 

e (semelles) : 1/50 
• a (âmes) : 1/1 
Envergure : 1/50 


e théorique I 


H I, 

a théorique} '4 


•in 




<r@- 










b) Angle de rotation de la section (2) (Voir chap. X, § 2 .) 

M 

Aire délimitée par la courbe Rentre encastrement et ( 2 ) 

1 M 

S—436,5 + 470 + 527 - 1 - 001 H- 080=2714,5 mm 2 

1 M 0,25 

Echelle des rotations: 1 mm 2 ==- (échelles surfaces courbes - 7 - ) — =2,57 x lu - 11 radian 

IL I lUIJU 

d’où :« t = 2714,5 x 3,57 x 10"'x 57,3 =5,55 degrés=5*33' 


c) Flèche à l’extrémité du longeron (Voir chap. X § 4.3.) 

Moments fictifs m dus à 9 =1 en bout : m-= 100 x (en mm) (colonne !)) 
Produits —— - : colonne 10 et courbe ci-contre (à l'échelle I mm=20 kg/mm 2 ) 

lV[ m 

1°) Planimétrage de la courbe*—: S, =3220 mm 2 

Echelle: 1 mm 3 =-^- (échelle ) .(échelle longueurs) = ^~qqq^ ~ =0.143 mm. 

d’où u n =3220 x 0,143 = 461 mm. , 

2°) Addition des produits partiels moyens (colonne 11) 

U 0 = V A:v= V. =0,1428 x3228,3 = 461,2 mm. 

“ —j El <00(1 I 

3°) Valeur lue sur le tvacé de la fibre déformée : 73,6 mm ; soit y =73,6x6,25= 460 mm. 


a) Tracé de la fibre moyenne déformée 

M 

Voir épure ci-contre, effectuée en utilisant la méthode de la courbe — 

El 


(Chap. X. § 3.32). Voir valeurs de — colonne b et échelles ci-contre. 


1 

Calcul des déformations de flexion d’un lonj 


Questions 

Pour un coefficient de calcul égal aux 2/3 du coefficient de rupture 
(d’où M=2/3 M (rupture). Voir colonne 7 tableau ci-contre.) 

a) Tracer la fibre moyenne déformée du longeron ; 

b) Evaluer l’angle de rotation de la section (2) (x=2m) ; 

<•) Evaluer directement la flèche verticale à l’extrémité. 

Nota : On supposera pour ces calculs, la section d’encastrement indéformable 
* Module d’élasticité E=7000 kg/mm 2 (Duralumin AU4G) 


Données 

Dimensions extérieures du longeron et épaisseurs e des semelles 
déduites de la Planche 18. 

(Voir colonnes 3 à 5 du tableau ci-contre) 

Moment d’inertie de flexion d’une section droite du longeron, 
avec les mêmes approximations que sur la planche 18. 

(âme et parties a et b des semelles négligées.) 

l=~W°— (H—2e) 

I 

(Voir colonne (1 tableau ci-contre) 

Moments jLêctiissants appliqués au coefficient de calcul à 
rupture : voir colonne S tableau planche 18. 






















ï'oj 


Sections 


Kepère 


Dynamique des 
forces fictives 

(surface courbe M/i) 
Distance polaire ci=70 mm. 


Echelles 


Longueurs ; 1 mm=50 mm ( e ) 

Courbe M/l : 1 mm 2 =50x 0,005 = 0,25 kg/mm 3 
Vecteurs surfaces (forces fictives du dynamique). 

1 mm=50 mm 2 =50x 0,25=12,5 kg/mm= (») 
Flèches (moments des forces fictives) : 

1 mm = 1/E end= - 7 qq 0 -= G > 25 mm 

Courbe : 1 mm=20 kg/mm 2 


TABLEAU DE CALCULS 

Caractéristiques M JM 

î b ë ï (2/arupi.) I 

mi mm mm cm 1 nikg ^s/ 1 -’ 

.5 31 8 14206_0 

7 0 38 8 _ 308,5 _ 622 156, 

ÜT 45 15,2 1508,2 _ 2718 ISO, 

;0 52 24,2 4112,2 6600 160. 

(I To” 33,1 _8923_ 12620 141, 
10 “ëT 1^6 15467 19120 123, 

ÜT 73 «7i 25250 26400 112 

ïfT 1T ~466 38415 40800 106, 


M 

M 

m 

Mm 

Mm 

(2/3rupi.) 

I 


I 

1 

moyens 

mkg 

kg/r.in 3 

mm 

kg/mm 2 

kg/mm 2 

0 

0 

ü 

0 

78,05 

622 

156,1 

1000 

156,1 

258,25 

2718 

180,2 

2000 

360,4 

420,95 

6600 

160,5 

3000 

481,5 

523,55 

12620 

141,4 

4000 

565,6 

591,80 

19120 

123,6 

5000 

618,0 

646,50 

28400 

112,5 

6000 

675,0 

709,20 

40800 

106,2 

7000 

743,4 



HT 


49 
























Chàp. XI 


Conditions de flexion de quelques profilés ouverts. 


PLANCHE 



d = |-c Ras de Flexion déviée : 

(ellicae d’inertie . cercle .) 


LEGENDE 

• G = centre de gravité ; G* G y — axes principaux d’inerties; • 0 ^= centre de cisaillement (l); 

C e v 1 euUcî/[= Axe principal de cisaillement. 

T 

< — *- — Lignes d'application d’eflorts appliqués (ou réactions) donnant lieu à un état do flexion plane. 

T 

= Lignes d'application » » » » » » » »» » de flexion déviée (2). 

T 

Lignes d’application » » » » » »> » » de flexion aveo torsion (3). 

( (i) Les positions dé centre de cisaillement indiquées supposent toujours les épaisseurs très faibles. 

) ( 2 ) Las angles 0 d'inclinaison desforccs désignent des angles quelconques différents de oo et de 90». 
NOTA t j (31 Toutes les charges autres que T ou T* donnent lieu à des états de flexion aveo torsion. Les forces Tj 
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jHAP. XII 


§ 1- 




Caractéristiques mécaniques 

des principaux BOIS utilisés en construction aéronautique. 
BOIS EN PLATEAUX 


PLANCHE 

N° 21 



Désignation 


'CD 

-*-> 

• r—i 

2 

S £ 

Contraintes 

admis, a rupture 

<D 4-> 

3 $ 




CO 

C 

Co W 

U £ 

Compression 1 

Traction" | 

Cisail- 

o ® 


Appellation 

Proven. 

o 

O) ? 

cc $ 

J 1 

-L 

11 

-L 

lem 1 


Catégorie 

i 

usuelle 

(D 

(2) 

% 


U) 

(3) 1 <*> 1 

kg/mm- 

>'B) 

1 (6) 


spruce 

Amér. 

0,46 

7,4 

3,5 

0,65 

8 

0,13 

0,33 

1000 

Résineux 

sapin blanc 

1* 

Suisse 

0,45 

6,0 

3,5 

0.65 

a 

0,13 

0,35 

1000 


pin sylvestre 

France 

0,53 

7.,4 

4,2 

0,80 

9 

0,14 

0,40 

1000 

Feuillus 

peuplier 

France 

0,44 

7,1 

3,1 

0,40 

7 

0,15 

0,34 

800 

tendres 

aune 

France 

0,45 

7,0 

3,4 

0,45 



0,35 

900 

1 

bouleau 

Norvège 

0,70 

8,5 

4,1 

1,10 


0,25 

0,50 

1100 

Feuillus 

noyer 

France 

0,65 

7,1 

3,9 

1,20 


0,27 

0,50 

1000 

durs 

frêne 

France 

0,72 

6,8 

4,4 

1,40 

10 

0,30 

0,65 

1200 


hêtre 

France 

0,70 

10,6 

4,2 

1,30 : 

11 

'0,35 

0,70 

1100 

Feuillus 

très durs 

1 ' 

hickory 

Norvège 

0,81 


6,1 

2,20 



1,02 

1300 


Indications 

d’emploi 


Mâts, semelles 
de longerons 
ou de caissons, 
baguettes de 
nervures 

Chapeaux de 
nervures, cales, 
tasseaux, lisses 


Cales, quilles 
d’angle, 

hélices, plaques 
d’appuis, 

semelles comprim 

Plaques d’appui, 
patins. 


Remarques 

(1) Les densités et les caractéristiques mécaniques correspondent à une humidité de lo %. 

( 2 ) Rétractibilité (dans le sens tangentiel aux couches annuelles) entre bois vert et étuve. 

(Ii) 11 : Sollicitation dans le sens des fibres. 

(/i) j_ : Sollicitations perpendiculaires aux fibres (valeurs minima radiale ou tangenliellc). 

( 5 ) Cisaillements tangentiels (valeurs minima) à considérer en glissement de flexion. 

(6) Modules d’élasticité longitudinaux E mesurés en llexion statique. 


CONTREPLAQUÉS 



'O 

J1 

Traction (kg/mm : ) 

Contr. de rupt. | Module d’élasticité 

Cisaillement (kg/mm-) 
Cont.de rupt Mod. d'élas. 

Indications 

• 

Désignation 

a 

<u 

o 

11 

1 

X 

II 

1 

X 

11 
pi i 

X 

_L 

X 

d’emploi 



Tir 

(2) 

(3) 

(1) 

(2) 

(3) 

_L 

» 

(4) 

(4) 


okoumé 

0,48 

4,5 

2,7 

2,1 

880 

82 

170 

1,2 

2,3 

70 

200 

Revêtements, 
âmes de 

bouleau 

0,67 

93 

5,4 ; 

3,8 

1600 

140 

270 

2,2 

4,5 

85 

270 

longerons et 

peuplier 

0,46 

5,1 

3,0 

2,2 

1010 

77 


1,3 

2,4 

60 

190 

de nervures 


Remarques 

(1) Il Effort dirigé suivant le sens des fibres extérieures. 

(2) J_Efi'ort dirigé perpendiculairement au sens des fibres extérieures. 
<3) y Effort dirigé à 45» par rapport aux fibres extérieures. 

( 4 ) Valeurs déduites de la publication Américaine ANC5. 

























Ch ap. XII 

§ 1.52 


Abaques pour calcul en flexion p 

-Notations 


I 


Données -dotations 

Schéma Répartition des contraintes = e = eur relative scmelle comprimée 

du longeron de flexion pure (a la rupture) i n 1 


r 

7 ^ 



220 - 


U.îttr 2 

TJ,_ 




D' a. 

2 = —- = épaisseur relative semelle tendue. ' 


e y épaisseur sem elle comprimée 
l J - = -p — g “ épaisseur semelle tendue 
P + e' hauteur remplie 

° h 7 hauteur totale p| isg ^ 

H—e— <e' hauteur vide , v . 

H ~ hauteur totale d’cvi.lem 

Z 

T = - TT = hauteur relative du point de brisure 
« tensi 

a — —— = paramètre de charge admissible, i 
v bH.*n ca ■ 

M = Moment fléchissant admissible à la limite 

rupture* 


1 

c? 


J | 

Abaque N'' l : Vérification des sections. 


~"~l 

V. __ J. 

-- - 


\ 

\\ 


> 



- 

fÿf" 


» - 







—- ’ 













Il 


I 

I 

K 






0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 / 1,1 ■ 1.2 


.3 1.4 1.5 1.6 1,7 1 .8 I, 


II 

I 





























































































des dations dans les poutres en bois. 
ationMricaine A.N.C.5). 

Abaque N° 3 : 

INTERVALLES LONGITUDINAUX H!MINA ADMISSIBLES ENTRE LES 
BOULONS DE FIXATION DES FERRURES SUR DES PIÈCES EN BOiS. 


ç> Ô—o ï 


Direction I effort . 


i I ï-O.S<J I 


(?) Diamètres des boulons 
faner ou durai ) 

Courbes valables pour 
le spruce . 


_L 



PLANCHE 

n° 23 


Coefficients correcteurs 























































PLANCHE 


Abaque de combinaison 
des contraintes normales et tangentielles. 


n° 25 


























Indices de minceur 


Chap. XVI 


§ 4.13 


Flambage local des cornières à ailes égales 


25 

AciersF Au4 &, 


*7 


~ _ Mode d’emploi _ 

Aligner /es pointe représ enlcml /es valeurs de fi et d e 
71 cà du cas considéré. 

Cf) Si la drot/e d’al i gnemenr ne recoupe pas /a courbe 
?lcâ ° droi /<e du poinl n Cà considéré, l/re 77co (échelle 
de droile J sur le prolongement- de celle droile. 

(Exemple . Au4G. 13= 10, n Cd = 40 . P co = 27» 7■) 
bj Si la droite d’alignemenl recoupe la courbe Hca 
-^ à droile du poinl H ce considéré , 7 ire 77 co sur la 

langenle à la courbe l7 C é issue de fi. 

(Exemple.- Au4G 3 fi = 20, = 40 , n C o*10-) 


100 
ilo y. 
120 ' X 


50 45 40 35 

60 A-+-H+KJ . 50 


fourbe 17ca 


( Contraintes ad/niss/bJes\ 
en compression pure en kg/mm e )\l 5 


_ Remarques __ 

1) Si une aile est maintenue rigidemenl 
prendre : fi - 0,77 — 

c3 

£) Pour un mêlai quelcongue de module 
d ’é 1 as lie i lé E prendre une valeur fictive 
fi 3 sur J*ê ch elle des fi Au4G 

13'. /3 yj^W 

S) Cceff/cienbs K: 

Au4& : K = 1,75 

Acier : H = 1,675 


PLANCHE 

n° 26 


75 

" ‘ Î5 
£ 
$ 


«3 

iS 

5 






























Indices de minceur- 


Ch.vp. XVI 


§ 4.13 


Flambage local des tubes carrés. 


A c/ers 

(E-Zoooo) 

90 


60 


AU4G 

(EalOOC) 

55 



50 


70 J 


60 


soi 


45 


40 


50 


40 


30 t 


20 £ 


10 

(ÿ- 


25 


20 


15 


F/o 

5 

O 


_ Mode d'emploi _ 

Aligner les pointe représentant les valeurs de fi et de 
n Cà du cas considé ré . 

a)5/ la droite d'alignement ne recoupe pas la courbe 
11 ce a droite du point 77 ca considéré , lire 71 CQ (échelle 
de droite ) sur le prolongement de celte droite. 
(Exemple lube AuéG- de 20x0,8 , B_ 19,2,b . 0,8,(3.-24 
Pce = 4G Kg/mm 2 , n co = 29,2 Kg/mm a } 
bj Si la droite d'alignement recoupe la courbe Dca 
a droite du point n& considéré, lire n co sur la 
tangente à la courbe 71 Cà issue de fi. 

(Exemple : tube Au4Q de 100x2,B s 98,b= 2 t fi *49 
n Cd = 40 Kg/mm 2 , l7 eo = 11,2 Kg/mm 2 ) 


50 4540 


35 



_ Remarques _ 

lJ Si les faces adjacentes à celle considérée sont 
maintenues rigidement prendre : ^ fi * 0,77— 

2) Pour un métal quelconque de module 
d'élasticité E*prendre une valeur fictive 
fi’sur l'échelle des fi Au4(x : 

fi'. fi 

3) Coefficients K: 

Au4G : K - 0,2£ 

Acier : tf = 0,26 


PLANCHE 

n° 27 


70 


60 


50 


-40 


30 


20 


15 


10 

9 

8 


te 


F 5 


Taux, de flambage local n co (, ky /mm 2 ) 








































Indices de minceur 


Ciiap. XVI 

§ 4.13 


Flambage local des tubes ronds. 


PL ANC: 



TcJUX de f/dm/btjqe loCdf H C o ( kg/r 

















Elancements équivalents 


Ciiap. XVI 


g 4.232 | 

Aciers I AUdG 

(e^œoâ—(£ : joop) 


_ Flambage général des poutres rectilignes 
de sections constantes (STRAND=EULER) 


_ Légende _ 

^ = élancement équivalent de b poutre = oij^' 

^ longueur réelle de la poutre 
C = rayon de giration minimum de la section droite 

of ts coefficient d'encastrement ( ch. XlljL 2 4) 
tico =■ 7c/</a c/e flambage local (ch.'X.VT. J^4.f) 

O c \^ Contraints critique de flambage general (valeur cherchée) 

_ fl ode d emploi _ 

Hoir abaques planches 2.6 et 2T ■ 
ôt chapitre &\H parag. 4.222. 


PLANCHE 

n° 29 


rSr 20 

30- ~ 

.2Q- JO 


100Courbe H Co >c 

(taux, de flambage local V 

en bg/mmî) \ ^ 

_ démarqués _ 

Y. Pour un matériau quelconque démodulé d'élasticité £', 
prendre une valeur fictive X* sur l’échelle des A AU4Q: 

2. <&i les sections ne sont pas sujettes oc flambage 
local (sections massives) prendre n co - n Ct3 

3. Dans le cas des profilés ouverts, vérifier en supplément 
leur tenue au -flambage de torsion (chap Wl fi ÿ) 


’nfes crihques- c/e flambage génères! n eX (kg/mm 2 ) 

































Flambage général des pi 
( Abaqu 


pillll 

mm 


pi 

I -ta iûct.o.vi.- 

EïIissîssî 

fessssssssi 

.V,Rbira.«K‘Ki>rn i 
l&'KK.cflifc'S’WUh 
k’iJSî 

■'.-r 

I l^aaŒftOk'îB.ï 
^•üwuî-’.'îaw, 

likssgssi 

■ ■aUMVMI 


POUTRES EN ACIER 

(E = 20.000 kg/mm 3 ) 



Hd • 

î 


iüigss 
pssssss 
islwss 


lliiiiii 

■IBIKSRa 

sMiisafii 

ssciasvl 

SSS&8ÜIS2 

iüsüsasi 

ssssssfsi 

kSHVSi! 

SSËSKSSiS 

saissssi 

1IIB 


pii! 

liSSQiSl 
IKiSÜ 

SRI1I 
11111 
illli 
ISÜ 

ËSSSSg 
115191 

lllllll 

piIBSE 

Imm 

IBIIIBI 


Légende 

(Commune aux deux abaques) 

n co = Contrainte critique de flambage local (1) (ch. XVI. § 
n c \ = Contrainte critique de flambage général (valeur chei 

X = Elancement équivalent de la poutre. 

a 2 L 2 S 
X “ I 

1 / — Longueur réelle de la poutre. 

oc = Coefficient d’encastrement (cliap. XVI, § 2.4). 

S = Section droite de la poutre. 

I = Moment d'inertie minimum de la section droite. 


(1) Nota : pour les sections massives (non 
sujettes au flambage local) remplacer n 
par n ca =contrainte admissible à rupt 
en compression simple. 


fgi 





lliiiiii 

IIIIHflitSH 
iBiiBiBiiiaïl 

BBBhÜ 



i iüiilfi 

■liiliili 



IISII 

iiiiiii 

IIIIIU 


trmtmi 


IHSIlill BIIII!BlllflllBi5iS5SI8S&SlBi»J 
BBI1BB11 ilBB HBiBBIBBHIBgSagSSSSgiBSl 

llSIBilIBiiSaSlgiSIBiiPlIlK 
■l81BRlSlglSll8liaill8lliSrijl| 
lliiiiii 8IHI8888Blilll!811fll881B8ilil 
IBIIllilIBll I8ilillSiilBIIIBI8l!BII81 
IIÜIIIIIIBB 8!ilii!iii!iiilSBliiliil8 
i^iiillll Illlllliiilüilllli 
fiilElllllli llliiilliiiiüllllilüiil 
llülIIIIBli iiillilillll 

mmmm iiiiüniiiisgiii 






































blanc: 


IktiliÉnes de sections constantes 

2%RAND.EULER). 


POUTRES EN DURALUMIN 

CE=7000 kg/mm 2 ) 

Mode d'eniploi 

(Commun aux deux abaques) 

Voir chapitre XVI, § 4.231 




mm 



U 40 35 30 25 








passa 

t nrrvTfa je Æzt.. 


~K[SL- JU4-1-4*’ ■ 

t: 


0 15 U 15 12 11 10 9 s 7 e 

Contraintes critiques n co et n c \ (kg/mm 2 ) 

















Poutres longue. 


(etlrèmitc '3 articulées) 


Légende 

L longueur totale de la poutre. 

1 longueur du renfort médian. 

I Inertie de la poutre non renforcée. 
1 Inertie do la poutre renforcée. 

]• c charge critique de flambage 
(Euler) de la poutre non renfor- 
-2 El 


F c = \‘ F C ' = charge critique de flam¬ 
bage de la poutre renforcée. 

Les chiffres encerclés indiquent les 
rapports I,/I relatifs à chaque 















PLANCHE 


poutres longues renforcées. 



N° 31 



P. V allat. — Résistance des Matériaux. 


SO 








































































































*Vi +Ï V* 


CONVENTIONS GENERALES : Sens de cheminement—>■ ; forces et réactions positives j, 








































































Ch. XVIII 


Efforts 


61470 120,3 


Calcul d’une poutre droite continue 


DONNÉES 

Longeron de gouvernail de direction étudié 'planche 7, avec une articulation supplé 
mentaire D (non bloquée longitudinalement). 

Charges appliquées : voir planche 7. — Variation de I (moment d’inertie de flexion) 
voir diagramme 2 ci-contre et Ch. XVIII, § 4.6. 

Matière : Duralumin AU4G ; E=7000 kg/mm 2 . 

Efforts dans le système rendu isostatique (poutre sur deux appuis A et D) : efforts 
tranchants t moment fléchissants m déterminés d’après planche 7 : voir dia 
gramme 1 ci- contre. _ ___ 

PARAMÉTRES DE L’INCONNUE 

Inconnue X : réaction de l’appui D, dirigée arbitrairement de haut en bas (sens posi 
tif des charges appliquées). 


« Effort tranchant » dû à X — 1 


U, O 

travée Al) : «' =— — =—U,444 ; 

1,0 

travée DB : a' = =0,556 (tabl. col. 1). 

1,0 


« Moment » a du à X=1 : voir tablea u (colonne ü) et diagramme L_ _ 

INTÉGRATIONS UTILES AUX CALCULS 
(Ch. XVIII, § 4,226) — Limites utiles : de A à B (sections a à h) 

Méthode 1 : Tracé et planimétrage des Méthode 2 : Somme de produits partiels 
courbes : Voir tableau co- par intervalles Ax (valeurs 

lonnes 8 et 9 et diagram- moyennes) 

me (2) avec résultats. Voir colonnes 11 et 12 du 

tableau. 

Nous retiendrons les résul tats de la méthode 1, plus précise. _ 

CALCUL DE X 

CAS I : Appuis indénivelables. CAS II : Appuis dénivelables (selon 

figure 3). 

Dénivellation relative appui D : 

60 ■ 0,8 

y =24-—— =—2,66 mm 


X,= — ■ 


Sx A* 

’t-T* 


324200 


= -578 kg 


vi rti'j. 

W-ZT^ - 2 - 66 - 

2“ A;r =—611 kg 


■7000—324250 
561 


CAIiCUL DES EFFORTS RÉELS 
Voir tableau (colonnes 13 à 20) et diagramme (1) (redressements courbe m par rapport 
à Ad, Bd, et Ad z Bd 2 ; décalages * , X l et a'Xj de t). . 

TABLEAU DE CALCULS 


a 

a 

mm 











































































































































Chap. XVIII 


Cas particuliers de portiques, 


Cas de charge 


Réactions 



=0,4591 P 


Y=— M A =— M b 


Moments fléchissants 


M 0 =M d =—Xh 


3 ub 

~2 P 2 Kft+31 


M P =—X7i + P — 


M.=Pèa 


oa Y 21+K/i 1(1+ 6Kft| 

Pi>a 

Mb_ 2J-!-K h 
M 0 =M A —X/i 

_ 

Md " + 2(KIl+21) 
M e =M 0 —R A a. 



M a =M b = 


pl 3 

12 (K/14-21) 


pl* 

M o M D 6 (K/i+'21) 

2>i 2 (3K/i4-2/) 
M e - 24 (Kft+2l) 


rl—cosO sinoi 
M = p R[—2-T] 

de 0 =0 à 0 —~2~ et symétrique 


M r =0,182 PR 


1 —cos 0 . 
M=PR —^- 0 


,4591 sin oj 


de 0 =0 à 0 = — et -symétrique 
M c =0,0409 PR 

m a =m b = 



























eaux et cadres hyperstatiques. 


PLANCHE 

n° 35 


Encadrements d’ouvertures dans les parois minces 


Cas de charge 


Equilibre d’un quart 
de cadre ou d’anneau 


Champ de traction (ou compression) système bi-svmétrinue 
uniforme (p=charge par unité de système Di symétrique 

longueur =ne). 

.LU. « t p t t t t t f k 


Efforts de liaison 


( T i=° 

■ N = p JL 
en A et, A' ' 1 2 

U = - paa 
1 12 ( 0 + 6 ) 


®--l*_o *2 

L_a_, 

11... j—_ i 

côté AC : M = O = M, 

♦ TTtfpfTTTTT côté CB : variation parabolique de M 


Champ de cisaillement pur uniforme Système bi-antisymétrique 
parallèle aux côtés. 

(-=flux de cisaillement=£e) /^TTîT-p,., 

.r îT - ^1— 


cil B et B 


/ N =0 


'M a =M =-»f 


en A et A' 


ï 


Variations linéaires de M. 


^ Champ de cisaillement pur uniforme Système bi-symétrique 
■£) oriente a 45° 

(--flux de cisaillement=£e) 



2 en R ni H 



T, =0 


en A et A' \ N * 2 


my~ 


M r - H « 


Champ de traction ou compression uni- Système bi-symétrique 
(10) forme (p=ne=charge par unité de 
longueur) 




Champ de cisaillement pur uniforme Sygtème bi . symétri 
(t=flux de cisaillement =te) 




( Mj=M +1_ 

( T a =0 8 

) M — 

en B et B' { 2_ ~ 2 

I T a 2 

- 

- a 3 — b 3 
M *“ 12 o+6 " 

( T j=0 

en A et A (^=0 


/T 2 =0 

en B et B' \N 2 =—pR 


( T l= 0 

en A et A') N * =_tR 


en B et B' P 2- N i-' R 
1 - R 2 

^M a =M x = -~ 


Référence : Précis d’aérotechnique (Rc 5) par M. Robin. 

Ces formules sont établies dans le cas d’encadrements de section constante (El=cons tante) 
et supposent ces encadrements infiniment rigides vis-à-vis des parois. 



















CHAP. XVIII 
§ 6.48 


Calcul d’un encadrement d’ouverture circulaire dans une paroi so 


NOTATIONS 




Ckjvei 

Y 

d&rnorLtewÆô, , fil 


Pcrror' 


- : flux de cisaillement appliqué 
à la paroi ( T =fe=constante) 


R : Rayon du cadre compté sur 
l’axe neutre. 


E'S : constante de rigidité en 
flexion du cadre (El=cons-‘ 
tante). 

E'S : constante de rigidité axiale 
des diagonales (E'S=const.). 


üü 

R3E 7g = rapport de rigidités. 


0,0, : variables (angles à partir 
de OA). 




MÉTHODE DE RÉSOLUTION 

Calculs sur 1/4 de système AB (bi-antisymétrie des charges) 
Coupures en A (cadre) et C (diagonale) 

Inconnues hyperstatiques : 

( X=effort tranchant en A 
( Y=effort axial dans diagonale (+en traction) 

;ju ;iu 

Résolution par méthode du potentiel interne: ^ — 0; ~ 0 


EXPRESSIONS INTERMÉDIAIRES ET RÉSULTATS ALGÉBRIQUES 


Cadre avec diagonales 


Désignation 

Efforts (section S) 
système coupé 
{.Voir figure) 


0 = 0 M 

à TT 
0 =T ~T r 


Cadre sans diagon. Cas Z. — Compte non tenu de Cas 3. — Compte tenu de i 
(pour comparaison) l’allongement des diagonales l’allongement des diagonales | 


n—xïlJ'^adO^ — xR 2 (sin 0—^ sin 20) 

n=tR / ,J cos (0 +0) dO =-rR (sin 20—sin 6) 
J v 


t— tR J' 11 sin (0j + 0) d0 1 =tR (cos 6—cos 20) 


m+X R sin 0 
n —X sin 0 
f + X cos 0 


M m+XR sin 0 


N 


m+XR sin 0+YR sin (0— ~) 






























champ de cisaillement (encadrement renforcé par deux diagonales). 


PLANCHE 

n ° 36 


Diagramme comparatif des efforts sur le cadre : 

C as 1 , 

Désignation sans diagonales 


Cas 2 

avec diagonales > n ng/ot 


M 

Coefficient de moment fléchissant: 

-- - " ~ /y 

Coefficient d effort normal _— 

Coefficient c/'efforl tranchant : ^ 



itey 


Efforts dans les 
diagonales 

{Cas <2) 
y = ' 1, !6A t P 

((amprcssion et traction ) 





/"■ 






















Chap. XIX 

§§ 2.15 et 2.21 


Coefficients théoriques pour le 



32 3.4 3.6 
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Rivetage des raidisseurs comprimés sur les tôles 
de duralumin (Abaque de NEWELL) 


PLANCHE 


n° 39 



» cr =taux de compression du raidisseur (kg/mm 2 ). 
e = épaisseur de la tôle (mm). 
n c =limite élastique du durai employé. 

■ (n e =26 pour AU4G et 28 pour AU4G1.). 

P —pas maximum admissible (mm). 
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soumises à un cisaillement pur. 
















PLANCHE 

N° 41 






































PLANCHE 


Ch\p. XIX 


§ 5.1 


Flambage des plaques planes soumises à des sollicitations 
normales et tangentielles uniformes. 


n 42 






J 


COEFFICIENTS THEORIQUES K POUR LE CALCUL 
DES CONTRAINTES CRITIQUES DE CISAILLEMENT to 
DES PLAQUES PLANES DE GRAND ALLONGEMENT 
SOUMISES SIMULTANEMENT A DEUX CONTRAINTES 











Calcul d’une cloi 
(Structure d’aile monoion# 


Schéma d'ensemble fêM. Mo) charges 

ernn A” C" Piord de Fuite (caisson de ter-sien ) 


^neutre 


Q- 454-600” mz 


tes aérodynamiques réparties • 
•rtie Pire [tranche d'envergure 


2500 k çÀn 




Cas B : Efforts dus à la charge F 


Cas A : Efforts dus aux charges réparties 


Equilibre de la cloison 


Introductions de charges (en A) 


736 960 mmkg 


Réactions des parois (variations de liux) en kg/m ni 

I AT A'M 

9,848 = —TT = 3 ’ 291 


AM, _ 736960 

2 Q “ 2-434600 


Expressions des efforts agissants dans une section ce 
I' — Cloison assimilée à une console encastrée en 

r\ / x „ n.»—n tV7Q rURfi'l 3 .7:4-196 I T ' — IV2. 


FD +1414 X = 667 +1414 x 


+ 25320 

Efforts complémentaires dus aux réactions des parois 
l I T ,h=-2,72/t 


•2-- s AÜ=—1.696AL2 
a" B" B' soumise au flux x 2 .) 


AL2=— 3,44 AÜ 


Efforts réels (voir diagramme ci-contre) 





























Schéma de h 













































Calcul d’une section droite d’un fuselage coqui 


CARACTERISTIQUES DE FORME ET DE DIMENSIONS 


Caractéristiques géométriques 


âchernà de la section 


âme 2 


urnes 


ion 


Echelle 4/20 


épaisseurs 


mm. 


orne f 


àires SI 


hauteurs 


mm. 


[distances 
c/xes de 
:isàillement 


mm. 


Pentes des longerons 
(Fig. 29 a et b, chap. XXI) 


Centre de réference 


Inerties des poutres horizontales 


Poutre inférieure CH 


re supérieure 


1 / la./J. ?9.5 iMCOcmt 


63500 , 


par les parois ; 
L>=17;i dm 
tôles et profilés AU-iG, 


Aire totale limitée 


Matière 


Détails des langerons (Echelle l/r’) 


Longerons inférieurs C et D 


Longerons supérieurs A et 13 


Profile'. 


Pr ofilé 2,5 
Renfort 2,5 


\_ Semell e: 32 S emelle:/ 


Section 


<3/3 mm 


1 

Oesicjndtion 

En fhojectm vert râle 

Enpriijectioahonzcrlik 

A et & 

oC, = 0 


C et I 

oc r =31 ty.3lQô524 

k.rtojtfî.ojM 














à quatre longerons principaux. 


PLANCHA 

n° 45 


CALCUL DES EFFORTS ET DES CONTRA INTES 
Efforts appliqués à lu section 


Flexion verticale 


Flexion horizontale 


Torsion 


M =50-10* mkg T„=21,45 -10 3 kg 
" 0.05241-40000 

T„'=‘21,45 • 10 3 -^7-7 

T/=19000 kg 


’SS&'.'Ot} M »= 30 • 103 mkg M t '=5 ■ 10* mkg 

Ï7ÔT " | T,,=10* mkg _ 

etcorr ecUonde torsion __ 


.—*- — “ r ' 

Désignation 

Unités 

Foutre supérieure 

Poutre inférieure 

«a .n 

2 M c tléchiss. 

mkg 

- 30 - 10* • 43,4_ 12 2 1Q3 

A1 'n— 100,9 

OU • -AV '' 

106,9 

L =17,8.16* 

.-> __ •_— 

1 à - BrUt 

kg 

T 10 ‘ • 43 - 4 =4,05.10- 

A> * ~ 106,9 

10* • 63,o_ 

106,9 

5,94-10* 

î 1 r\r\ 

o î fl 

u Correct 

kg 

rn ,/ 2^034 92-12,2-10* _ j_ 07 . 10 s 

L 'n - 0,795 

,p 2-U,uaai-.iLo++. __ 1 3-10* 

- 0,795 

G 

•J- jjH 

2 W Corrigé 

1” ji n 

kg 

T„/=(4,05—1,07) • 10*=2,98 - 30* 

, 528 - 2,98 • 10* , }nn 

T,/=4,64 - 10* 

603 • 4,64 • 
8 *~ 5,94 • 10* 

D 2 =660+ 470 = 11 

Ï0 3 

—=476 

c o ^ 

.2 * S 1 " 

2 3 IC _ 

£ £ l 

O £ l> 

rri w 'T—, 

j mm 

mm 

1 4,05 - 10° 

D,=410+390=80b 

. * 

36 

.2 £ § Correct 

. mkg 

T hj .D 1 =4,05-10 s -800-10* =3,24-10* 

T„ v D,=5,94-l() 3 -U30-10 : '=ü,7-10 3 

o S g __ 

£ £ £ 

S o £ Corrig 

u -a 

1 __ 

é mkg 

M,=10* (5 + 3,24—H,'7) =1,54-10- 

---- 

C 

Contraintes normales des longerons {kg/mm-) 

__ 

— 

Longerons supérieurs 

Longerons ii 

iférieurs 

Désignation 

- . 1 

'~Z~. » 

C 

D 

blexlon verticale 1 

50-10® "__ 17 ri, =17 K 

7,1 ~ 2-1070-1373 

1 —50-10* _ 24 g 
2-1070-945 

■n„=—24,8 

PI exion horizon, r 

12,2-10® _- 0 =—5,6 «' 

t 2-795-1373 ’ 

17,8-10® _ g i 

2 21160-945 

n' a =—8,1 

Résultantes 

= 17 + 5,6=22,6 n' n = H,4 K 

=-24,8 + 8.1 =-16,7 

rP ra =_32,9 

——■ -- -- 

. 

Flux et contraintes de cisaillement des parois 

____ 

Désignation Unités 

Ame 1 | Ame 2 j 

Ame 3 

Ame 3' 

Flux du kg/mm 

cl T jj 

0 0 

19000 ’ _ 80 

2 - 1070 " 

7',=+8,9 

Flux du jgg/nim - 1 = 

"2:98 - Ï0* 7„_ 4,64 -10* _ 4 

7 95 11(50 j 

0 

6 

< l 1 h _ 

Flux du [ig/mm , t = 
.% M. 

i5i= 0| 45 7 =—'0,45 

2-173-10 4 

7=0,45 

T =—0,45 

Flux résuit. kK/mm - n 

=3.75 + 6,45=4.2 r,. a =4— 0,45=3,55 

;ra =8,9+ 0,45 = 9.35 

- =8,9—0,45=8,45 

-r.-t 

C01 Sh teS |^ mm 1 

t=^=4,2 ',= 4 - 44 ! 

t a =7,5 

£'., = 6,75 
































'tue 


A xe neu tre n u 


Revêtement e 


mm 


to/ei AU4Q 


1HAP. XVIII 


Calcul d’une section droite 
A) Détermination des 


Vérification graphique du flux ile'm 
cisaillement unitaire (-)„ dû à 
(T'.) u =—iOOO kg 

(dynamique des forces tangcntiellèi '1 
/, colonne 14 tableau 1.) 


Caractéristiques des lisses Vérification graphique du flux 7* 

de cisaillement unitaire (-.Ju 
rnr^7-zrr-i.— dû à (T'„)„=1000 kg appliqué j\ 

^ A en 0. / \ 

Jn S (dynamique des forces j7 

' ü tangentielles f 2 : colonne 13 / 

~ tableau 21 


Tôle pliée 

AUif. 


Echelle : 1 mm— 5 kg. 


Section lisse seule : 

• s—97,G mm 2 . 

Section lisse avec revête¬ 
ment instable : 

AS—s+30e 2 =144,6 mm 2 . 

Section lisse avec revête¬ 
ment stable 
AS— s + eAT- 

avec AT —intervalle moyen 
entre lisses adjacentes. 


. (Ty)u „ 500 kg (cote gauc he) 


Tracé de la section 
Echelle 1/1» 


Echelle : 

1 mm=5 kg. 






d’un fuselage-coque inulti=lisses 
paramètres unitaires. 


TABLEAUX DE CALCULS (flux unitaires) 


lisses 


mur 


mm 


llllll 


Totaux 

utiles 


=2-38814 cm 1 
77628 cm 1 


Notes 


partir de I - 

;l- llllll) Kg appliqué à O 
Correction de torsion , 


Vérifications 


Calcul de W 


Calcul de 1 


Flux 

arbitr 


mom 


N" pan¬ 
neaux 


lisses 


mkg kgi'mm 


min 


kg'mm 


iü 3 mm 


U) 2 nun ! 


mm 


mm 


oo t; 


542 


Totaui 

utiles 


1641S 


AW,—2/AS, ; W s ='SAW 


<jy 2-633,1 • H»' 1 

20 174,8-li) 1 

—6, 724 kg/mm 

R = demi-section - 


I,=2-16418=82886 cm* 


Notes 


* Pour les lisses I et 12 situées sur axe 


TkvTI 

0,325 

1.14,8 ‘ 

0,491 j 

”ïïfi]2 

wwT | 

102,4 

"0652 1 

j 033,1 

l _ il 

• 1 

1 -1 


L 18 —! 



Vcrif. graph. 


Al 

',)« A/ 

kg/mnr 

mm 

kg 

0,065 

120 

10,2 

0,253 

150 

38 

0,31)8 

150 

59,7 

0,498 

160 

79,7 

0,522 

180 

94 

0,515 

ISO 

92,7 

0,401 

180 

85,4 

0,474 

180 

72,2 

0,299 

150 

44,8 

0,183 

140 

25,B 

0,061 

120 

7,3 

12 

13 

14_ 


Recherche 

axe neutre j 

| inétli. 

1 (ess.) 1 

inétli. 2 

(udop.H 

1 AS, 

~„AS, ' 

AS.. 


mm- 

K) 2 mm“i 

mm 2 | 

l() ,J mm :: 

72,3* 

858,9 

12(3,3* 

1500,4 

144,0 

1673 

266,6 

3084,6 

1) 

1535,0 

285,1 

3027,8 

« 

11359,2 | 

285,1 

2680 

)> 

1149,0 i 

144,6 

| 1149,(5 

» 

909,6 1 

» 

’ 

j 906,6 j 

» 

050,7 

» 

| 650,7 

-■- | 

j ’ 

» 

397,7 

)) 

397,7 j 

» 

166,3 

| » 

100,3 | 

» 

05,1 

» 

65,1 

144,6 

21,7 

144,0 

21,7 

72,3* 

8,7 

72,3* 

8,7 

1590,6 

8793,1 

2047,0 

13659,2 


1 '< 

5 

....... 

AS —AS 
879310 

,l > ~ 1590,0 — 

553 mm 

j „ _|AS'lissesi«/| 

" 5 \ ASlissestiu,. 

i 1365920 

1 2047 6 ■ 66 ' 


q 

AW V 

10-mm a 

N "pan¬ 
neaux 

1428 | 

658 

1-2 

0401 

.1300 

"•FÎT 

"4448 

1126 

3-4 

2124 

778 " 

4-5 

"237 

185 

5-6 | 

23 

-58 

6-7 

081 

-314 


2222" 

-567. 

. 

’ 8-9 

4406 

-799 

ti -10 

1i!595 

-899 

10- 1 1 

6147 

3 J 02 

-943 
-473 ~ 

i ïï-T> | 

i 

38814 


• 1 

s 

9 

10 i 










Calcul d’une section droite d’i 
B ) Déterminatii 


Position de la section dans la structure 
Section envisagée (voir PI. 46a) Vue de profil 


Efforts appliqués 
(évalués par rapport à U) 


Echelle 


Sens positif 
des flux : 


Flexion verticale 
T,-—875)0 kg 
—23000 rakg 
Flexion horizontale 
Tj, =3245 kg 
M.=9000 mkg 
Moment de transport 
M' t =+ 1000 mkg 
Effort normal : 

N=4800 kg 


Correction des efforts tranchants 
(Voir § U.h.S) 


Flexion verticale 
7 ., —2° + I °40'==8 # 10 


8790— 


Distance entre couples 
AL.=400 mm 


Flexion horizontale 
p,_=2x 1°30'=3° 
tg a j =0,052 
0,052 9000 


* Les parois renforcées ci-des¬ 
sus indiquent les panneaux 
travaillant au plissement dia¬ 
gonal (t>/ 0 colonnes l:i et 14 
tableau 4. et colonne 7 ta¬ 
bleau 3). 


Calcul des contraintes critiques t a (cisaillement pur) 
des panneaux (Voir formules ci-contre) 


Caractéristiques des lisses en flexion isolée 


AS, =144,8 
i '=16060 mm' 


764 mm 


1318 mm 3 


Formules pour calcul t des panneaux 


•o mm 


' (Chap- XIX, § 4-422) 

t' a (plaque plane) Planche il (abaque 2) 
avec b=Al (petit côté) 
a— AL=400 mm (distance entre couples.) 


- ) + 0,1 E ^(Chap. XIX g 4421) 

05 ; i=AL»=40(). 
de courbure des panneaux 
(en mm) 

875 

—- (en kg/mm-) 


rayon 


0,482+ 


N os | 

b AI 


II 

875 

l"., 


. 

•0 • 

pann. j 

a ~ 400 

II 

0 

II 

-1 -2o t { 

G et D 


kg /mm'- 

mm 

kg /mm- 

<g/mm- 

- - 1 

kg'mm- 

kglmm 

1-2 

0,3 

0,466 

235 

3,725 

4,207 

4,44 

5,55 

2-3 

0,375 

0,496 

425 

2,06 

2,542 

2,8 

3,5 

3-4 

1 

0,375 

0,496 

790 

1,108 

1,590 

1.85 

2.32 ! 

4-5 

0,4 

0,506 

1380 

0,634 

1,116 

1.39 

1J4 

5,6 

0,45 

0,512 

1545 

0,506 

1,048 

1,34 

1,67 

Y 

6-7 

0,45 

0,512 

1070 

0,819 

1,301 

1,58 

1.97 1 

7-8 

0,45 

0,512 

495 

1,768 

2,250 

2,52 

3,15 

L 

8-0 

0,45 

0,512 

345 

2,535 

3,017 

3.28 

4,1 j 

9-10 

0,375 

0,496 

345 

2,535 

3,017 

3,27 

4,09 

1 

10-11 

0,35 

0,486 

620 

1,411 

1,893 

2,15 

2,68 

11-12 

0,3 

0,465 

865 

1,011 

1,493 

1,74 

2,18 1 

1 

i ~ 

3 

4 

5 

R 

7 

8 













PIANClll 



(uselage=coque multi=lisses 
des contraintes. 


efforts génér aux (ch- XX II. î; i’-il) _ 

Contraintes tango ntie Iles du revêtement 


Calcul des contraintes dues aux 


Contraintes normales des lisses (kg/mm -) 


Contraintes (kfl/mnr 


totale : n 


N° 

lisses 


neaux 


0,5? kg/mm 


(),:.? kg/mm. 


Côntr 

résul 1 ' 


N° pann 
plissés 

(*>V 


’u corresp. 


mmkg 


kgimrn 


kg/mm kg/mm 


mm 


kg/mra 


mm 


Flexion Torsion 

Totaux 1 - côté G côté JJ 

X, X„ -3 

côté G côté D ■ _ 

±0,64 —2,1? 0,57 

—0,96 —2,24 0,77 1,?9 

±1,91 — 2,02 » 

0,46 —3.36 0,37 _ 2,69 

±3,01 —1,73 » 

1,85 —4,17 1,48 8,34 

" ±3,76 —1,32 » 

3,01 —'*,51 2,41 3,61 

•j fiQ a 91 3,37 

±3,95 — U, oo » 

± 3,89 0,25 » 

3^5? 3,37 2,86 

'±3,59 0 37 » 

4,53 —2,65 3,63 2,12 

* ±3,35 0,98_ » 

~4,90 —1,8 3,92 1,44 

7ôr» TTôô 144 0.18 

± 2,26 1,47 » 

" ±T3S 1,81 

, ■VjN''' «» 1 T * • 

376 "T" 3,01 0,8 

±0,46! 1,06 0,57 

S 9 10_ _ 

2,99. 2,07 2,39 1,66 

11 12 13 14 


w — - 

max. 

Coté revêt | 

Coté int' 1 

n r des 

1 w, a 

kg/mm-- 

lisses 

H'irra 2 

0,62 

-1,07 

-8,47 

1,01 

-1,75 

-4,59 

1,79 

-3,1 

-3,48 

2,66 

-4,59 

9,18 

1,2 

-2,07 

13,26 

1,12 

-1,94 

16,97 

0,83 

-1,52 

19,54 

1,13 

-1,96 

-4,51 

0,67 

-1,15 

3,64 

! 0,62 

-1,07 

9,10 

1 H 

12 

1 13 


Flexion 
_—- 

«i ! 

n., j 

—15,42 

0' | 

— 14,5 


-11,68 

± 3,081 

—8,Ub 

+ 4,19 

^—3,79 

± 5,14 

ce 

T*. 

T-4 

+ 5.92 

!' 642 

± 6,43 

' 11,6 

± 6,33 

16,34 

+ 5,14 

‘ 18,41 

± 3,45 

19,30 

jqr 1,58 

j ' 19,39 

0 

1 2 

3 














Calcul d’une section ouverte d'un 

(Calcul en 


Chai\ XXII 


§ 7.2 



Tracé de ia section 
Echelle : 1/10 


Schéma de position de la section dans la structure 


Longue ur ouvert ur e - t,6 
TC-Q.9QO 0.900 


Point de référence des efforts 


de jrçFérence ïïsirbjtrdh 


Section 


Efforts appliqués en O 

Effort tranchant T,=4000 kg; Moment fiéchiss. M.- (i()(K) niktr 
Moment de transport M', = l()0o mkg 
(.sensiblement constant le long de l'ouverture] 

On négligera la correction d’effort tranchant (parois sensi¬ 
blement cylindriques) d’où T'„=T„ 


Transport des efforts en C r 
(Voir détermination de la position de C c tableau 1) 

T,,' — 4000 kg (flexion pure) 

- M'/ — T (/ • </—1000 — 3780=—2780 mkg (torsion pure) 


Toi es de revêtement 
e,-t.2S AU4Q. 


. (laraclé risltqu.es des lisses (AUAG) 

ses courantes 2 à 9 : lusse 1 (bordure ouverture) 

voir planche -l(» 1,40x40x3,2; AS=310mm- 

A8,- 1 11,0 mm- (avec lô c- de tôle) 

supposera tout le revêtement instable (méthode I § fi.22) 


Vérifient ions i/raph iques des flux de cisaillement 


l*'lux : flexion pure due à T, 
(dynamique des forces /,=■:'„ 
colonne 25) 


lux t' 3 : Torsion-Flexion 
nue à M, en F,, 
(dynamique des forces 
= t 'A?, colon ne 27 ) 


Résulta nte: lü- 2000 h 


Coté droit 


Coté f auche 


Echelle: 1 mm = 40 kg 
















PLANCHE 



[use!age=coque multi lisses, 
flexion=torsion ). 


TABLEAUX DE CALCULS 


Détermination des caractéristiques de résistance de la section 


Calcul de (' (§ 4.12) 


Position de C. (S 2.41) 


Mom 

stat. 


Calcul de 1 


N° des 
pan¬ 
neaux 


mm 


mm 


mm 


mm 


Totaux 

utiles 


W.-iAW. à partir 


I s =2x 13900=27800 cm' 
AS lisse 8=demi-section de 
cette lisse (axe symétrie) 


22 W ,r&l 


à partir de 8 
30,282 dm 8 


045 mm 


1 (les contraintes (flexion et torsion générales) 
Flux (kg/mm) et eontr. (kg/mm-) du revêt*- 
Flex. Torsion-flex. ’ tfux 

4 "pan- pure-j-j total 


Flexion pure 


—0,14 


W,=0,1439 • 10-‘W 


■y=2,1583-10- 2 ?> 


. 37800-10 4 

j 2780-103-900 

■ XU ~ 30,282-10 l2 
82,62-10- 8 w 


■S/,p=0 (Vérif- flexion pure) 
|2Sf„p=—2780=M. 


«AS=0,U918 • 10-su.AS 


a 

cm 2 

■it 3 AS 

dm" 

1648 

8,42 • 

521 

0,303 

—575 

0,478 

—1205 

2,008 

—1253 

2,270 

—01!) 

1,221 

—425 

0,261 




5,141 

' 13 

11 



/. ! 

Ai P 

/, 

/ s ? 

1 

kg 

mkg 

kg 

ml;g 

2,5 

226 

175 

—680 

—528 

2,41 i 

411 

262 

—926 

— 500 

1,06 

542 

207 

—762 

—291 

0,92 

645 

20 

—468 

— 15 

2,81 

601 

— 164 

—193 

45 

4,16 

604 

—264 

—18 

7 

4,1 

554 

—236 

43 

—18 


r 





J 

0 


—1390 

24 

25 

26 

27 

28 



() 

A« 

dm' 

mm 

cm- 

0,682 

. 

777 

1127 

1,257 

637 

1096 

1,794 

382 

630 

: 2,31 

31 

48 

1 2,548 

-235 

-334 

2,547 

-380 

-494 

1,993 

-425 

-425 

13,131 



1 io 

11 

12 


N" 

flexion 

n'- 

torsion 

flexion 

n# . 

résu F 0 

n' 

N "pan¬ 
neaux 

Flex. 

pure 

“a 

1 

+ 7,52 

+ 13,62 

+ 21,14 

1-2 

1,50 

2 

T 8,63 

q:. 4,3 

+13,93 

2-3 

2,39 

3 

+ 9 39 

4-4,75 

T 4,64 

3-4 

3,29 

4 

+ 9,01 

■ -- 

±10,7 

± 1,69 

_ 

4-5 

4,16 

3 

+ 7,35 

±11,12 

± 5.48 

5-ü 

4,87 

6 

T 4,85 

± 8,55 

± 3,70 

6-7 

5,34 

/■* 

ï 

+ 2,16 

± 3,77 

± 1,61 


5,54 

8 

0 

0 

0 


— 

Totaux 

utiles 






JL 

16 

> 7 

18 

19 

20 



















mo yenne 


■ Axe neutre coque ! 1 
( F/exion verticale neajt/ve ) 


U. 32x/Gx2 


{hau teur lis tes I 


e= IZSinvth. 


K P. et i ov de la roque 


Charges appliquées 

Deux forces F symétriques agissant sur deux 
ferrures C. et C' solidaires du couple, et donnant 
une introduction d’effort tranchant vertical 
dans la coque : 

A T.=10000 kg 


Sections droites travaillantes du couple 
n v I .y v' 


(A 040} 


Section étudiée planches 46 a et 46 b (soumise 


au niveau du couple à une flexion verticale section totale I Section âmes iMoments d'inert, 


générale négative). 


8=359+3,2 * | S a =3,2 h f^he^ 

On suppose ces caractéristiques rétablies au 
passage des lisses. 


: voir courbe 


Données 


G H AP. XXII 


Calcul d’un couple d’introduction de charges 

À) Détermination des 


Tracé du couple 

Position des résultantes particules K. 
(couple coupé section 1 ) 

Echelle : 1/10 'te- 


Dynamique des forces extérieures 
Détermination de N et de T. 


Echelle : I mm=50 kg 

















































































































































































































II. DIAGRAMME DES MOMENTS D’INERTIE 
DES SECTIONS ET DÉS EFFORTS 
INTERNES RÉSULTANTS 


larges dans un fuseIage=coque 
es du calcul hyperstatique. 


PLANCHE 























Tracé du couple 
Echelle — 


Efforts appliqués 


Dynamique des efforts dits au 
galbe longitudinal. 


Orig ine co uple 
I cou pe'section 1 


Echelle 


DONNÉES 


6 lisse 3 


Caractéristiques de la section de la coque : 

section étudiée Planches 46 A et 46 B. 

Efforts généraux appliqués à la section : 

efforts envisagés PI. 46 B en flexion verticale soit 
T *=— 8790 kg 4, M u =—23000mkg 

Angle de brisure (galbe longitudinal) au niveau d 
couple : Aa,=2°20' 

Intervalle entre couples : AL=400 mm. 

* I Calcul des sollicitations extérieures 

Dues au galbe longitudinal n Dues au plissement revêt* 


( lisse) 


3S814 


Section droite du couple (sect. co 
Echelle 1/2 


Caractéristiques 




= 127,2 


2320* mm 3 


S âme=60 • 1,25=75 mm 3 


Calcul d’un couple co 


6 


8 






























































fuselage=coque multi=Iisses. 


raipni des moments m (Couple supposé coupé suivant section 1) 


Moments dus au galbe seul 


Plissement 



mm Immkg mm mmkg mkg || 5 | mm 

0 Ô~~ 

88 303G 57 451 

114 12084 58 

140 . 24500 58 

150 31650 59 


m, 

moyen 


' G 222 174 38628 61 

242ÜT 165 40013 


8 317 154 48S18 


256,5 141 36167 

20,05 112 


11 13,6 104 1414 

12 8,05 50 403 


lavant I après 


17,29 1,27 

28,48 -"3,10 
32,22 24,22 


67,32 75,37 





Calcul des inconn ues hyper statiques _ 

g «, Al' m m A/, a, et, «Ai, r A 

CC ^ 

È 111m mm m 2 kg cm 2 dm'i m :t kg _2 _ 


Calcul des efforts réels 
M 

a Y -— 1 


avant 

M 

après 

N 

T 

rrax 

mkg 


kg 

kg 

I 39,35 

281 

—34,5 




37,22 

257 

92 

27,97 

11.95 

189 

130 

5,14 

—26,44 

518 

73 

—29,35 

—37,35 

881 

50 




-60 


-62 
—200| -75 


I 192,27 + 1,543 X + 0,8999 Y = 0 
Equations : j 170 8S + 0,8999 X + 0,7338 Y =0 

Inconnues : X=39,35 mkg ; Y=—281,12 kg 


Contraintes maxima du couple (Section n° 6) 
40920 _ „ „ ) 

Flexion : n = + ooon = + 17,7 / . . 


40920 

Flexion : n = + 9 o 9n = + 17,7 / 

2 Q17 >w a =24,9 kg/mm I 2 . 

Compression : n 2 = 127,2 =7,2 ) 

Cisaillement (moyen) t=%= 0,6 kg/mm 2 . 



















































































































